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数理统计 
第一章、线性回归与相关检验 

第一节  线性回归 

一、两个变量间的相关关系 

引例、某种产品的广告费用支出 x （千元）与销售额 y （万元）之间有如下的对应数据： 

x 2 4 5 6 8 

y 3 4 6 5 7 

请画出上表数据的散点图； 

 

 

1、相关关系：变量 x与 y 有一定的关系，但没有确定函数关系 

2、做散点图：把变量 x 与 y 的一组相应测量值在坐标平面上描出的一些点组成的图形 

3、正负相关：在散点图中从左到右是向上的叫正相关，从左到右是向下的叫负相关 

4、线性相关：当散点图中的点分布从整体上看大致分布在一条直线的附近，就称这两个变

量有线性相关关系，这条直线叫回归直线 
二、最小二乘法 

对一个零件长度 x的 n次测量假设测量值为 1 2, , nx x x ，如何取
^
x 做为 x的估

计的值更合理呢？直观的想法是
^
x 的值应该最接近这些测量数据，数学描述就

是： 
^
x 的值应该使所有的误差平方和
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  时，
^

( )f x 达到最小．即用测量数据的平均值作为零件估计值最好．这

种估计方法就叫最小二乘法．最小二乘法的优点是：有效利用了全部测量数据，

使误差平方和达到最小． 

使误差平方和最小的估计方法叫做最小二乘法。(二乘就是平方的意思) 
三、用最小二乘法推导回归直线的方程 
设有线性相关系系的变量 x,y 的一组测量值是 

设回归直线的方程
^
y bx a  ，则可由最小二乘法确定 a,b的值 

误差平方和
2 2 2

1 1 2 2( ) ( ) ( )n nM bx a y bx a y bx a y           

2
1 1 2 2

2
1 2 1 2

a
2 [( ) ( ) ( )] ?

2 [ ( ) ( )] ?
n n

n n

M na a bx y bx y bx y

na a b x x x y y y

       

        


 

按 整理得

＝  

2
1 1 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2

b
2 [( ( ) ( ) ( )] ?

( ) 2 [ ( ) ( )] ?
n n

n n n n

M nb b x a y x a y x a y

x x x b b a x x x x y x y x y

        

            


  

按 整理得

 

要使 M 取最小值，只要 
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注意由于 y bx a  ，因此回归直线过点 ),( yx ，此点叫样本中心 
例 1、相关变量 x 与 y 的一组测量值如表 
 (1)请画出引例数据的散点图； 
(2)请根据引例提供的数据，求出ｙ关于ｘ的线性回归方程； 

解：(2) 设线性回归方程为

^
,y bx a   
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93.5 0.7 0.35
2

a     ，所以线性回归方程为 0.7 0.35y x  ； 

练习 

1、口答、 
(1)下面哪些变量是相关关系  (      ) 
  A.出租车费与行驶的里程      B..圆的周长和它的半径之间的关系 
  C.身高与体重            D.铁的大小与质量 
(2)有关线性回归的说法中,不正确的是  (     ) 
  A.相关关系的两个变量不是因果关系    B.散点图能直观地反映数据的相关程度 
  C.回归直线最能代表线性相关的两个变量之间的关系 D.任一组数据都有回归方程 
(3)在回归直线方程中,b 表示                                                 (    ) 
  A.当 x 增加一个单位时, y 增加 a 的数量   B.当 y 增加一个单位时, x 增加b 的数量 
  C.当 x增加一个单位时, y 的平均增加量   D.当 y 增加一个单位时, x的平均增加量 

2、为了解某社区住户的年收入和年饮食支出的关系，抽取了其中 5 户家庭的调查数据如下

表 
 
 
 

根据表中数据用最小二乘法求得回归直线方程 y bx a  中的 b=0.31,请预测年收入为 9 万

元家庭的年饮食支出 

ｘ ３ ４ ５ ６ 
ｙ ２ 新疆 奎 屯w xckt @12 6.com

特级教师

http: //wxc .833 200.c om

王新敞

源头学子小屋５ ３ ４ ４ 新疆 奎 屯w xckt @12 6.com

特级教师

http: //wxc .833 200.c om

王新敞

源头学子小屋５ 

x 3 4 5 6 4.5x   

y 2.5 3 4 4.5 3.5y   

xy 7.5 12 20 27 ＝1
66.5 

X
2 

9 16 25 36 
2 ＝86  

 

年收入 x(万元) 3 4 5 6 7 
年饮食支出 y(万元) 1 1.3 1.5 2 2.2 
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解: (Ⅰ) 5 1 6x y, .  , b=0.31,代入 y bx a  ,得 0 05a .  

故  0 31 0 05y x. .  ,当 9x  时,解得  2 84y . 万元 

所以年收入为 9 万元家庭的年饮食支出约为 2.84 万元 
例 2、某种产品的广告费用支出 x （千元）与销售额 y （万元）之间有如下的对应数据： 

x 2 4 5 6 8 

y 3 4 6 5 7 

(1)请画出上表数据的散点图；（2）请根据上表提供的数据，用最小二乘法求出销售额 y 关

于支出 x 的线性回归方程；  

解：（1） ,138,5,5
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20
13

＝ ， 75.1
4
7^
＝a  

于是 0 65 1 75y x. .   

四、相关系数 1 1
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负相关与时，正相关，当与时，当 xyrxyr 001   

相关性较强与时，当 xyr 75.0||2   

相关性一般与时，当 xyr 75.0||25.0   

相关性较弱与时，当 xyr 25.0||0   

例 2 中， 1

2 2

1 1

( )( )
13 13 2 0.9191

2020 10
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r
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， y x与 相关性较强  

五、相关指数 

1、在回归方程 75.165.0  xy 中，x 叫解释变量，y 叫的预报变量。 

因预报值与真 y 是有判别的，故预报变量记为 y ，回归方程写成  0 65 1 75y x. .  。 

2、线性回归模型 y y e bx a e     ，这里的e 叫做随机误差，
20E e D e( ) , ( )    

例 3.回归方程 0 8 2y . x e   ， 0 5e| | . ，如果 x=10，则 y 的值不会超过（ ）.   

A 10    B 9    C 10.5    D 9.5  

3、残差，回归偏差，总偏差 

解释变量 x 2 4 5 6 8 

观测值 y 3 4 6 5 7 

x x  -3 -1 0 1 3 

y y  -2 -1 1 0 2 
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预报值 y  3.05 4.35 5 5.65 6.95 

残差 
i i ie y y   -0.05 -0.35 1 -0.65 0.05 

回归偏差  iy y  -1.95 -0.65 0 0.65 1.95 

总偏差 yi- y  -2 -1 1 0 2 

(1)总偏差＝残差+回归偏差 
(2) 残差平方和=1.55,回归偏差平方和=8.45,总偏差平方和=10 

残差平方和+回归偏差平方和=总偏差平方和 

相关指数
2 1 551 0

10
R .845.

 =  

当相关指数
2R 越接近 1时，说明 y 与 y 的拟合程度越好 

(3)当 845.02＝R 时，我们说 y 的差异有 %5.84 是由 x 引起的 

（销售额的差异有 %5.84 是由广告费用支出引起的） 

注：对于两个模似
2R 大的拟合程度更好 

例 3.若有一组数据的总偏差平方和为 200，相关指数为 0.8，则残差平方和为_________ 
例 4、关于 x与 y 有如下数据： 

 
 
 
为了对 x、y 两个变量进行统计分析，现有以下两种线性模型： 
 6.5 17.5y x  ，  7 17y x  ， 

(1)试比较哪一个模型拟合的效果更好．(2)作出  6.5 17.5y x  的残差图 

解：(1)  6.5 17.5y x   
y 30 40 60 50 70 
y  30.5 43.5 50 56.5 69.5 


i i ie y y   -0.5 -3.5 10 -6.5 0.5 

 7 17y x   
y 30 40 60 50 70 
y  31 45 52 59 73 


i i ie y y   -1 -5 8 -9 -3 

(2) 2 2 2 2 250 20 10 10 0 20 1000y ,      总偏差平方和  

 6.5 17.5y x  的相关指数  2
1 1 1 0.845 84 5%R      

残差平方和 155
．

总偏差平方和 1000
， 

 7 17y x  的相关指数，
2
1

1801 1 0.82 82%
1000

R     
残差平方和

=
总偏差平方和

， 

因为 84．5%＞82%，所以甲选用的模型拟合效果较好．  
六、非线线回归转为线性回归 
(1)若 2y cx d  ，则令

2t x ，则 y ct d  ， c b d a,   

(2)若 dxy ce ，则 y dx cln ln  ， d b c a, ln    
 
 
 
 

ie

编号

残差图

x 2 4 5 6 8 

y 30 40 60 50 70 

 

ie

编号

残差图
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注；1、回归直线的方程 
设有线性相关系系的变量 x,y 的一组测量值是 

设回归直线的方程
^
y bx a  ，则可由最小二乘法确定 a,b的值 

误差平方和 
2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2
2
2

2
2

i i i i i i

i i i i

i i i i
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要使 M 取最小值，只要 
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 

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(1)代入(2)得，
22

1 1
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 

    ,于是 1
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x nx
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
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






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求出 b 后 a 的值由(1)确定 ，由(1)得 y bx a  ，因此回归直线过样本中心 ),( yx  

2、如何证明用最小二乘法求出的回归方程 y bx a  有 

残差平方和+回归偏差平方和=总偏差平方和 
2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2 2 2
2 2
2 2

i i i i

i i i

i i i

i i i

i i i i

i i i

bx a y bx a y y y
a y bx

bx a y bx a y
bx bx y y bx bx
b x x y y bx bx
y y b x x b x x y y
y y b x x b x x y

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
[ ( ) ( )] ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) (

         
 

      
       
       
         
          


求证
证明

2
iy )

 

第二节、相关检验 
为了解某班学生课外活动爱好运动是否与性别有关，对本班 50 人调查得到了下表： 

 好运动 不好运动 合计 
男生 20 5 25 
女生 10 15 25 
合计 30 20 50 
1、分类变量：性别的值：男生和女生。爱好的值：好运动，不好运动 
于是性别与喜好就可看成是变量，这种变量叫做分类变量，上面的表格叫做 2×2 的列联表 
2、等高图 

男生爱好运动的概率为
20 4
25 5

 ，女生爱好运动的概率为
10 2
25 5

  

于是有理由认为男生更喜爱运动，说明喜爱运动与性别有关 

可作出等高图 

3、喜爱运动与性别有关的概率有多大呢？ 

 好运动 不好运动 合计 
男生 a b a +b 
女生 c d c+d 

合计 a+c b+d n=a+b+c+d 

0
0 2.
0 4.
0 6.
0 8.

1

男生 女生

好运动

不好运动
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假设性别与爱好运动没有关系，A={男生},B={好动动}，则 A 与 B独立 

P AB P A P B( ) ( ) ( ) ，
a a b a c a b a ca
n n n n

( )( ),   
   右边叫 a的理论人数 

2
2

a b a ca ad bcn
a b a c n a b a c

n

( )( )[ ] ( )
( )( ) ( )( )

 
 


   

 

引入随机变量 
2 2 2 2

2

2

2

1 1 1 1

ad bc ad bc ad bc ad bcK
n a b a c n a b b d n c d a c n c d b d

ad bc
n n a b a c n a b b d n c d a c n c d b d

n ad bc
a b c d a c b d

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) [ ]
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )( )( )( )

   
   

       


   

       




   

 

当 K
2
的值越大就说明性别与爱好运动越有关系 

随机变量
2K 服从卡方分布密度曲线如图 

4、当分类变量无关时 

 

 

 

本例

2
2 50 20 15 10 5 25

8 33
30 20 25 25 3

K ( ) .  
  

  
 

假设性别与爱好运动没有关系，则 P(K2≥7.879)＝0.005 
所以做出性别与爱好运动没有关系的的判断为正确的概率不超过 0. 5%， 

于是应作出性别与爱好运动有关系的判断更为合理，此判断正确的概率超过 99. 5%， 

犯错误的概率不超过 0. 5%，也可说：有 99. 5%的把握认为性别与爱好运动与有关系。 

注:几种回答方法 

有 99. 5%的把握认为性别与爱好运动与有关系。 

没有 99. 9%的把握认为性别与爱好运动与有关系。 

犯错误的概率不超过 0. 5%的前提下，认为性别与爱好运动与有关系。 

犯错误的概率不超过 0. 1%的前提下，没有足够的理由性别与爱好运动有关系。 

例 1、某地区一种传染病与饮用水的调查，饮用干净水得病 35 人，不得病 65 人 

饮用不干净水得病 70人，不得病 30 人 

(1) 作出 2×2 列联表 (2) 能否有的把握认为饮用水与得病有关？ 

 得病 不得病 合计 
干净水 35 65 100  
方法 B 70 30 100  
合计 105 95 200n   

 解 56.24
95105100100

)30356570(200 2
2 




K  

 由于 828.102 K ，所以有 99.9%的把握认为饮用水与得病有关 

例 2、某厂为了检查有甲乙两条包装流水线的质量，分别从每条生产线上取 40 件产品作为

样本，得下面的2 2 列联表如下 

问多大的把握认为 

“产品的包装质量与两条包装流水线的选择有关” ． 

)( 0
2 kKP   0.10 0. 05 0. 025 0.010 0. 005 0.001 

k0 2.706 3.841 5.024 6.635 7.879 10.828 
 

2 706. 10 828.
2K

y

 合格 不合格 总数 

甲 30 10 40 

乙 36 4 40 

总数 66 14 80 
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解：∵
2

2 ( )
( )( )( )( )

n ad bcK
a b c d a c b d




   
 

＝
280 (120 360) 3.117

66 14 40 40
 


  

2.706  

∴有 90％的把握认为产品的包装质量与两条包装流水线的选择有关 

例 3、对某班 50 名学生兴趣数学与兴趣地理调查，得 2×2 的列联表 

 兴趣地理 不兴趣地理 总数 

兴趣数学 18 9 27 

不兴趣数学 8 15 23 

总数 26 24 50 

问是否有 97.5%的把握认为兴趣地理与兴趣数学有关系？ 

解：

2
2 50 18 15 8 9

5 058
27 23 26 24

K ( ) .   
 

  
 

假设趣地理与兴趣数学没有关系，则 P(K2≥5.024)＝0.025 
于是应作出兴趣地理与兴趣数学有关系的判定，此判定正确的概率超过 97.5%； 

故有 97.5%的把握认为兴趣地理与兴趣数学有关系。 

注：当
2 2 706K . 应做出分类变量有关的判定。否则高考不做要求 

例 3、对某班 50 名学生兴趣数学与兴趣地理调查，得 2×2 的列联表 

 兴趣地理 不兴趣地理 总数 

兴趣数学 18 9 27 

不兴趣数学 8 15 23 

总数 26 24 50 

问是否有 97.5%的把握认为兴趣地理与兴趣数学有关系？ 

解：

2
2 50 18 15 8 9

5 058
27 23 26 24

K ( ) .   
 

  
 

假设趣地理与兴趣数学没有关系，则 P(K2≥5.024)＝0.025 
于是应作出兴趣地理与兴趣数学有关系的判定，此判定正确的概率超过 97.5%； 

故有 97.5%的把握认为兴趣地理与兴趣数学有关系。 

6、卡方变量： 

2 2 2 2

2

2 2 2 2

a b a c a b b d c d a c c d b da b c d
n n n nK a b a c a b b d c d a c c d b d

n n n n
ad bc ad bc ad bc ad bc

n a b a c n a b b d n c d a c n c d b d

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] [ ] [ ] [ ]
    ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

(

       
   

   
       

   
   

       


2

2

1 1 1 1ad bc
n n a b a c n a b b d n c d a c n c d b d

n ad bc
a b c d a c b d

) [ ]
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )( )( )( )


  

       




   

对于 m×n 列联表

2 2

2

a b a c a b b da b
n nK a b a c a b b d

n n

( )( ) ( )( )[ ] [ ]
   ( )( ) ( )( )

   
 

  
   

但没有 2×2 列联

表的化简表达式。应查自由度为(m-1)×(n-1)的卡方表 
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第二章 参数点估计 
第一节  矩估计法 
一、统计量 

从总体 X 中取出一个样本 X1、X2、…、Xn.则 Xi是与 X 同分布的随机变量， X1、X2、…、

Xn的一组观测值是 x1、x2、…、xn也可称为 X 的 n 个独立观测值。 
常用的统计量有 

（1）样本平均值
1

1 n

i
i

X X
n 

  （2）样本方差
2 2 2

1 1

1 1
1 1

n n

i i
i i

S X X X nX
n n

( ) ( )
 

   
    

（3）样本标准差
2S S (4)样本 k 阶原点矩

1

1
1 2 3

n
k

k i
i

A X k
n

, , , ,


    

（5）样本 k 阶中心矩
1

1
1 2 3

n
k

k i
i

B X X k
n

( ) , , , ,


     

它们的观测值分别是 

（1）样本平均值
1

1 n

i
i

x x
n 

  （2）样本方差
2 2 2

1 1

1 1
1 1

n n

i i
i i

S x x x nx
n n

( ) ( )
 

   
    

（3）样本标准差
2

1

1
1

n

i
i

S x x
n

( )


 
  (4)样本 k 阶原点矩

1

1
1 2 3

n
k

k i
i

A x k
n

, , , ,


    

（5）样本 k 阶中心矩
1

1
1 2 3

n
k

k i
i

B x x k
n

( ) , , , ,


     

  若总体 X 的 k 阶矩存在即
k

kE X( )  ，则 1 2
k k k

n kE X E X E X( ) ( ) ( )      

由辛钦定理知
1

1 n
Pk

k i K
i

A x
n




   

二、矩法估计 
替换原理常指如下两句话： 
⒈用样本矩去替换总体矩，这里的矩可以是原点矩也可以是中心矩； 
⒉用样本矩的函数去替换相应的总体矩的函数。 
根据这个替换原理，在总体分布形式未知场合也可以对各种参数做出估计，譬如： 

⒈用样本均值 X 估计总体均值 ( )E X ，即 ˆ ( )E X X ； 

⒉用样本方差
2
nS 估计总体方差 ( )D X ，即

2ˆ ( ) nD X S ； 

⒊用事件 A出现的频率估计事件 A发生的概率； 
⒋用样本的 p 分位数估计总体的 p 分位数，特别，用样本中位数估计总体中位数。 
矩法估计的统计思想（替换原理）十分简单明确，众人都能接受，使用场合甚广，它的
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实质是用经验分布函数去替换总体分布，其理论基础是格里纹科定理。 

例 1、正态总体的分布是
2( , )N   。求

2,  的矩估计。 

解：由
2( ) , ( )E X D X   可得

2 2ˆ ˆ, nX S     

例 2、在泊松分布 ( )P  的总体中，求的矩估计 

解：由 ( )E X  可得 ˆ X   

例 3、在二项分布 ( , )b n p 的总体中，n 是已知的，求 p 的估计量。 

由 ( )E X np ，有 ˆX np ，所以 ˆ Xp
n

  

例 4、设总体 X 具有分布，其密度为 

1 ,  0
( ; , ) ( )

0,                     0

xx e x
f x

x


 

  
 

 
 

 

其中 0, 0   ，试求 ,  的矩估计。 

解：这里 2,k  计算数学期望和方差可得 2( ) , ( )E X D X 
 

   

因而
2

2

ˆ ˆ
,ˆ ˆnX S 

 
  解方程得

2

2 2
ˆˆ ,

n n

X X
S S

     

例 5、设总体为指数分布，其密度函数为 

( ; ) , 0xf x e x  -  

1, , nX X 是样本，此处 1,k = 由于
1( )E X


 ，即
1
( )E X

  ，故的矩法估计为
1ˆ
X

   

另外，由于 2

1( )D X


 ，其反函数为
1
( )D X

  ，因此，从替换原理来看，的矩法估

计也可取为 1
1ˆ

nS
   

这说明矩估计可能是不唯一的，这是矩法估计的一个缺点，此时通常应该尽量采用低阶

矩给出未知参数的估计。 

例 6、 1, , nX X 是来自 ( , )a b 上的均匀分布 ( , )U a b 的样本， ,a b均是未知参数，这里 2,k 

由于 
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2( )( ) , ( )
2 12

a b b aE X D X 
+ -

 

不难推出 

( ) 3 ( ), ( ) 3 ( )a E X D X b E X D X     

由此可得 ,a b的矩估计 

ˆ 3 , 3n na X S b X S     

若从均匀总体 ( , )U a b 获得如下一个容量为5的样本： 4.5 5.0 4.7 4.0 4.2，经

计算，有 4.48, 0.3962nX S = = ，于是可得 ,a b的矩估计为 

ˆ 4.48 0.3962 3 3.7938,
ˆ 4.48 0.3962 3 5.1662.

a

b

  

  
 

使用矩法估计的一个前提是总体存在适当阶的矩，阶数应不小于待估参数的个数（或者

是参数空间的维数），但这不总是可以做到的。 
例 9.1.7 柯西分布（Cauchy）设总体具有密度函数 

2

1( ; ) ,
(1 ( ) )

f x x
x


 

    - +
+ -

 

显然它的各阶矩皆不存在，因此不能用矩法估计来估计参数 ，另外尽管矩法估计简便

易行，且只要n 充分大，估计的精度也很高，但它只用到总体的数字特征的形式，而未用到

总体的具体分布形式，损失了一部分很用的信息，因此在很多场合下显的粗糙和过于一般。 
第二节  最大似然估计 
一、极大似然估计法的意思 
最大似然估计是求估计用的最多的方法，它最早是由高斯在 1821 年提出，但一般将之功归

功于费希尔（R.A.Fisher），因为费希尔在 1922 年再次提出了这种想法并证明了它的一些性

质而使最大似然法得到了广泛的应用。 
先通过一个实例介绍最大似然估计。 

例 1、设有一大批产品，其废品率为 (0 1)p p  。今从中随意地取出100个，其中有10

个废品，试估计 p 的数值。 
若正品用“0 ”表示，废品用“1”表示。此总体 X 的分布为 

{ 1} , { 0} 1P X p P X p      即
1{ } (1 ) , 0,1x xP X x p p x   -  

取得的子样记为 1, , nX X ，其中10个是“1”，90个是“0 ”。出现此子样的概率为 

1 11 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

11 1 10 90

{ , , , } { } { } { }

(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

n n

i i
n n i i

n n n n

x n x
x xx x x x

P X x X x X x P X x P X x P X x

p p p p p p p p p p

 

  

      

 
  

-
-- -- - - - -
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这个概率随 p 的数值不同而不同。自然选择使此概率达到最大的 p 值作为真正废品率

的估计值。记
10 90( ) (1 )L p p p - 。用高等数学中求极值的方法，由 

' 9 90 10 89 9 89( ) 10 (1 ) 90 (1 ) (1 ) [10(1 ) 90 ] 0L p p p p p p p p p          

得
10ˆ
100

p   

此例求解的思想方法是：选择参数的值使抽得的子样值出现的可能性最大，用这个值作

为未知参数的估计值。这种求估计量的方法称为最大似然估计法，也称为最大或然估计法

或者极大似然估计法。显然，如果在此例中取一个容量为 n 的子样，其中有 m 个废品，用

最大似然估计法可得 ˆ mp
n

 。 

下面就离散总体分布和连续总体分布两种情形分别介绍最大似然估计法。 
二、离散总体分布情形   

设总体 X 的分布列为 { }, 1,2,iP X x i   或 1 1 2{ } ( ; , , ), , ,kP X x P x x x x      

其中 1, , k  是未知参数，如果取得子样值 1, , nx x ，那么出现此子样值的概率为 

1 1 1 2 2

1 1 2 2
1

( , , ; , , ) { , , , }

{ } { } { } ( )

n k i n n
n

n n i
i

L x x P X x X x X x

P X x P X x P X x P x

  



 



   

    
 

选择 1, , k  使 1 1( , , ; , , )n kL x x    达到最大，即 1 1( , , ; , , ) maxn kL x x      

这样获得的 1, , k  值作为相应未知参数的估计值。这种求估计值的方法称为最大似然估

计法。简记为 MLE（Maximum  Likelihood  Estimate）。求得的未知参数的估计量 1̂
ˆ, , k 

称为最大似然估计量。L 称为似然函数。 

如果L 对 1, , k  的偏导数存在，那么可以采用高等数学中求极值的方法计算估计值，

只要从似然方程组 0, 1, 2, ,
i

L i k



 


  

解出 1( , , )i i nx x   ，并 i 将换成 î 即可。 

需要指出，有时利用对数函数是单调增函数，选择 1, , k  ，使 ln maxL  较为方便。

通常 ln L 亦称为对数似然函数。易知L 与 ln L 在同一处 ̂ 达到极大，因此这样做不会改变

极大点。 

例 2、设总体 X 具有泊松分布 ( )P  ，其分布列为 { } , 0,1, 2,
!

k

X k e k
k


  - =  
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其中 0  。试用最大似然估计法求未知参数。 

解：作似然函数
11 2

1 1
1 1 2

( , , ; , , )
! ! ! ! !

n

i
i

x
x x

n
n k

n n

L x x e e e
x x x x x

  


    
 




 - - -  

取对数得 1 2
1

ln ln ln( ! ! !)
n

i n
i

L x n x x x 


     

由
1

1 0
n

i
i

dLnL x n
d  

  - 解出
1

1 n

i
i

X X
n




   

改写为 ˆ X  ，这里求得的的估计量与用矩法估计求得的结果是相同的。 

三、连续总体分布情形 设总体 X 的分布密度是 1( ; , , )kf x   ，其中 1, , k  是未知参数，

取得子样值为 1, , nx x 。我们知道当总体是连续型随机变量时，谈所谓样本值 1, , nx x 出

现的概率是没有什么意义的，因为任何一个具体样本出现的概率都是零概率事件。这时我们

考虑样本在它任意小的邻域中出现的概率，这个概率越大，就等价于此样本处的概率密度越

大。因此，考虑概率 

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1

1 1 1
1 1

{ , , , }
{ } { }

[ ( ; , , ) ] [ ( ; , , )]

n n n n

n n n n
n n

i k i i k n
i i

P x dx X x x dx X x x dx X x
P x dx X x P x dx X x

f x dx f x dx dx




     

       

    

  
= =

-

- -  

这里取的小区间 1, , ndx dx 长度都是固定的量。选择 1, , k  的值使此概率达到最大，

亦即使 1
1

( ; , , )
n

i k
i

f x   
=

达到最大。 

令 1 1 1
1

( , , ; , , ) ( ; , , )
n

n k i k
i

L x x f x     
=

。选择 1, , k  的值使L 达到最大，即 

maxL   
这样得到的值作为相应未知参数的估计值。这种方法称为最大似然估计法。求得的估计

量亦称为最大似然估计量。L 称为似然函数。 

类似于离散情形如果L 对 1, , k  的偏导数存在，那么只要解似然方程组 

0, 1, 2, ,
i

L i k



 


  

可得最大似然估计量。 

需要指出，有时选择 1, , k  的值使 ln maxL  较为方便，此时 ln L 亦称为对数似然



 13 

函数。 
例 3、设总体 X 服从负指数分布，其密度为 

, 0
( ; )

0,         0

xe x
f x

x




 
 



-

 

其中未知参数 0  。试求的最大似然估计。 

解：由总体分布可见总体数量指标 X 非负，因而子样值 1, , nx x 中的每一样品 ix 非负。

似然函数 1

1

( )

n

i
i i

n x
x n

i
L e e


  


 

-
-

=

 

取对数
1

ln ln
n

i
i

L n x 


 -
  

由
1

ln 0
n

i
i

d L x
d n


 

  
 
解出

1
X

  改写为
1ˆ
X

  。 

例 4、对正态总体
2 2( , ), ( , )N      是二维参数，设有子样值 1, , nx x ，则似然函数及

其对数分别为 

2
2 2 22

2 2
11

( )1 1( , ) { exp{ }} (2 ) exp{ ( ) }
2 22

nn n
i

i
ii

xL x
   

  

  
--

- - -  

2 2 2
2

1

1ln ( , ) ( ) ln ln(2 )
2 2 2

n

i
i

n nL x    
 

 - - - -  

将
2ln ( , )L   分别关于两个分量求偏导并令其为零即得到似然方程组 

2
2

2
1

2
2

2 4 2
1

ln ( , ) 1 ( ) 0

ln ( , ) 1 ( ) 0
2 2

n

i
i

n

i
i

L x

L nx

 


 

  
  











 







= =

= =

 

解此方程组，可得 的最大似然估计为 

1

1ˆ ,
n

i
i

X X
n



= =   

因此也可得到
2 的最大似然估计为 

2 2 2

1

1ˆ ( )
n

i n
i

X X S
n




= =  

利用二阶导函数矩阵的非正定性可以说明上述估计使得似然函数取极大值。 
虽然求导函数是求最大似然估计最常用的方法，但并不是在所有场合求导都是有效的，

下面的例子说明了这个问题。 
例 4、设总体 X 具有均匀分布，其密度为 
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1 ,0 ,
( ; )

0,       

x
f x


 

   
 其他

 

其中未知参数 0  ，试求 的最大似然估计量。 

解：子样值为 1, , nx x ，而 

1 ,0 ,
( ; )

0,       

i
i

x
f x


 

   
 其他

 

似然函数 

1 1

1 ,0 min max ,

0,            

i in i n i n
x x

L


    

    
 其他

 

选取 的值使 L 达到最大，只要取 

1
max ii n

X
 

  

改写成
1

ˆ max ii n
X

 
 。 

和矩估计的情形一样，有时虽然能给出似然方程，也可以证明它有解，但得不到解的解

析表达式。 
例 5、求柯西分布中 的最大似然估计，我们可以得到似然方程为 

1

2( )ln ( ) 0
1 ( )

n
i

i i

XL
X


 


  -

= - =
+ -

 

这个方程只能求数值解。 

最大似然估计有一个简单而有用的性质:如果 ̂ 是 的最大似然估计，则对任一函数

( )g  ，其最大似然估计为 ˆ( )g  ，该性质称为最大似然估计的不变性，从而使一些复杂结构

的参数的最大似然估计的获得变得容易了。 

例 6、设 1, , nX X 是来自正态总体
2( , )N   的样本，在例 9.1.11 中已经求得 和

2

的最大似然估计为 

2 2ˆ ˆ, nX S = =  

于是由最大似然估计的不变性可得如下参数的最大似然估计，它们是 

    标准差 的最大似然估计是 ˆ ;nS =  

概率
3( 3) ( )X 


 
-

= 的最大似然估计是
3( );

n

X
S


-
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第三节  估计量的评价标准 
我们已经看到点估计有各种不同的求法，为了在不同的点估计之间进行比较选择，就必

须对各种不同的点估计的好坏给出评价标准。 
数理统计中给出了众多的估计量的评价标准，对同一估计量使用不同的评价标准可能会

得到完全不同的结论，因此，在评价某一个估计好坏时首先要说明是在那一个标准下，否则

所论好坏则毫无意义。 
但不管怎么说，有一个基本标准是所有的估计都应该满足的，它是衡量一个估计是否可

行的必要条件，这就是估计的相合性，我们就从相合性开始。 
一、相合性 

我们知道，点估计是一个统计量，因此它是一个随机变量，在样本量一定的条件下，我

们不可能要求它完全等同于参数的真实取值。但如果我们有足够的观测值，根据格里纹科定

理，随着样本量的不断增大，经验分布函数逼近真实分布函数，因此完全可以要求估计量随

着样本量的不断增大而逼近参数真值，这就是相合性，严格定义如下。 

定义  设 为未知参数， 1
ˆ ˆ ( , , )n n nX X  = 是 的一个估计量，n 是样本容量，

若对任何一个 0  ，有 

ˆlim ( ) 0nn
  

 


+
- = 或 ˆlim ( ) 1nn

  
 


+

- =  

则称 n̂ 为参数 的相合估计（量）或一致估计（量）。 

相合性被认为是对估计的一个最基本的要求，如果一个估计量，在样本量不断增大时，

它都不能把被估参数估计到任意指定的精度，那么这个估计是很值得怀疑的。通常，不满足

相合性要求的估计一般不予考虑，证明估计的相合性一般可应用大数定律或直接由定义来

证。 

若把依赖于样本量 n 的估计量 n̂ 看作一个随机变量序列，相合性就是 n̂ 依概率收敛于

 ，所以证明估计的相合性可应用依概率收敛的性质及各种大数定律。 

例 1、设 1 2, ,X X 是来自正态总体
2( , )N   的样本，则由辛钦大数定律及依概率收敛

的性质知： X 是 的相合估计；
2S 
是

2 的相合估计；
2S 也是

2 的相合估计。由此可见

参数的相合估计不止一个。 
在判断估计的相合性时，下述两个定理是很有用的。 

定理 1 设 n̂ 是 的一个估计量，若 

ˆ ˆlim ( ) , lim ( ) 0,n nn n
E D  

   
 

+ +
 

则 n̂ 是 的相合估计。 

证明略。 

定理 2 若 1
ˆ ˆ, ,n nk  分别是 1, , k  的相合估计， 1( , , )kg  = 是 1, , k  的连续

函数，则 1
ˆ ˆˆ ( , , )n n nkg  = 是的相合估计。 
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证明略。 
由大数定律及定理，我们可以看到，矩估计一般都具有相合性，比如：样本均值是总体

均值的相合估计；样本标准差是总体标准差的相合估计。 
例 2、设一个试验有三种可能结果，其发生概率分别为 

2 2
1 2 3, 2 (1 ), (1 )p p p         

现做了n 次试验，观测到三种结果发生的次数分别为 1 2 3, ,n n n ，可以采用频率替换方法估计

 ，由于可以有三个不同的 的表达式： 

2
1 3 1, 1 ,

2
pp p p        

从而可以给出 三种不同的频率替换估计，它们分别是： 

31 2
1 2 3 1
ˆ ˆ ˆ, 1 , ( )

2
nn nn n

n n
  = = - = +  

由大数定律， 31 2, , nn n
n n n

分别是 1 2 3, ,p p p 的相合估计，由定理 2 知，上述三个估计都是 的

相合估计。 
 

二、无偏性 
相合性是大样本下估计量的评价标准，对小样本而言，需要一些其他的评价标准，无偏

性便是一个常见的评价标准。 

定义 1：设 1
ˆ ˆ( , , )nX X  = 是 的一个估计， 的参数空间为，若对任意的 ，

有 

ˆ( )E  =  

则称̂ 是 的无偏估计，否则称为有偏估计。 

无偏性的要求可以改写为 ˆ( ) 0E  - = ，这表示无偏估计没有系统偏差。当我们使用̂

估计 时，由于样本的随机性，̂ 与 总是有偏差的，这种偏差时而（对某些样本观测值）

为正，时而（对另一些样本观测值）为负，时而大，时而小。无偏性表示，把这些偏差平均

起来其值为0 ，这就是无偏估计的含义。而若估计不具有无偏性，则无论使用多少次，其平

均也会与参数真值有一定的距离，这个距离就是系统误差。 

定义 2、如果 ˆ( )E   ，那么 ˆ( )E  - 称为估计量̂ 的偏差。若 ˆlim ( )
n

E  
 +

=  

则称̂ 是 的渐近无偏估计。 

    无偏性不具有不变性，即若̂ 是 的无偏估计，一般而言， ˆ( )g  不是 ( )g  的无偏估计，

除非 ( )g  是 的线性函数。 
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    例 1、设总体 X 的一阶和二阶矩存在，分布是任意的。记
2( ) , ( )E X D X = = 。用

矩法可得子样平均 X 和子样方差
2S 分别是 和

2 的估计量。那么 X 和
2S 是否分别是

和
2 的无偏估计呢？因为 

1 1

1 1 1( ) ( ) ( )
n n

i i
i i

E X E X E X n
n n n

 
 
 = = = =  

故 X 是 的无偏估计。又 

2 2

1

2 2

1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2 2

1( ) [ ( ) ]

1 { ( ) ( ) }

1 { ( ) 2 ( )( ) ( ) }

1 1{ ( ) ( ) } { ( ) ( )}

1 1{ }

n

i
i

n

i
i
n n

i i
i i
n n

i i
i i

E S E X X
n

E X X
n

E X X X n X
n

E X n X D X nD X
n n

nn
n n

 

   

 

  





 

 



 

    

   








 

 

=

= -

= +

= =

= =

 

所以
2S 不是

2 的无偏估计量，而是
2 的渐近无偏估计量。但由于 

2 2 2

1

1( ) [ ( ) ]
1

n

i
i

E S E X X
n






 = =  

所以
2S 
是

2 的无偏估计量。当n 很大时，
2 2S S  。 

三、有效性 
参数的无偏估计可以很多，如何在无偏估计中进行选择？直观的想法是希望该估计围绕

参数真值的波动越小越好，波动大小可以用方差来衡量，因此人们常用无偏估计的方差的大

小作为度量无偏估计优劣的标准，这就是有效性。 

定义 1、设 1 2
ˆ ˆ,  是 的两个无偏估计，如果对任意 有 

1 2
ˆ ˆ( ) ( )D D   

且至少有一个 使得上述不等号严格成立，则称 1̂ 比 2̂ 有效。 

例 1、设 1, , nX X 是取自某总体的样本，记总体均值为  ，总体方差为
2 ，则

1 1 2ˆ ˆ,X X = = 都是 的无偏估计，但 



 18 

2
2

1 2ˆ ˆ( ) , ( ) .D D
n


  = =  

显然，只要 2ˆ1,n  比 1̂ 有效。这表明，用全部数据的平均来估计总体均值要比使用

部分数据更为有效。 

例 2、我们已经计算出均匀总体 [0, ]U  中  的最大似然估计是
1
max ii n

X
 

，由于

1
(max )

1ii n

nE X
n


 

=
+

，所以
1
max ii n

X
 

不是 的无偏估计，但是 的渐近无偏估计，经过修编

后可以得到 的一个无偏估计： 1 1

1ˆ max ii n

n X
n


 


+

。且 

2
1 1

2
2 2

2

1ˆ( ) ( ) (max )

1( )
( 1) ( 2) ( 2)

ii n

nD D X
n

n n
n n n n n






 

+
=

+
= =

+ + +

 

另一方面，由矩法，我们可以得到 的另一个无偏估计 2̂ 2X = ，且 

2

2
4ˆ( ) 4 ( ) ( )

3
D D X D X

n n


 = = =  

由此，当 1n  时， 1̂ 比 2̂ 有效。 

 
第三章、正态总体的区间估计与区间检验 

第一节 可用正态分布解决的问题 
一、求置信区间 
1、单态总体方差已知的 区间估计 

例 1. 某厂生产的化纤强度服从正态分布,长期以来其标准差稳定在 =0.85,现抽取了一

个容量为 n=25的样本,测定其强度,算得样本均值为 x =2.25,试求这批化纤平均强度的置信水

平为 0.95 的置信区间. 

解：设该厂生产的化纤强度X服从
2N( , )  ,设样本容量为25的样本为 1 2 25X X X, , , ,

则 1 2 25 25
25 25

X X XE X E E X( ) ( ) ( ) 
  

  


, 

于是 的点估计值   x =2.25, 

2 225
1 2 25

2 2
1

1 25
25 25 25 25i

i

X X X
D X D D X( ) ( ) ( )  



  
   

 

 
2a / 2a /

1 

1
2





1
2



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因此

2

25
X N( , )

 , 0 1

5

X N ( , )

  ,要使 

1 1
2 2

0 95 1 2 0 025 1 2 1 0 975

5

XP u u( ) . . ( . ) 


 


            

这里 95.01  , 05.0 ,查表知 96.1975.0 u ,于是 

1 1 1 1
2 2 2 25 5

5

Xu u X u X u ,   

  


   


      即  

1
2

1
2

2 25 1 96 0 85 5 0
5

2 25 1 96 0 85 5 0
5

X u 2 25 3332=1 9168

X u 2 25 3332=2 5832

. . . / . . .

. . . / . . .












     

     
 

即这批化纤平均强度的置信水平为 0.95 的置信区间为[1.9168,2.5832]. 

一般的，设总体
2X N( , )  ， 已知，从总体中抽出一个样本为 1 2 nX X X, , , ，

则样本均值

2

X N
n

( , )
 ， 0 1X N

n

( , )

  ，则 的置信水平为1  的置信区间是 

2 2

X u X u
n n

[ , ] 

 
  ，注服从标准正态分布的随机变量

X

n





叫枢轴量 

例 2、用天平称量某物体的质量9次，得平均值为 15.4( )X g ，已知天平称量结果为

正态分布，其标准差为0.1g ，试求该物体质量的0.95置信区间。 

解：此处1 0.95, 0.05    ，查表知 0.975 1.96u  ，于是该物体质量 的置信区间

为 

1
2

0.1. 15.4 1.96 15.4 0.0653
9

X u
n



       

从而得到该物体质量0.95的置信区间为[15.3347,15.4653]。 

例 3 设总体为正态分布 ( ,1)N  ，为得到 的置信水平为0.95的置信区间长度不超过
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1.2，样本容量应为多大？ 

解：由题设条件知 的0.95置信区间为 

1 1
2 2

[ , ]X u X u
n n 
 

 
   

其区间长度为 1 22u n ，它依赖于样本容量 n 而与样本具体取值无关，现要求

1 22 1.2u n  ， 立 即 有
2 2

1
2

2( )
1.2

n u 


 ， 现 1 0.95,  故
1

2

1.96u 


 ， 从 而

2 23( ) 1.96 10.67 11
5

n     。即样本容量至少为11时才能使得 的置信水平为0.95的置

信区间的长度不超过1.2.  
2、大样本置信区间 

在样本容量充分大时，可以用渐近分布来构造近似的置信区间。 

设总体 X 的分布是任意的，平均数
2( ), ( )E X D X   和方差都是未知的。用子样

1, , nX X 对总体平均数 作区间估计。 

自然可以用 X 对 作点估计，由中心极限定理，当n 很大时， X 近似服从正态分布。

又
2

( ) , ( )E X D X
n


  ，所以
X

n





近似服从标准正态分布 (0,1)N 。然而，在 n 很大

时， 可用子样标准差S 
近似，因此上式中 换成 S 

后对它的分布影响不大，故当n 很大

时，
XU
S n





 仍近似服从标准正态分布，这个U 可作为枢轴量，给定1  ，可找到

1
2

u 


使得
1 1

2 2

{ } { } 1
X

U u u
S n 




 


      即

1 1
2 2

{ } 1S SX u X u
n n  
 

 
       

于是 的置信区间是
1 1

2 2

[ , ]S SX u X u
n n 

 

 
   

而置信概率近似等于1  。需要指出的是，用这种方法求置信区间对n 很大的子样适用，

这是由于导出的枢轴量U 的近似分布用到了中心极限定理。根据实际经验，在这里一般认

为 50n  的子样是大子样。 

例 4、从一台机床加工的轴中随机地抽取200 根，测量其椭圆度。由测量值计算得平均

值 0.081X  毫米，标准差 0.025S   毫米。给定置信概率为95%，求此机床加工的轴平

均椭圆度的置信区间。 
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解：由题意，可以认为 200n  是大子样。已知1 0.95  ，查表得
1

2

1.96u 


 ， 

因此，置信下限：
1

2

0.0250.081 1.96 0.078
200

SX u
n




     ， 

置信上限：
1

2

0.0250.081 1.96 0.084
200

SX u
n




      

故置信区间是：[0.078,0.084]。 

例 5、另一个典型的例子是关于比例 p 的置信区间，设 1, , nX X 是来自二点分布

(1, )b p 的样本，其分布列为 

( 1) , ( 0) 1X p X p       

现要求 p 的1  置信区间。从总体中抽取一个容量为n（n 充分大）的子样，其中恰有m

个“1”，现在对作区间估计，此时 

1

2 2 2 2

1

1( ) ,

1 ( ) (1 )

n

i
i

n

i
i

mE X p X X
n n

m m m mS X X
n n n n n






   

     




 

在最后一式的推导中需注意 iX 仅能取“1”或“0 ”，因此 

1 1
2 2

1 1{ (1 ) (1 )} 1m m m m m mu p u
n n n n n n n n  

 
         

故 p 的置信区间是： 

1 1
2 2

1 1[ (1 ), (1 ) ]m m m m m mu u
n n n n n n n n 

 
     

例 6、对某事件 A作120次观察，A发生36次，试给出事件 A的发生概率 p 的0.95置信区

间 

解：此处
36120, 0.3

120
mn
n

   ，而 0.975 1.96u  ，于是 p 的0.95置信下限和上限分

别为 

1
2

1
2

1 0.3 0.7(1 ) 0.3 1.96 0.218,
120

1 0.3 0.7(1 ) 0.3 1.96 0.382,
120

m m mu
n n n n

m m mu
n n n n










     


     
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故所求 p 的置信区间为[0.218,0.382]。 

例 7、某传媒公司欲调查电视台某综艺节目收视率 p ，为使得 p 的1  置信区间长度不超

过 0d ，问应调查多少用户？ 

解：这是关于二点分布比例 p 的置信区间问题，通过计算得 p 的1  置信区间长度为

1 1
2 2

1 (1 )2 (1 ) 2m m X Xu u
n n n n  


   这是一个随机变量，但由于 (0,1)X  ，所以对任

意的观测值有
2(1 ) 0.5 0.25X X   。这也就是说 p 的1  置信区间长度不会超过

1 2u n ，现要求 p 的1  的置信区间长度不超过 0d ，只需要 1 2 0u n d  即可，从

而
1 2 2

0

( )
u

n
d
 ，这是一类常见的寻求样本量的问题，比如，若取 0 0.04, 0.05d   ，则 

20.975( ) 2401
0.04
un    

这表明，要使得综艺节目收视率 p 的置信区间的长度不超过0.04 ，则需要对 2401个用户

做调查。 

3、双正态正态总体
2
1 和

2
2 已知时的 1 2  的置信区间 

设 1, , mX X 是来自
2

1 1( , )N   的样本， 1, , nY Y 是来自
2

2 2( , )N   的样本，且两个样

本相互独立，X 和Y 分别是它们的样本均值，则
2 2
1 2

1 2( , )X Y N
m n
 

    ，取枢轴量

为 1 2
2 2
1 2

( ) (0,1)X YU N

m n

 

 

  




，于是 1 2  的1  置信区间为 

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2[ , ].X Y u X Y u
m n m n 
   

        

例 8.设从总体 ),(~ 2
11 NX 和总体 ),(~ 2

22 NY 中分别抽取容量为 ,101 n 152 n

的独立样本,算得 .4.52,76,5.56,82 22  yx sysx ,49,64 2
2

2
1    

求 21   的置信水平为 95%的置信区间； 

解：在
2
2

2
1 , 都已知时, 21   的 1- 的置信区间为 
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2 2 2 2
1 2 1 2

1 /2 1 /2,a ax y u x y u
m n m n
   

 

 
      

  
 

经计算 6x y  ，查表得 u0.975=1.96，因而 21   的置信水平为 95%的置信区间为 

 0939.12,0939.0
15
49

10
6496.16,

15
49

10
6496.16 








  

二、区间检验 

（一）单正态分布方差
2 已知的 区间检验 

例 1. 某电器的平均电阻一直保持在 64.2 ，改变加工工艺后，测得 100 个零件的平均

电阻为 62.2 ，如果改变工艺前后电阻的标准差保持在 06.0 ，问新工艺对此零件的电阻有

无显著影响（ 01.0 ）？ 

解  假设检验 64.2: 00 H ，构造统计量： 0

0 06 10
XU
. /


 ～ )1,0(N  

0 01 1 0 995
2

. .
     ，查正态分布表得 0 995 2 575u . . ，拒绝域为 | | 2.575u  ， 

由样本值计算得 33.3
10/06.0

64.262.2



u ， 575.2|| u ，所以拒绝 0H ，即认为新工艺对此零

件的电阻有显著影响。
1

2 2

2 575 2 575u z. , . 


 也可记为  

在正态总体中已知
2 ，则可通过抽样,假设 0  对

X XZ U
n n

( )
/ /
 

 
 

 或 进

行区间检验 

例2、 一种罐装饮料采用自动生产线生产，每罐的容量是 255ml，标准差为 5ml。为检验

每罐容量是否符合要求，质检人员在某天生产的饮料中随机抽取了 40 罐进行检验，

测得每罐平均容量为 255.8ml。取显著性水平 =0.05，检验该天生产的饮料容量是

否符合标准要求？ 
解：提出假设 
               H0 ： = 255              H1 ：  255 

• 根据α = 0.05 查找临界值 zα/2=1.96, 

• 计算检验统计量  0 255 8 255 1 01
5 40

xz
n

. .

 

    

• 作出决策: ∵│z│=1.01≤1.96  
• ∴不拒绝 H0 
• 结论: 我们没有充足理由证明该天生产的饮料不符合标准要求  
例 3、根据过去大量资料，某厂生产的灯泡的使用寿命服从正态分布 N~(1020，1002)。
现从最近生产的一批产品中随机抽取 16 只，测得样本平均寿命为 1080 小时。试在 0.05
的显著性水平下判断这批产品的使用寿命是否有显著提高？(＝0.05) 
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• 解：提出假设  H0:μ  1020     H1:μ > 1020 

• 根据 = 0.05 查找临界值: zα 1 0 95u u .   1.96 

• 计算检验统计量: 0 1080 1020 2 4
100 14

xz
n

.

 

    

• 决策: ∵z=2.4＞ zα=1.645 ∴拒绝 H0 
• 结论: 有证据表明这批灯泡的使用寿命有显著提高 

例 4．有一批枪弹，出厂时，其初速 v~N(950,100)(单位：m/s).经过较长时间储存，取 9

发进行测试，得样本值(单位：m/s) 如下 

914    920    910    934    953    945    912    924    940 

据经验，枪弹经储存后其初速度仍服从正态分布，且标准差保持不变，问是否可认为这批枪

弹的初速度有显著降低( =0.05)？ 

解：提出假设 0 1950 950H H: , :   . 

若取 a=0.05，查找临界值: 0.95 1.645u   。 

计算检验统计量:，
928 950928, 6.6,

10 / 3
x u 
     

决策: ∵ 6.6 1.645u       ∴拒绝 H0 

此处 值落入拒绝域内，故拒绝原假设，可以判断这批枪弹的初速有显著降低。 

例 5 已知某炼铁厂铁水含炭量服从正态分布 N  2108.0,55.4 .现在测定了 9 炉铁水 ,其平均

含炭量为 4.484,如果铁水含炭量的方差没有变化,可否认为现在生产的铁水平均含炭量仍为

4.55(a=0.05)？ 

解：这是关于正态总体均值的双侧假设检验问题，原假设 0H 和备择假设 1H 分别为 

55.4:0 H   vs  55.4:1 H . 

 由于总体方差已知，故采用 u 检验，检验的拒绝域为 2/1 a  当 a=0.05 时，查表

知 0.975 1.96u  ，由已知条件， 484.4x ，故 

4.484 4.55 1.83
0.108 / 3

u 
   ， 

这里 u 值没有落入拒绝域，故不能拒绝原假设，因而可以认为生产的铁水平均含炭量仍为

4.55。 

例 6、一个小学校长在报纸上看到这样的报道：“这一城市的小学学生平均每周看 8h 电视。”
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她认为她所在学校的学生看电视的时间明显小于该数字。为此她，在该校随机调查了 100

个学生，得知平均每周看电视的时间 hx 5.6 ，样本标准差为 s=2h。问是否可以认为这位

校长的看法是对的(取 05.0 )？ 

解: 由于本题中样本量最大，可以认为样本均值服从正态分布，依题意，需要建立的原

假设和备择假设为 

8:0 H   vs  .8:1 H  

若取 05.0 ，则 u0.05= -1.65，拒绝域为{ 1.65u   }，由样本观测值得： 

10(6.5 8) 7.5 1.65
2

u 
     ， 

因而拒绝原假设，认为这位校长的看法是对的。 

9. 设在木材中抽取 100 根，测其小头直径，得到样本平均数为 cmx 2.11 ，样本标准

差 cms 6.2 ，问该批木材小头的平均直径能否认为不低于 12cm(取 05.0 )？ 

解: 本题与第 8 题类似，只是这里的原假设和备择假设分别为 

12:0 H      vs       12:1 H , 

拒绝域为{u<ua}，当取 05.0 时，u0.05= -1.65，检验统计量 

10(11.2 12) 3.0769 1.65
2.6

u 
     ， 

u 值落入拒绝域内，因此拒绝原假设，不能认为该批木材小头的平均直径不低于 12cm。 

• （二）大样本的正态分布 

• 设总体 X 分布任意, 2E X D X( ) , ( ) ( )   未知 ,假设 0 0H :  ，由中心极限

定理 0x
n





近似服从 0 1N( , ) .又因为 S 是 的一致无偏估计，于是S  . 

• 即 0XU
S n/


 近似服从 0 1N( , )  

• 例 1、某电器元件的平均电阻一直保持在 2.64 .改变加工工艺后，测量 100 个元件

的电阻，计算得平均电阻为 2.62，标准差 S 为 0.06 .问新工艺对此元件的平均

电阻有无显著影响（给定显著水平 0.01） 
• 解：提出假设  H0:μ= 2.64     H1:μ≠ 2.64 

• 根据 = 0.01 查找临界值: zα/2 0 9951
2

2 57u u . .


    

• 计算检验统计量: n=100, 2 62 0 06x S. , . ,  0 2 62 2 64 3 333
0 06 10

xU
S n

. . .
.

 
     
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• 决策: ∵U=-3.333 ∴| U |＞ zα/2 ∴拒绝 H0 
• 结论: 认为新工艺对此元件的平均电阻有显著影响 
•  
• 三、总体比例的假设检验 
• 例 1、某厂有一批产品，共一万件，须经过检验后方可出厂。按规定标准，次品不

得超过 5%。今在其中任意选取 50 件产品进行检查，发现有次品 4 件，问这批产品

能否出厂？（  0.01） 

• 解：总体服从 0-1 分布，即 1 0 1P X p P X p( ) , ( )     ，p 为次品率 

• 提出假设  H0:p 0p =0.05 

• 设 1 2, , , nX X X 是一个样本，则
mX
n

 ，其中 m 是 n 个产品的次品数 

• 在 H0 成立的条件下 X 近似服从正态分布， 

• 且 0E X p( )  ，

2
0 01p p

D X
n n

( )
( )  

   

• 
0

0 0

4 0 05
50 1 376

1 0 05 0 95
100

m pX E X nU
p pD X

n

.( ) .
( ) . .( )

 
   

 
 

• 根据 = 0.01 查找临界值: zα/2 0 9951
2

2 57u u . .


    

• 于是 U| |  zα/2，故接受 H0，认为这批产品的次品率是 5%，可以出产。 

• 注：比例检验的 U 统计量 0

0 0

0 1
1

p
U N

n

~ ( , )
( )


 





 

• 例 2、一种以休闲和娱乐为主题的杂志，声称其读者群中有 80%为女性。为验证这

一说法是否属实，某研究部门抽取了由 200 人组成的一个随机样本，发现有 146 个

女性经常阅读该杂志。分别取显著性水平α=0.05 和α=0.01 ，检验该杂志读者群中

女性的比例是否为 80%？ 
• 解： 
• 提出假设    H0 ： = 80%     H1 ：  80% 

• 根据α= 0.05 查找正态分布临界值
2

1 96z .   

• 计算 z 检验统计量: 
146 0 73 0 800 73 2 475
200 0 80 1 0 80

200

p u . .. , .
. ( . )


    

 
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• 作出决策∵│z│=2.475＞
2

1 96z .   

• ∴拒绝 H0 结论: 该杂志的说法并不属实  
•  

第二节 可用卡方分布解决的问题 
一、伽马分布 

1、定义：密度函数为
1 0

0 0

xx e xf x
x

,( ) ( )
, .


 


   

 
的随机变量Ｘ的分布叫服从伽马分布，

记作 X Ga( , )  ． 

当 ＝１时  0
0 0

xe xf x x
,( ) , .

    是指数分布，即 1Ga EXP( , )  （ ） 

当
1

2 2
n ,   时

2
1

2 2

1
2 0

2
0 0

n

n x

x e xf x n

x

( )
,( )

( )
, .

 



  


 

是自由度为卡方分布，即
21

2 2
nGa n( , ) ( )  

2、可加性:若 1 2X Ga Y Ga( , ), ( , )     .则 1 2X Y Ga( , )     

证明：当 0z  显然 0f z( )   

当 0z  时，用卷积公式得

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2
1 2

1 2 1

1 1

0 0
1 2

1 1

0
1 2

1 1 1

0
1 2

1

Z Z z y y
Z X Y

z Z

z

Z

z

f z f z y f y dy z y e y e dy

e z y y dy

yt t y zt dy zt
z

ef z z zt zt zdt

e z

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

, , ,

( ) ( ) ( )
( ) ( )

 
  

  
 

  
 

   

 
 


 


 



   

 
 

 
 

 

   
 

 
 

    

 
 



 





令 则0

2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 11 1 1
1 20

1 2 1 2
1 1

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

1
z

z z

e zt t dt

e z z e

Z Ga

( ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( , )

   
 

        


  

   
  

     
  

   
 

      

 
   

 
 

     




于是

 

二、卡方分布 
2

1 2 0 1n
2 2 2 2

1 2 n
2 2 2

X X X N
X X X

n n

: , , , ( , ) ,

, ~ ( ).




  
  



1、 分布 设 是来自总体 的样本
则称统计量 ＝ 服从自由度为
的 分布 记为

 

2 2 2 2
1 2 nX X X:

.
    自由度 指 中右端包含独立

变量的个数
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1
2 2

2
2

1
0

2
2
0

n y

n y e y
nn f y

,
( ) ( ) ( )

.



 
  




分布的概率密度为

其他

 

证明：
2 0 1Y X X N, ( , ) 设 ,则 

2

1
21 11 1

2 2 2 2

0 0
0

1 1 1 1 2
2 2 2 2

1
1 2

12
2

Y
y

Y Xy
y

Y X X

y y

y F y
y F y P Y y P y X y f x dx

F y f y f y e
y y y

y e y e

( ) ,
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )









   

 

       

     

   





时，

当 时，

 

于是
1 1
2 2

Y Ga , 
 
 

设 ，即
2 1 1

1
2 2

Ga( ) , ,  
 
 

分布即为 分布  

2 2

1

1
2 2

n

i
i

nGa n X Ga( ) ~ , .


   
 

根据 分布的可加性知  

于是

1
2 2

2
2

1
0

2
2
0

n y

n y e y
nn f y

,
( ) ( ) ( )

.



 
  




分布的概率密度为

其他

 

2 n( ) . 分布的概率密度曲线如图

 
 
2、 2 分布的性质  

性质 1 2( ) 分布的可加性 2 22 2 2 2
1 1 2 2 1 2n n ,~ ( ), ~ ( ), ,     设 并且 独立 则  

2
2

2 2
1 2 1~ n n( ).    此性质可以推广到多个随机变量的情形.  

2 2 2 2
2

1
1 2

m
2
i i i i 1 m

i
n i m ~ n n n~ ( ), ( , , , ) , ( ).    



    设 并且 相互独立 则  

性质 2 2( ) 分布的数学期望和方差  
2 2 2 22 n E n D n~ ( ), ( ) , ( ) .    若 则  

证明 0 1iX N~ ( , ),因为  2 1i iE X D X( ) ( ) , 所以  
2 4 2 2 3 2 1 1 2i i iD X E X E X i n( ) ( ) [ ( )] , , , , .        

2 2 2

1 1

n n

i i
i i

 E E X E X n( ) ( ) ,
 

 
   

 
 故  2 2 2

1 1
2

n n

i i
i i

D D X D X n( ) ( ) .
 

 
   

 
   
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3、正态总体的样本均值与样本方差的分布 
2N
.

( , ) 正态总体 的样本均值和样本方差
有以下两个重要定理  

定理一
2

1 2
2

nX X X N
, X   , X N n

, , , ( , )
~ ( , / ).

 
 

设 是来自正态总体
的样本 是样本均值 则有

 

定理二 
2

1 2
2

2
2

2
2

1
1

nX X X N ,
X S ,

n S(1) n

(2) X S .

, , , ( , )
,

( ) ~ ( );

 







设 是总体 的样本
分别是样本均值和样本方差 则有

与 独立

 

证 明：  

已知    21, 2, , ~ ,  iX i n N    ，且相互独立， 

       令    1 21, 2, , , , , ~ 0,1i
i n

XY i n Y Y Y N



    ，且相互独立。 

作下列正交变换： 

1 1

2 2
21 22 2

1 2

1 1 1

n

n n
n n nn

Z Y
n n n

Z Yc c c

Z Yc c c

 
    
    
    
    
    
    

 




    



 

正交变换不改变向量组的秩，由于 1 2, , , nY Y Y 相互独立，则 1 2, , , nZ Z Z 相互独立，

且都服从  0,1N 。 

记 
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1n n n n
i

i i
i i i i

X X XY Y X n
n n n n n

   
        

 
              

由上述变换矩阵等式易得：  1 1 2
1 1 1 ~ 0,1nZ Y Y Y nY N
n n n

      

正交变换不改变向量的长度 2 2

1 1

n n

i i
i i

Y Z
 

   ，所以 
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2
2 2

2 2
1 1

2 2

1 1 1

2

2 2

1

2

1

( 1) 1 ( ) ( )

              ( ) ( ) 2

             ( ) ( ) 2

             ( )

n n
i

i
i i

n n n
i i

i i i

n
i

i

n
i

i

Xn S XX X

X XX X

X X Xn n

X Xn

 
   

  
   

  
  

 
 

 

  





 
   

         
  

   
    

 

  
  



 

  





 

2

22 2 2 2 2
1

1 1 2

             ~ 1
n n n

i i i
i i i

Y nY Z Z Z n
  




       

 

评 注   
2

2 2
2 2

1

( 1) 1 ( ) ~ ( 1)
n

i
i

n S X X n
  


   有重要的应用价值，如计算

   2 2;   E S D S 。 

      

       

      

      

2 2

2 2 2 2
2 2 2

2

2 222 2 2 4
2 2

2 2

1 1,    1 2 1

( 1) 1 1
1 1 1

( 1) ( 1) 2     1 2 1
1 1 1

E n n D n n

n SE S E E n n
n n n

n S nD S D D n n
n n n

 

  
 



  
 

     

 
           

                           

∵

 

例 1 从正态总体
2X N~ ( , )  中，抽取了 n = 20 的样本 1 2 20( , , , )X X X  

 (1) 求  
20 22 2

1

1
0 37 1 76

20 i
i

P X X. . 


 
   

 
  

(2) 求  
20

22 2

1

1
0 37 1 76

20 i
i

P X. .  


 
   

 
  

解 (1) 
2

2
2

1
1

n S n( ) ~ ( )



  

即  
2 20 2 2

2 2
1

19 1
19i

i

S X X ~ ( )
  

  故  
20 22 2

1

1
0 37 1 76

20 i
i

P X X. . 


 
   

 
  

 
   

20 2

2
1

20 202 2

2 2
1 1

17 4 35 2

1 1
7 4 35 2

0 99 0 01 0 98

i
i

i i
i i

P X X

P X X P X X

. .

. .

. . .



 



 

 
    

 
   

        
   

  



 
查表
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(2) 
220

2

1
20i

i

X
~ ( )






 
 
 

 故  
20

22 2

1

1
0 37 1 76

20 i
i

P X. .  


 
   

 
  

• 

2 2 220 20 20

1 1 1
7 4 35 2 7 4 35 2

0 995 0 025 0 97

i i i

i i i

X X XP P P. . . .

. . .

  
    

                                           
  

  

二、单个正态总体
2 的置信区间。 

• (一) 当   未知时,  方差  2
 的 置信区间 

•  

由于枢轴量
2

2
2

( 1) ( 1)n S n



 ，由于

2 分布是偏态分布，寻找平均长度最短区间

很难实现，一般都改为寻找等尾置信区间：把 分成为两部分，在
2 分布两侧各截面积为

2


的部分，即采用
2 的两个分位数

2

2

( 1)n  和
2

1
2

( 1)n


 ，它们满足 

2
2 2

2 1
2 2

( 1)( ) 1n SP    







     

由此给出
2 的1  置信区间为

2 2

2 2

1
2 2

( 1) ( 1)[ , ]
( 1) ( 1)

n S n S
n n  

 



 
 

 

将上式的两端开方即得到标准差 的1  置信区间。 

 

（二）当  已知时,  方差  2 
的 置信区间（这种情况在实际中很少） 

取枢轴量

2
2

1
~ ( )




   
 


n

i

i

XQ n  由下式 

2 2

2

2 21
2 1

( )
( ) ( ) 1

n

i
i

X
P n n 


  






 
 

    
 
 
 


                                         

得  2
 的置信度为1  置信区间为

2 2

2 2

1 1
2 2
1

( ) ( )
,

( ) ( ) 

 

 
 



 
  

 
 
 
 

 
n n

i i
i i

X X

n n
  

例 1、某厂生产的零件重量服从正态分布
2( , )N   ，现从该厂生产的零件中抽取9个，

测得其质量为（单位：g） 

2
1 2 

2
2
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45.3 45.4 45.1 45.3 45.5 45.7 45.4 45.3 45.6  

试求总体标准差 的0.95置信区间。 

解 由数据可算得
2 20.032, ( 1) 8 0.0325 0.26S n S      ，这里 0.05  ，查表知

2 2
0.025 0.975(8) 2.1797, (8) 17.5345,   则

2 的0.95置信区间为[0.0148,0.1193]，从而得

到 的0.95置信区间为[0.1218,0.3454]。 

例 2、某工厂生产一批滚珠,  其直径 X 服从正态分布 N(2),  现从某天的产品中随

机抽取 6 件, 测得直径为 15.1 ,  14.8 ,  15.2 ,  14.9 ,  14.6 ,  15.1 
① 若  2=0.06, 求  的置信区间②  求方差  2 的置信区间. 置信度均为 0.95 

解
2 0.06  已知，故  的置信区间为

1 1
2 2

[ , ]x u x u
n n 
 

 
  ， 

6

1

1 14 95
6

.


  ，i
i

x x
2

0.9751 1.96u u   又 =0.05,查表得  

0.975 0.975[ , ]x u x u
n n
 

 所求的置信区间为  

0.06 0.06[14.95 1.96 , 14.95 1.96 ] [ 14.754, 15.146]
6 6

       

②  2 的置信区间为

2 2

2 2

2 2
1

( 1) ( 1)[ , ]
( 1) ( 1)

n s n s
n n  

 
 

 

2 0 051s . .  

查表得
2 2

2 2 2 2
0.975 0.0251 ( 1) (5) 12.833, ( 1) (5) 0.831n n            

所以  2 的置信区间为
2 2

2 2
0.975 0.025

5 5[ , ] [0.0199, 0.3069 ]
(5) (5)

s s
 

  

• 三、方差检验 

例 1．已知维尼纶纤度在正常条件下服从正态分布，且标准差 0。048.从某天产品中 5

根纤维，测得其纤度为 

1.32，1.55，1.36，1.40，1.44. 

问这一天纤度的 总体标准差是否正常(取 =0.05)？ 

解：这是一个关于正态总体方差的双侧检验问题，待检验的原假设和备择假设分别为 

22
0 048.0: H    vs    22

1 048.0: H . 
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此处 5n ,若取显著性水平 05.0 ，查表知 ,143.11)4(,0484.0)4( 2
975.0

2
025.0   故拒

绝域为  143.11484.0 22   或W ，有样本数据可计算得到 

1433.115069.13
048.0

03112.0)1(
22

0

2
2 





 sn

， 

因此拒绝 0H ，认为这一天纤度的总体标准差不正常. 

讨论：在此种 拒绝原假设的场合，人们还经常会问总体标准差 究竟是大雨 0.048 还

是小于 0.048 呢？回答这个问题要进一步考察其拒绝域，事实上，此处拒绝域 1 2W W W 

由二部分组成： 

   ,4844.0)4( 22
025.0

2
1  W 它对应 ;048.0  

 )4(2
975.0

2
2  W  1433.112   ，它对应 .048.0  

如今样本观测值落入 W2,可以认为当天的总体标准差>0.048. 

 在实际中，产品质量的标准差通常不大可能自然减小的，人们要预防的时标准差变大而

使得产品质量下降，因此，对本体的情况，一般也可建立如下的检验问题： 

2 2
0 : 0.048H      vs    2 2

1 : 0.048H   . 

若此，则检验的统计量不变，而检验的拒绝域为  2 2
1 (4)W      ，若仍取显著性水平

为 0.05,则查表知
2
0.95 (4) 9.4877  ，由于观测值大于临界值，仍然拒绝原假设，认为当天

的总体标准差>0.048. 

 例 2.某电工器材厂生产一种保险丝。测量器熔化时间，依通常情况方差为 400,今从某天

的产品中抽取容量为 25 的样本，测量器熔化时间并计算得
262.24, 404.77x s  ，问这天

保险丝熔化时间的方差与通常有无显著差异？(取=0.05,假定熔化时间服从正态分布) 

解：本体可归结为关于正态总体方差的双侧检验问题 

2
0 : 400H      vs    2

1 : 400H   . 

当 05.0 时 , 查 表 知
2
0.025 (24) 12.401  , 2

0.975 (24) 39.3641  ， 因 此 拒 绝 域 为

 2 212.401} { 39.3641W      ,由所给的条件可得出检验统计量为 

2 24 404.77 24.2862
400

 
  , 
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可见
2 W  ，因此在显著性水平 05.0 下，接受 0H ，即认为该天保险丝熔化时间的方

差与通常无显著差异. 

例 3. 某种导线的质量标准要求其电阻的标准差不超过 0.005。今从一批导线中随机抽取 9

根，测得样本标准差为 s=0.007,设总体为正态分布，问在显著性水平=0,05 下能否认为这

批导线的标准差显著地偏大？ 

解.本题是单侧检验问题：
2 2

0 : 0.005H      vs    2 2
1 : 0.005H   . 

05.0 时,查表知 5073.15)8(2
95.0  ,拒绝域为  5073.152  W ,由所给的条件可得

出检验统计量为 

5037.1568.15
005.0

007.08
2

2
2 


 , 

因此拒绝 0H ,在显著性水平 05.0 下认为这批导线的标准差显著地偏大. 

四、分布拟合检验 
    在总体 X 的分布未知时，根据来自总体的样本，检验关于总体分布的假设的一种检验

方法.  
基本思想: 提出原假设: H0：总体 X 的分布函数为 F(x)        
然后根据样本的经验分布和所假设的理论分布之间的吻合程度来决定是否接受原假设.这种

检验通常称作拟合优度检验，它是一种非参数检验.  
基本原理和步骤如下: 

1. 将总体 X 的取值范围分成 k 个互不重迭的小区间（或小组）,  记作 A1, A2, …, Ak . 
2.把落入第 i 个小区间 Ai 的样本值的个数记作 ni ，称为实测频数.  所有实测频数之和

n1+ n2+ …+nk等于样本容量 n 
H0：P(Ai) =pi , i=1,2,….k.   

3.根据所假设的理论分布,可以算出总体 X 的值落入每个 

   Ai的概率 pi ,于是 npi就是落入 Ai 的样本值的理论频数. i in np 它标志着经验分布与理

论分布之间的差异的大小. 

4. 皮尔逊引进如下统计量表示经验分布与理论分布之间的差异: 
2

2

1

( )k
i i

i i

n np
np





  

Pearson 证明了如下定理 1: 若原假设中的理论分布 F(x)已经完全给定，那么当 n 充分大

时，统计量 

2
2 2

1

( ) ( 1)~
k

i i

i i

n np k
np

 



   

把 in 记为 0f 为实际观察次数， inp 记为 ef 为理论次数，则
2

2 20( )
( 1)~e

e

f f k
f

 


   
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注:若在 H0 下分布类型已知，但其参数未知，这时需要先用最大似然估计法估计参数，然

后作检验.  
Fisher 证明了如下定理 2: 若原假设中的理论分布 F(x)中有 r 个未知参数需用相应的最大

似然估计来代替，那么当 n 充分大时，统计量
2

2 2

1

ˆ( ) ( 1)
ˆ ~

k
i i

i i

n np k r
np

 





    

  可认为卡方检验的一般问题是要检验名义型变量的实际观测次数和理论次数分布之间

是否存在显著差异。它主要应用于两种情况： 

  卡方检验能检验单个多项分类名义型变量各分类间的实际观测次数与理论次数之间是

否一致的问题，这里的观测次数是根据样本数据得多的实计数，理论次数则是根据理论或经

验得到的期望次数。这一类检验称为拟合性检验。 

（一）检验无差假设 

【例 1】 随机地将麻将色子抛掷 300 次，检验该色子的六个面是否均匀。结果 1-6 点向上

的次数依次是，43，49，56，45，66，41。 

  解：每个类的理论次数是 300/6 = 50，代入公式： 

 

  因此，在 0.05 的显著性水平下，可以说这个色子的六面是均匀的。 

 【例 2】 随机抽取 60 名高一学生，问他们文理要不要分科，回答赞成的 39 人，反对的

21 人，问对分科的意见是否有显著的差异。 

  解：如果没有显著的差异，则赞成与反对的各占一半，因此是一个无差假设的检验，于

是理论次数为 60/2=30，代入公式： 

 

  所以对于文理分科，学生们的态度是有显著的差异的。 

（二）检验假设分布的概率 

 这里的假设分布可以是经验性的，也可以是某理论分布。公式中所需的理论次数则按照这

里假设的分布进行计算。 
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  【例 3】 国际色觉障碍讨论会宣布，每 12 个男子中，有一个是先天性色盲。从某校抽

取的 132 名男生中有 4 人是色盲，问该校男子色盲比率与上述比例是否有显著差异？ 

  解：按国际色觉障碍讨论会的统计结果，132 人应该有 132/12=11 人是色盲，剩下的 121
人非色盲，代入公式有： 

 

  因此，在 0.05 和显著性水平下，该校男子色盲比率与国际色觉障碍讨论会的统计结果

有显著差异，显然根据比例可知该校的色盲率小于国际色觉障碍讨论会的统计结果。 

  【例 4】 在英语四级考试中，某学生做对了 80 个四择一选择题中的 28 题，现在要判

断该生是否是完全凭猜测做题。 

  解：假如该生完全凭猜测做题，那么平均而言每道题做对的可能性是 1/4，因此 80 个题

中平均而能做对 80/4=20 题，代入公式有： 

 

因此，该生可能会做一些题。 

例 3.从 1500 年到 1931 年的 432 年间,每年爆发战争的次数可以看作一个随机变量，椐统计，

这 432 年间共爆发了 299 次战争，具体数据如下: 

发生战争次数 X 0 1 2 3 4 
发生 X 次战争的年数 223 142 48 15 4 

试检验每年爆发战争次数分布是否服从泊松分布.  
解:   这是一个分布的拟合优度检验，提出假设：H0: X～P(λ) 

由观察值，得参数λ的最大似然估计为 ˆ 0.69x    

按参数为 0.69 的泊松分布，计算事件 X=i 的概率 pi ， 

pi 的估计是 i=0,1,2,3,4  0 69 0 69i
ip e i.ˆ . !  

将有关计算结果列表如下: 



 37 

战争次数 X 实测频数 ni  ip̂   ˆ inp  


2( )i i

i

n n p
n p


  

0 223  0.5016  216.7 0.183 

1  142  0.346 149.5 0.376 

2 48 0.1194 51.6 0.251 

 ≥3 19 0.03224 13.91 1.863 

合计 299     2.673 

注:将频数<5 的组予以合并，即将发生 3 次及以上次数的组归并为一组. 

检验的拒绝域为: 2 2
1{ ( 1)}W k r       

因 H0 所假设的理论分布中有一个未知参数，即 r=1,又 k=4,故自由度为 4-1-1=2. 

又α=0.05， 查χ2分布表得: 2 2
1 0.95( 1) (2) 5.9915k      

由样本，得检验统计量的值：
2

2

1

( )
2.673 5.9915

k
i i

i i

n np
np





   未落入拒绝域， 

故认为每年发生战争次数 X 服从泊松分布. 

例 3.某建筑单位宣称其麾下的建筑工地每天发生的事故不超过 0.6 起.现记录了该建筑单位

工地 200 天的安全生产情况,数据如下,试在α =0.05 水平下检验其宣称是否成立 ?  

一天发生的事故数 0 1 2 3 4 5 ≥6 合计 
天数 102 59 30 8 0 1 0 200 

分析: 先检验每天发生的事故数服从泊松分布, 这是关于总体分布的拟合优度检验, 再进行

关于总体均值的大样本检验. 

解:   这是一个分布的拟合优度检验，提出假设：H0: X～P(λ) 

由观察值，得参数λ的最大似然估计为 ˆ 0.74x    

按参数为 0.74 的泊松分布，计算事件 X=i 的概率 pi ， 

pi 的估计是
0.74ˆ 0.74 !i

ip e i    i=0,1,2,3,4,5,6 
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将有关计算结果列表如下: 

事故 

次数 X 

实测 

频数 ni 

ip̂  ˆ inp  


2( )i i

i

n n p
n p


 

0 102 0.4771 95.42 0.4537 

1  59 0.3531 70.61 1.9090 

2 30 0.1306 26.13 0.5732 

3 8 0.0322 6.44 0.172 

4 0 0.0060 1.20 
 

5 1 0.0009 0.18 
 

≥6 0 0.0001 0.02 
 

合计 200 1 200 3.108 

X≥3 合在一起算 

检验的拒绝域为: 2 2
1{ ( 1)}W k r      ,按α=0.05，自由度为 4-1-1=2 查χ2 分布表得 

2 2
1 0.95( 1) (2) 5.9915k r      由样本得：

2 3 108 5 9915. .   ，未落入否定域. 

即认为 X 服从泊松分布. 

五、独立性检验 
2×2 的情况前面已经讲过 

 例 1、 某校对学生课外活动内容进行调查，结果整理成下表，表中彩色格子里的数是原

始数据的汇总数，括号内的数是理论次数（是按下面将要介绍的原理计算得来的），此外的

是原始数据。 

  

课外活动内容(因素 1) 
性别(因素 2) 

体育 文娱 阅读 
小计和(fx) 

男生 21(15.3) 11(10.2) 23(29.5) 55 
女生  6(11.7)  7(7.8) 29(22.5) 42 
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小计和(fy) 27 18 52 97 

  

  由于所有学生参加三项活动的比例是 27:18:52，因此如果课外活动的选择与性别没有关

系的话，男女生参加这三项活动的比例也应是这同一比例，而男女各自的人数可以计算，所

以每格内的理论次数的计算方法如下： 

  男生中 

  参加体育活动的理论人数：55×27/97=15.3 

  参加文娱活动的理论人数：55×18/97=10.2 

  参加阅读活动的理论人数：55×52/97=29.5 

  女生中 

  参加体育活动的理论人数：42×27/97=11.7 

  参加文娱活动的理论人数：42×18/97= 7.8 

  参加阅读活动的理论人数：42×52/97=22.5 

  我们将行列的小计和分别用 fx 和 fy 来表示，总人数用 N 来表示时，上述计算理论

次数的方法可以表示为： 

  feij = fxi× fyj/N 

  所以，卡方独立性检验的公式可以表示如下，其中最后一个式子比较便于计算，fxy 表
示每格的原始数据。 

   

  由于在计算理论次数时，用了按每个因素分类的小计和（fx 和 fy，其个数分别记为 R 
个和 C 个），和总和 N ，而总和又可由按每个因素分类的小计和计算得来，因此若从总

分类个数 R×C 中减去 R+C，则将总和重复减去了，因此要补 1 个自由度回来，所以最终

独立性检验的自由度表示为： 

   

  上述例题最终计算得： 
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或者： 

   

  这两个公式的计算结果有一点点差异，这完全是计算误差即四舍五入引起的。 

  df = (3-1)(2-1) = 2，而 χ2
0.05(2) = 5.99，所以在 0.05 的显著性水平下，拒绝零假设，即可

以认为性别与课外活动内容有关联，或者说男女生在选择课外活动上存在显著的差异。 

 第三节 t 分布及应用 

一、 t 分布  

21 0 1 XX N Y n X Y
Y n

n t t t n

~ ( , ), ~ ( ), , ,
/

, ~ ( ).

 、设 且 独立 则称随机变量T

服从自由度为 的 分布 记为
 

t 分布又称学生氏(Student)分布.  

1
2 2

1
2 1

2

nn
tt n h t t

n nπn
( ) ( ) ,




                 
 

分布的概率密度函数为  

证明：先求
YZ
n

 的密度函数 f z( )，由于Z 非负，于是 0z  时， 0f z( )   

当 0z  时， 
2 2

2 2 2
Z Y

Z Y Y

F z P Z z P Y nz F nz
f z F nz f nz nz

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
    

 因此
 

因为
1

2 2

2

1

2
2

n y

Y nf y y e
n

( )
( )

 



， 

所以

2 2
12 12 2 2 2

1
2 2

1 12
2 2

2 2

n nz n nz
n

Z n nf z nz e nz n z e
n n

( ) ( )
( ) ( )

  


 

 
 

因
X
Z

T ,利用独立随机变量商的密度公式可得 
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

 

t 分布的概率密度曲线如图  

 
 

0t .显然图形是关于 对称的 当 n 充分大时, 其图形类似于标准正态变量概率密度

的图形. 
2

21
2

t

n
h t e

π
lim ( ) ,




因为 0 1n t N( , ) ,所以当 足够大时 分布近似于 分布  

0 1n t N, ( , ) .但对于较小的 分布与 分布相差很大  

t  分布的分位点,

0 1

t n
P t t n h t dt

t n t n
( )

, ,
{ ( )} ( )

( ) ( ) .






 




 

  
对于给定的 称满足条件

的点 为 分布的上 分位点

 

.可以通过查表求得上 分位点的值 由分布的对称性知 

1t n t n( ) ( ).    45n t n z, ( ) .  当 时  

例 3 T t n t n~ ( ), ( ) 设 的上 分位点满足  
T t n t n~ ( ), ( ) 设 的上 分位点满足  

t n
P T t n t y n dy

( )
{ ( )} ( ; ) ,


 


    
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t n( ) , .求 的值 可通过查表完成  

0 05 10 1 8125t . ( ) . , 0 025 15 2 1315t . ( ) . .  
 

2
1 2

2

1

1
nX X X N

X, X S , t n
S n

: , , , ( , )

, ~ ( ).
/

 




定理 设 是总体 的

样本 分别是样本均值和样本方差 则有
 

2
1 2

2

2

1
nX X X N

X, X S , t n
S n

: , , , ( , )

, ~ ( ).
/

 




定理 设 是总体 的

样本 分别是样本均值和样本方差 则有
 

证明 0 1
X N

n
~ ( , ),

/





因为
2

2
2

1
1

n S n( ) ~ ( ),



  

且两者独立, 由 t 分布的定义知
2

2
1 1

1
X n S t n

nn
( ) ~ ( ).

( )/



 




 

二、单个正态分布总体，方差  2未知 ,  的置信区间  

选取枢轴量 1xt t n
s n

~ ( )
  ，

1 1
2 2

1 1 1xP t n t n
s n

( ) ( ) 




 

         
  

 

确定
1

2

( 1)t n


 故  的置信区间为
2 21 1( 1) , ( 1)S Sx t n x t n

n n
  

 
    

 
 

例 1、某工厂生产一批滚珠,  其直径 X 服从正态分布 N(  2),  现从某天的产品中随机 
抽取 6 件, 测得直径为 15.1 ,  14.8 ,  15.2 ,  14.9 ,  14.6 ,  15.1，若  2 未知,求  的置

信度为 0.95 的置信区间 

解：  未知，故  的置信区间为
1 1

2 2

[ ( 1), ( 1) ]s sx t n x t n
n n 

      

计算得 14 95x . ，
20.226, 0.051s s   

2 0.97510.05,  6,  ( 1)= (5) 2.5706,n t n t    查表得   

所以  的置信区间为 0.975 0.975[ (5), (5) ] [14.71, 15.187]
6 6

s sx t x t    

例 2、已知某种灯泡的寿命服从正态分布，现从一批灯泡中随机抽取 16 只，测得其使用寿

命(小时)如下。建立该批灯泡平均使用寿命 95%的置信区，16 灯泡使用寿命的数据： 
1510，1520，1480 ，1500，1450，1480 ，1510，1520，1480，1490，1530，1510， 
1460，1460，1470，1470  
解：已知Ｘ~N(，2)，n=16, 1- = 95%，t/2=2.131 。根据样本数据计算得：               
             总体均值  在 1- 置信水平下的置信区间为 

 2
24 77

1490 2 131 1490 13 2 1476 8 1503 2
16

sx t
n

.. . . , .        

即：该种灯泡平均使用寿命的置信区间为 1476.8 小时～1503.2 小时 
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例 3、一家保险公司收集到由 36 投保个人组成的随机样本，得到每个投保人的年龄(周岁)
数据如下表。试建立投保人年龄 90%的置信区间   
36 个投保人年龄的数据  

23 35 39 27 36 44 

36 42 46 43 31 33 

42 53 45 54 47 24 

34 28 39 36 44 40 

39 49 38 34 48 50 

34 39 45 48 45 32 

解：已知 n=36, 1- = 90%，t/2=1.69。根据样本数据计算得： 

            
 2

39 5 7 77
1

x xx
x s

n n
. , .


   


  

       总体均值  在 1- 置信水平下的置信区间为 

 2
7 77

39 5 1 69 39 5 2 19 37 31 41 69
36

sx t
n

.. . . . . , .        

例 4、 假设轮胎的寿命服从正态分布，为估计某种轮胎的平均寿命，现随机地抽取12
只轮胎试用，测得它们的寿命（单位：万公里）如下： 

4.68 4.85 4.32 4.85 4.61 5.02 5.20 4.60 4.58 4.72 4.38 4.70  

试求平均寿命的0.95置信区间。 

解 此处正态总体标准差未知，可使用 t 分布求均值的置信区间 本例中经计算有

24.709, 0.615.X S  取 0.05  ，查表知 0.975 (11) 2.2010t  ，于是平均寿命的0.95置

信区间为（单位：万公里） 

0.06154.7902 2.2010 [4.5516, 4.8668]
12

    

在实际问题中，由于轮胎的寿命越长越好，因此可以只求平均寿命的置信区间，也即构

造单边的置信下限。由于 

1
( )( ( 1)) 1n X t n
S 





     

由不等式变形可知 的1  置信下限为 1 ( 1) SX t n
n



  。将 0.95(11) 1.7959t  带入计算

可得平均寿命 的0.95置信下限为4.5806 （单位：万公里）。 

例 5、从一批灯泡中随机抽取 5 只作寿命试验，测得寿命 X（单位：小时）如下：1050，1100，
1120，1250，1280。设灯泡寿命服从正态分布.  求灯泡寿命均值μ的置信水平为 0.95 的单

侧置信下限. 
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解：  的点估计取为样本均值 x  , 方差
2 未知, ~ ( 1)x t n

s n


 对给定的置信水平

1   确定分位点 1 ( 1)t n  使 1 1 1( )




 
    

 

xP t n
s n

即 

1 ( 1) 1sP x t n
n 

 
     

 
即μ的置信水平为 1-α的单侧置信下限为 

1 ( 1) sx t n
n  由样本值得 1060, 99.75x s  ，查表得 0.95(4) 2.1318t   

 的置信水平为 0.95 的单侧置信下限是 1065 小时. 
三、双正态总体的置信区间 

求两个正态总体的 1 2  的置信区间 

1、当
2 2 2
1 2    未知时 

此时有 

2
1 2

2 2
2

2

1 1( , ( ) )

( 1) ( 1) ( 2)X Y

X Y N
m n

m S n S m m

  




 

  

  
 




 

由于
2 2, , ,X YX Y S S 

相互独立，故可构造如下服从 t 分布 ( 2)t m n  的枢轴量 

1 2
2 2

( )( 2) ( 2)
( 1) ( 1)X Y

X Ymn m nT t m m
m n m S n S

 
 

   
  

   
  

记
2 2

2 ( 1) ( 1)
2

X Y
w

m S n SS
m n

   


 
，则 1 2  的置信区间为 

1 2 1 2[ ( 2), ( 2)].w w
m n m nX Y S t m n X Y S t m n
mn mn  

 
         

2、当
2 2
2 1   已知时 

此时的处理方法与 2 中无安全类似，只须注意到 

2 2
1 2 1 2 1

2 2 2 2
2

2 2 2
1 1 2

1 1 1( , ( ) ) ( , ( ))

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2)X Y X Y

X Y N N
m n m n

m S n S m S n S m m

     




  

   

     

    
   




 

由于
2 2, , ,X YX Y S S 

相互独立，仍可构造如下服从 t 分布 ( 2)t m n  的枢轴量 
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1 2
2 2

( ) ( 2) ( 2)
( 1) ( 1)X Y

X Y mn m nT t m m
m nm S n S

 
 

    
  

  
  

记
2 2

2 ( 1) ( 1)
2

X Y
T

m S n SS
m n

   


 
，则 1 2  的1  置信区间为 

1 2 1 2[ ( 2), ( 2)].T T
mn mnX Y S t m n X Y S t m n

m n m n          
 

 

3、当m 和 n 都很大时的近似置信区间 

此时可以证明有 

1 2
2 2

( ) (0,1)
X Y

X Y N
S S
m n

 
 

  



  

由此可以给出 1 2  的1  近似置信区间为 

2 2 2 2

1 2 1 2[ , ].X Y X YS S S SX Y u X Y u
m n m n 

   

        

4、一般情况下的近似置信区间 

当 ,m n 并不都是很大时，可采用如下的近似方法：令
2 2

2
0

X YS SS
m n

 

  ，取枢轴量 

1 2

0

[ ( )]X YT
S
   

  

此时T 既不服从 (0,1)N 也不服从 t 分布，但研究表明它与自由度为 l 的 t 分布很接近，其中  

l 由公式 

4
0

4 4

2 2( 1) ( 1)
X Y

Sl
S S

m m n n

 


 

 

决定， l 一般不为整数 ，可以取与 l 最接近的整数代替之，于是，近似地有 ( )T t l ，从而

可得 1 2  的1  近似置信区间为 

2 2
0 1 2 0 1 2[ ( ), ( )]X Y S t l X Y S t l       

例 1、某厂利用两条自动化流水线罐装番茄酱.  现分别 从两条流水线上抽取了容量分

别为 13 与 17 的两个相互独立的样本 1 2 13, , ,x x x 与 1 2 17, , ,y y y 已知 

2 2 2 210.6 , 9.5 , 2.4 , 4.7x yx g y g s g s g    假设两条流水线上罐装的番茄酱的重量
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都服从正态分布,  其均值分别为  1与  ，若它们的方差相同, 求均值差 1 2   

的置信度为 0.95 的置信区间; 

解： 2 2 2 210.6 , 9.5 , 2.4 , 4.7 , 13, 17x yx g y g s g s g m n       

因为两总体未知方差相同所以
21

1 1 2( ) ( ) 

 
     

 
x y s t m n

m n
   的置信区间为 

α＝0.05，查表得 0.975 (28) 2.0484, 1.9272wt s 计算得  

所求置信区间为
21

1 1 2 0 3545 2 5545( ) ( ) ( . , . ) 

 
       

 
x y s t m n

m n
 

 

例 2、为比较两个小麦品种的产量，选择18块条件相似的试验田，采用相同的耕作方

法做实验，结果播种甲品种的8块试验田的单位面积产量和播种乙品种的10块试验田的单

位面积产量（单位：kg）分别为 

甲品种：628 583 510 554 612 523 530 615  

乙品种：535 433 398 470 567 480 498 560 503 426  

假定每个品种的单位面积产量均服从正态分布，试求这两个品种平均单位面积产量差的置信

区间（取 0.05  ） 

解：以 1 8, ,X X 记为甲品种的单位面积产量， 1 10, ,Y Y 记乙品种的单位面积产量，由

样本数据可计算得到 

2

2

569.38, 2140.55, 8

487.00, 3256.22, 10
X

Y

X S m
Y S n





  

  
 

下面分两种情况讨论 

⑴若已知两个品种单位面积产量的标准差相同，即
2 2 2
1 2    未知时，则可采用二

样本 t 区间，此处 

2 2

1 2 0.975

1 2

( 1) ( 1) 52.4880,
2

( 2) (16) 2.1199,

1 1( 2) 52.78,

X Y
w

w

m S n SS
m n

t m n t

t m n S
m n





 





  
 

 
   

   

 

故 1 2  的0.95置信区间为 

[29.60,135.16]  

⑵若两个品种单位面积产量的方差不等，则可采用近似 t 区间，此处 
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2 2
2
0 0

2

2 2

2 2

0 .975

589.44, 24.28,

589.44 17.74 18,
2110.55 3256.22

8 7 10 11
( ) 24.28 2.1009 51.01,

X YS SS S
m n

l

S t l

 

   

  


 
  

 

于是 1 2  的0.95近似置信区间为[31.37,133.38]. 

四、假设检验 
1. 假定条件 
 2 未知—正态总体大样本或小样本，非正态总体大样本 

2、 使用 t 检验统计量 0 1
xt t n
s n

~ ( )
   

3、给定显著性水平α，查表得出相应的临界值 tα或 tα/2 
4.将检验统计量 z 的值与α水平的临界值进行比较，然后作出决策 

• 双侧检验：当 2t t   时，拒绝 H0 

• 左侧检验：当 t t  时，拒绝 H0 

• 右侧检验：当 t t 时，拒绝 H0 

例 1、一种机床加工的零件尺寸绝对平均误差为 1.35mm。厂家采用一种新的机床进行加工

以期进一步降低误差。为检验新机床加工的零件平均误差与旧机床相比是否有显著降低，

从某天生产的零件中随机抽取 50 个进行检验。试检验新机床加工的零件尺寸的平均误差与

旧机床相比是否有显著降低？  (=0.01)  

50 个零件尺寸的误差数据 (mm) 

1.26 1.19 1.31 0.97 1.81 

1.13 0.96 1.06 1.00 0.94 

0.98 1.10 1.12 1.03 1.16 

1.12 1.12 0.95 1.02 1.13 

1.23 0.74 1.50 0.50 0.59 

0.99 1.45 1.24 1.01 2.03 

1.98 1.97 0.91 1.22 1.06 

1.11 1.54 1.08 1.10 1.64 

1.70 2.37 1.38 1.60 1.26 

1.17 1.12 1.23 0.82 0.86 
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解： 
• 提出假设 

H0 ：μ 1.35 
H1 ：μ< 1.35 

根据 df =50-1=49、 α=0.01 查找临界值 1 2 405t n( ) .     

检验统计量: 0xt
s n


 ，

1 3152 1 35 2 6061
0 365749 50

t . . .
.


    

决策:∵ t=-2.6061＜ 1 2 405t n( ) .     ∴拒绝 H0 

结论:新机床加工的零件尺寸的平均误差与旧机床相比有显著降低 
例 2、一种汽车配件的平均长度要求为 12cm，高于或低于该标准均被认为是不合格的。汽

车生产企业在购进配件时，通常是经过招标，然后对中标的配件提供商提供的样品进行检

验，以决定是否购进。现对一个配件提供商提供的 10 个汽车配件进行了检验，测得这些汽

车配件的平均长度为 11.89cm,标准差为 0.49cm。假定该供货商生产的配件长度服从正态分

布，在 0.05 的显著性水平下，检验该供货商提供的配件是否符合要求？  
解： 

• 提出假设 H0 ：μ=12     H1 ：μ≠12 

• 根据 df = 10-1=9、 α= 0.05 查找临界值 2 2 26t .   

• 计算检验统计量: 
11 89 12 0 70
0 49 10

t . .
.


    

• 决策：因为 20 70 2 26t t. .    

• ∴不拒绝 H0 结论：该供货商提供的零件符合要求  
例 3、某企业职工的月均收入服从均值为 2400 元，方差未知的正态分布，近来该企业的经

济效益有所提高，为调查企业职工的收入是否随之提高了，从该企业随机抽取 100 人，得

出其月平均收入为 2450 元，标准差为 300 元，试以=0.05 检验该企业职工的收入是否有显

著性提高？  
解：提出假设  H0:μ  2400     H1:μ > 2400 

根据 df =100-1=99、 = 0.05 查找临界值 zα=1.66  

计算检验统计量: 0 2450 2400 1 67
300 100

xt
n

.

 

    

决策: ∵t=1.67＜ zα=1.66 ∴不拒绝 H0 
结论: 该企业职工的收入没有显著性提高  
注：当 n 很大时，t 分布与标准正态分布很接近，此时也可采用 z 检验法   

 
 
 

•  
 

0 1 66. t

0 05.

拒绝域

2 26.0

0 025.
0 025.

2 26.

0H拒绝 0H拒绝
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第四节  F分布及其应用 

一、F分布  
2 2

1 2

1
1 2

2

1 2

U n V n U V
U nF n n F
V n

F F n n

~ ( ), ~ ( ), , ,
/ ( , )
/

, ~ ( , ).

 



设 且 独立 则称

随机变量 服从自由度为 的 分

布 记为

 

1 2F n n( , )分布的概率密度为  
1

1

1 2

2 11 2 1 2

2

2
1 2 1

2

2
0

1
2 2

0

n
n

n n

n n n y
n

yy
n n n y

n

, ,( )

, .








           
                   

 其他

 

证明：先求 1
1

UZ
n

 的密度函数 1f z( ) ，当 1 0z  时，
1 1 0Zf z( )   

当 1 0z  时，
1

1

1
2 2

12

1

2
2

n u

U nf u u e
n

( )
( )

 



 

1 1 1 1 1 1 1Z U Uf z F n z n f n z( ) ( ) ( )   

所以
1 1 1

1 1

11 2 2
1 1 1

122
2

n n z

Z n

nf z n z e
n

( ) ( )
( )

 



 

再设 2
2

VZ
n

 的密度函数 1f z( ) ，当 2 0z  时，
2 2 0Zf z( )   

当 2 0z  时，同理得
2 2 2

2 2

12 2 2
2 2 2

222
2

n n z

Z n

nf z n z e
n

( ) ( )
( )

 



 

因 1

2

ZF
Z

 ,设 F 对应的值为 y,则 1

2

zy
z

 利用独立随机变量商的密度公式可得 
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2 2 2

2 2

1 2

1 1 2 2 2 2

1 2

1 2 1
1 2 1

1 2

12 2 2
2 2 2

22

2 2 2 2

1 11 22 2 2 2
2 1 2 2 2 20

1 22 2

1
2 2 2 11 2 2

20
1 22 2

2
2

2 2
2 2

2 2
2 2

n n z

Z n

Z Z
n n yz n n z

n n

n n n
n n n y n

n n

nf z n z e
n

y z f yz f z dz
n nz n yz e n z e dz

n n

n n y z e
n n

( ) ( )
( )

( ) | | ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )



 




    

  
  







 


 





2

2

1 2 1 2 1 2
2

1 2
1 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1

2

1 2
2 2 2

1 2 1 2
1 1

2 2 2
20

1 2 1 2

1 22
2 1

2

2 2
1 2 1 2

2 2 2
1 2

2 2
2

2 2

22 2

z

n n n y n n n
z u

n n
n n

n n
u

n n n n

n n n

dz

n y n du uu z dz z
n y n n y n

u duz e dz e
n y n n y n

n n

u e du
n y n n y n

n n yy

,

, , ,

( )

( )

( ) ( )

( )

  
    







  

 


  

 


 




 
 



 



令

1 2

1 2 1 2

1 1 2 1 1 1 2

1 2 1 2

1 221

1 22 2 2
1 2

1 1
1 2 1 1 2 1 1 12 2 2 2 2

2
2 2 2 2

1 2 1 22 2
1 2 1 2

2
2

2 2
2 2

1
2 2

2 2 2 2

n n

n n n n

n n n n n n n

n n n n

n n

n n n y n

n n n n n n n nn y y y
n n n n

n n n nn y n n y n

( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )






 
 

 




  

 
  

 
     

 

F分布的概率密度曲线如图  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

根据定义可知, 1 2 2 1
1F F n n F n n
F

~ ( , ), ~ ( , ).若 则  

1 2
1 2

1 2 1 2

0 1

F n n

F

P F F n n y dy
F n n F n n

( , )

, ,
{ ( , )} ( )
( , ) ( , ) .






 
 




 

  

分布的分位点
对于给定的 称满足条件

的点 为 分布的上 分位点
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例 4 1 2F n n( , ) 设 分布的上 分位点满足
1 2

1 2 F n n
P F F n n y dy

( , )
{ ( , )} ( ) ,


  


    

1 2F n n( , ) , .求 的值 可通过查表完成 0 025 7 8 4 90F . ( , ) . , 0 05 14 30 2 31F . ( , ) . .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F :分布的上 分位点具有如下性质 1 1 2
2 1

1F n n
F n n

( , ) .
( , )


   

证明 1 2F F n n~ ( , ),因为 1 1 2
1 1 2

1 1
1  P F F n n P

F F n n
{ ( , )}

( , )


 


 
     

 
所以  

2 1
1 1 2 1 1 2

1 1 1 1 1
1 P  P  F n n

F F n n F F n n F
, ~ ( , ),

( , ) ( , ) 


 

   
       

   
故 因为  

2 1
1 P F n n
F

( , ) ,    
 

所以
1

2 1
1- 1 2

F n n ,
F n n

( , )
( , ) 



比较后得  

1 1 2
2 1

1F n n
F n n

( , ) .
( , )


 即   .   用来求分布表中未列出的一些上 分位点  

0 5
0 05

1 11 0 357
9 12 0 289F 2 9

F.
.

( , ) . .
( , ) .

  例  

 
例证明： 

2

2
1 1t n F n[ ( )] ( , ) 

  

证: 设
2 ( )~ ( ) , / , ~ (0,1)nX T n X G G N
n


  

令
2Y X

2

2

2 2

1
1 1G F n

n n
n n

( )

~ ( , )
( ) ( )



 
   

2 2 2 2

2 2 2
1 1( | ( ) |) ( ( )) ( ( )) ( ( ))P X t n P X t n P X t n P Y t n           有  

所以
2

2
1 1t n F n( ) ( , ) 

  

 
推论 2 
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1 2

1

2

1 2

1 2 1 2
2 2

11

12

2 2 2 2
1 2

1 11 2

1

1

1 1
1 1

n n

1 2
n

i
i

n

i
i

n n

i i
i i

X X X Y Y Y
N , N

, , X X
n

Y Y ,
n

S X X S Y Y
n n

,

, , , , , ,
( , ) ( , )

,

( ) , ( )

   





 





   
 





 

 设 与 分别是

具有相同方差的两正态总体

的样本 且这两个样本互相独立 设

分别是这两个样本的均值

分别是这两个样本的方差 则有

 

2 2
1 2

1 22 2
1 2

2 2 2
1 2

1 1
S S(1) F n n

(2)   ,

/ ~ ( , );
/ 
  

 

 当 时

 

1 2
1 2

1 2
2 2

2 21 1 2 2

1 2

2
1 1

1 1
2

w

w w w

X Y t n n
S

n n
n S n SS S S

n n

( ) ( ) ~ ( ),

( ) ( ) , .

   
 



  
 

 
其中

 

证明(1) 由定理二 
2

21 1
12

1

1
1

n S n( ) ~ ( ),




2

22 2
22

2

1
1

n S n( ) ~ ( ),



  

2 2
1 2 S , S  ,  由假设 独立  F      则由 分布的定义知  

2 2
1 1

1 22 2
1 1

1 1
1

1 1
2 2

2 2

n S n S F n n 1
n n

( ) ( ) ~ ( , )
( ) ( ) 

 
 

 
 

2 2
1 2

1 22 2
1 2

1 1
S S   F n n .  / ~ ( , )

/ 
 即  

(2) 
2 2

1 2
1 2

 X Y N
n n

~ ,  
 

 
   

 
因为 1 2

1 2

0 1
1 1

X Y U N

n n

( ) ( ) ~ ( , ), 



  



所以  

2
21 1

12

1
1

n S n( ) ~ ( ),



由
2

22 2
22

1
1

n S n( ) ~ ( ),



  

2, 且它们相互独立 故由 分布的可加性知  
2 2

1 1 2 2
1 22 2

1 1
22n S n SV n n( ) ( ) ~ ( ),

 
 

     

U V , t .由于 与 相互独立 按 分布的定义  

1 2
1 2

1 2

1 2

2
2 1 1

w

X YU t n n
V n n S

n n

( ) ( ) ~ ( ).
/ ( )

   
  

 


 

3.定理
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1 2

1 2 1

2

1 2 1 2
2 2

1 2

2 2
1

1 1 11 2 1

2 2
2

12

1 2
2 2

1 1 2 2

1

1 1 1
1

1
1

1 1

n n

n n n

i j i
i j i

n

j
j

 X X X Y Y Y
N N

X X Y Y S X X
n n n

S Y Y
n

X Y
n S n S

n n

, , , , ,
( , ), ( , )

, ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

   

 

  



   


 


  

  


  



 设 与 分别是具有相同方差的两个正态总体

的样本，且它们独立。

设 分别是两个样本的均值。

分别是两个样本的方差；

则有： 1 2

2 1 2
2 2

1 2
1 2

1 2 1 2
2 2

2 21 1 2 2
1 22 2

2 2
21 1 2 2

1 22 2

1 2 1

1 2

2
1 1

2

0 1
1 1

1 1
1 1

1 1
2

1
1 1

t n n

n n
X YX Y N N

n n n n
n S n Sn n

n S n S n n
t

X Y n
n n

~ ( )

( ) ( )~ ( , ) ~ ( , )
/ /

( ) ( )~ ( ), ~ ( ),

( ) ( ) ~ ( )

( ) ( ) ( )
/ /

  
 



 
 


 

 


 




  
  


 

 

 
  


   



证： 所以

且它们独立。则 。

由 分布的定义：
2 2
1 2 2

1 2 1 22 2

1
2 2

S n S n n t n n( ) / ( ) ~ ( )
 


      

1 2
1 22 2

1 1 2 2

1 2 1 2

2
1 1 1 1

2

X Y t n n
n S n S

n n n n

( ) ( ) ~ ( )
( ) ( )

   
 

  


 

即：  

设 1 2 nX X X, , , 与 1 2 mY Y Y, , , 分别是来自正态总体
2 2

1 2~ ( , ) ~ ( , )X N Y N   与 的 

相互独立的简单随机样本。则
2 2

1 2
1 1

1 1n m

i j
i j

X X N Y Y N
n n m m

~ ( , ) ~ ( , ) 
 

 

    

 

故

2 2

1 2X Y N
n m

~ ( , ) 
    ， 1 2

2 2
0 1

X Y N

n m

( ) ( ) ~ ( , ) 

 

  



 

因

2 2
2 21 2

2 2

1 1
1 1

n S m Sn m( ) ( )~ ( ) ~ ( ) 
 
 

   

故

2 2
21 2

2 2

1 1
2

n S m S n m( ) ( ) ~ ( )
 
 

    

X Y 与

2 2
1 2

2 2

1 1n S m S( ) ( )
 
 

 相互独立，于是 

1 2
2 2

1 2
2 2 2 2
1 2 1 2

2 2

2
1 1 1 11 1

2
2

X Y

X Yn m t n m
n S m S n S m S

n m n m
n m

( ) ( )

( ) ( ) ~ ( )
( ) ( ) ( ) ( )

 

 
 

 

  

   
  

    
 

 
 
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2 2
1

2 2
2

2 2 2
1 1 2 2

2 2
1 2

1
0.34( ); 13

0.29( ). , ,
( , ), ( , ), , ( 1, 2)

. / 0.90 .
     

 





i i

A
s mm B

s mm A B
N N i

例 、随机抽取机器 生产的钢管18只,测得

样本方差 抽取机器 生产的钢管 只,测得样本

方差 设两样本相互独立 且设由机器 生产的钢

管内径分别服从正态分布 这里

均未知试求方差比 的置信水平为 的置信区间

 

2 2
1 1 2 2:  18,   0.34    13,    0.29   n s n s解  

1 0.9     0.1    ，
2

0.2 51 0( 1, 1) (17,12) 2.59    F Fn n  

2 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 2 1 2 2 1 21

1 1, )
( 1, 1) ( 1,

0.9
1) 





   

S S
S F n n S F n n

置信水平为 的置信区间:(  

0.34 1 0.34( , 2.38) (0.45, 2.79)
0.29 2.59 0.29

     

例 1、设 r.v. X 与 Y 相互独立，X ~ N(0,16), Y ~ N(0,9) , X1, X2 ,…, X9 与 Y1, Y2 ,…, Y16  分

别是取自 X 与 Y 的简单随机样本,  求统计量 1 2 9
2 2 2

1 2 16

X X XZ
Y Y Y




  


  
所服从的分布。 

解 1 2 9 0 9 16X X X N~ ( , )    1 2 9
1 0 1

3 4
X X X N( ) ~ ( , )  


  

1 0 1 1 2 16
3 iY N i~ ( , ) , , , ,  ，

216
2

1

1 16
3 i

i
Y ~ ( )



 
 
 

  

从而
 1 2 9

1 2 9
2 2 2 216

1 2 16

1

1
3 4 16

1
3

16

i
i

X X XX X X
t

Y Y Y
Y

~ ( )



     
    

 
 






 

例 2、 设总体 1 60 1X N X X~ ( , ), , , 为总体 X 的样本,  
2 2

1 2 3 4 5 6Y X X X X X X( ) ( )       

试确定常数 c , 使 cY 服从 2 分布。 
解 1 2 3 4 5 60 3 0 3X X X N X X X N~ ( , ) , ~ ( , )     

   1 2 3 4 5 6
1 1

0 1
3 3

X X X X X X N, ~ ( , )     

故    
2 2

2
1 2 3 4 5 6

1 1 1 2
33 3

X X X X X X Y ~ ( )
   

        
   

 

因此 1/ 3.c   

例 3、 设 1 2( , , , )nX X X 是来自 N ( , 2 )的简单随机样本, X 是样本均值  

2 2
1

1

1
1

n

i
i

S X X
n

( ) ,


 
  2 2

2
1

1 n

i
i

S X X
n

( ) ,


   

2 2
3

1

1
1

n

i
i

S X
n

( ) ,


 
  2 2

4
1

1 n

i
i

S X
n

( ) ,


   

则服从自由度为 n - 1 的 t 分布的随机变量为 
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1

1
XA n

S
( ) 


2

1
XB n

S
( ) 


3

XC n
S

( ) 

4

XD n
S

( ) 
 

解 0 1
X N

n
~ ( , )

/





，
2 2

2
1

1
1

n

i
i

X X n( ) ~ ( )
 

   

2 2
2

1 1

1
1

1

1

n n

i i
i i

X
n n Xn t n

X X X X

n

( )( )/ ~ ( )
( ) ( )




  


 

 

 



 
故应选 (B) 

 

例 4、他能根据股票价格的历史图表预报未来股市的涨跌，若在一场测试中，他工作了 10

次预测，报对了 8 次  

(1) 在显著性水平=0.05 下，能否相信他具有这种能力？ 

(2) 对什么样的显著性水平，可相信他具有这种能力？ 

解：我们先对问题做一个简单的分析：若该人有预报能力，则他预报正确的概率因该大

于 1/2,若他没有这种能力，则他胡乱猜测也有 50%的可能，现以 X 表示在 10 次预测中预测

正确的次数，则 X~B(10,p),要检验的一对假设为： 

H0: p=0.5  vs  H1: p>0.5 

若拒绝原假设，则可相信他有这个预报能力，否则则认为他没有预报能力。由于检验的拒绝

域形如 W={xc}，故检验的 p 值为 

0.5 0.5 0.5 0.5

8 2 9 10

( 8) ( 8) ( 9) ( 10)

45 0.5 0.5 10 0.5 0.5 0.5 0.0547 0.05

p P X P X P X P X


       

         
 

现对 p 值做一些讨论： 

 (1)由于检验的 p 值大于显著性水平 0.05,故不应拒绝原假设，不能相信他有预报能力。

这是可能犯第二类错误，其概率为 ( ) 1 ( 8)P X     ，对具体的，可以计算出()的值，

如 = 0.6，则 

0.6 0.6 0.6 0.6

8 2 9 10

(0.6) 1 ( 8) 1 ( 8) ( 9) ( 10)

1 45 0.6 0.4 10 0.6 0.4 0.6 0.8327

P X P X P X P X          

        
 

类似地可算出 (0.7) 0.6172, (0.8) 0.3222, (0.9) 0.0702,      

可见随着 的增加，犯第二类错误的概率在减小。， 

 (2)我们知道，当 p< 时应拒绝原假设，因此当>0.0547 时拒绝原假设，譬如，若取

06.0 ，因为 p=0.0547<0.06= ,则拒绝原假设，可相信他有这种能力。 
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 9.设 nxx ,,1  是来自指数分布 Exp(  )的一个样本， myy ,,1  是来自另一指数分布

Exp( )的一个样本，且两样本相互独立.若设  / ，对如下检验问题： 

1:0 H    vs   1:1 H  

在显著性水平为 的场合给出拒绝域. 

解: 由于指数分布是特殊的伽玛分布，具体是 Exp( )=Ga(1,  ),于是 




n

i
ix

1

~ Ga(n,  ),2n 


n

i
ix

1

~ Ga(n,
2
1

)= )2(2 n . 

同理可得
22 ~ (2 )m y m  ,由两样本相互独立可知   

2 / ~ (2 ,2 )
2 /

x n x n F n m
y m y m

 
 

 ， 

在 原 假 设 1:0 H 成 立 下 ， 有  =  ， 从 而 有 ~ (2 ,2 )x F n m
y

, 检 验 拒 绝 域

/2 1 /2{ / (2 ,2 )} { / (2 , 2 )}w x y F n m x y F n m     .譬如，若两样本量与样本均值分别为 

n=5,  x =1600,   m=6, y =1200. 

在给定显著性水平 =0.05，可查表得 

F 975.0 (10，12)=3.37，F 025.0 (10，12)= 276.0
62.3
1

)10,12(
1

975.0


F

. 

从而得拒绝域 w= { /x y  276.0 或 /x y  37.3 }，如今
1600 1.333,
1200

x
y
  它不在拒绝域

内，故不能拒绝原假设. 

第五节  小结及例题 

一、 三大抽样分布的分布函数 

综 述： )a 根据大数定理和中心极限定理，但样本容量 n较大时（数学上一般要

求 45n  ），任 

何分布都依概率收敛于正态分布  2,  N   ，并可标准化为  0,  1N 。 

       )b 现实世界和工程技术中的任何数据样本流到目前为止，不外乎

 0,  1N 的函数分布， 

集中表现为 3大抽样分布规律。 
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)c  考研数学中规定：  0,  1N 的分位数定义为下分位数（从图形上看为

左边面积），3 

大抽样分布的分位数定义都为上分位数（从图形上看为右边面积） 

1．   2 n 分布（分布函数不要求掌握） 

量纲模型：    2 2

1
0,  1 ~

n

i
i

N n


    

性 质： 

 1 { }iX 独立同， 2 2

1
~ (0,1) ~ ( )

n

i i
i

X N X n


  

  2  可加性  2 2 2
1 2 1 2~ ( )n n        

  3    2 ;E n n       2 2D n n     

证 明  3 ：由于      ~ 0,1 0;   1i i iX N E X D X    

          
       

 
2

22

4 4 2

1    1, 2, ,

1 3
2

i i i i

x

i

E X E X E X D X i n

E X x e dx


 



      

 


 

     

    

    

22 4 2

2 2 2

1 1

2 2 2

1 1

3 1 2

2

i i i

n n

i i
i i

n n

i i
i i

D X E X E X

E n E X E X n

D n D X D X n





 

 

      
    
 
 

   
 

 

 

 

评 注  样本函数中的必需记住的数字特征 

   

   

   

   

2

4
2 2 2

*2 2 2
2

2 44
2

2

;        

2;       
1

1 1 ;     

2 11 1 2
1

E X D X
n

E S D S
n

n nE B E S E S
n n

nn nD B D S
n n n n











 

 


     
 

             
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 4  上分位点 定义为  2 n 分布的分位数 

2．  t n 分布（分布函数不要求掌握） 

   { }iX 独立同分布  2~ (0,1),  ~ ( );   iX N Y n X Y 和 独立 

             量纲模型： ~ ( )XT t n
Y
n

  

性 质： 

 

 1  t分布密度函数   ( ) ~ (0,1)t nn f x N  

 2  上分位点 定义为  t n 分布的分位数   
( )

{ ( )} ( )tt n
P t n t n f x dx


 


    

 3   0,    2
2

nEX DX n
n

  


 

 4  性质   T 分布具有对称性， 1 ( ) ( );   45t n t n n     时， ( )t n Z   

3．  ,  F m n 分布（分布函数不要求掌握） 

   X、Y 相互独立， 2~ ( );   ~ ( )X m Y n  ；量纲模型：   ~ ( ,  )

X
mF F m nY
n

  

评 注  特别地，但  
 

11 1,  1
1

m n F
x x

   


。 

例 ： 假 定  1 2,  X X 来 自 正 态 整 体  2~ 0,  X N  的 一 个 样 本 ， 求

 
 

2
1 2

2
1 2

4
X X

P
X X

 
 

  
。 

解：      2 2 2
1 2 1 2~ 0,  ~ 0,  2 ;   ~ 0,  2iX N X X N X X N      

       
2 2

2 21 2 1 2 1 2 1 2~ 0,  1 ;   ~ 0,  1 ~ 1 ;   ~ 1
2 2 2 2

X X X X X X X XN N  
   
          

   
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 
 

 
 

 
   

2
1 2

2
1 2

2 2
1 2 1 2

2
41 2

2 0
1 2

2
11 ~ 1,  1

1
2
1

1 24 arctan 2.
1

X X

X X
F

x xX X X X

X X
P dx

x xX X








 
 
 


  

  
 
 

 
    

  


 

 

① 上 分 位 点   定 义 为  t n 分 布 的 分 位 数   

( , )
{ ( , )} ( )FF n m

P F F n m f x dx


 


    

② 性 质   1
1( ,  )

( ,  )
F n m

F m n


             
1,  
,  

F n m
F m n

  

   2~ ~ 1,  X t n X F n           1~ ,  ~ ,  X F n m F m n
X

  

● 证明结论     2 ~ 1,  t n F n         

          ~ (0,1),U N    2~ ( )V n  

     ~ ( )UT t n
V n

  

     
2

2 ;UT
V n

  而 2 2~ (1)U  时    2 2~ (1,  ) ~ 1,  T F n t n F n   

● 证明结论 1
1( ,  )

( ,  )
F n m

F m n


  如下 
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    

 
     

       

1
1

1

1~ , ~ , 

1 1

1 1,  1 1
,  

1 1
,  

1  ,  

1 1 1 1,  ,  
,  ,  

X F m n Y F n m
X

P X F m n P
X F m n

P
X F m n

P F n m
X

P P F n m F n m
X F m n X F m n








 
 

 












 

         
  

     
  

    
 

           
   

又根据分位数的定义，

而连续分布对一点的概率取值为零，则

 

 

二、数理统计中 8大样本函数的分布（枢轴量）的详细证明 

1． 单个正态总体 

   设 2{ } ~ ( ,  )nX N   为一系列简单随机样本，则有 

 1  若 已知，需要估计 的范围，则使用枢轴量 

2

1

1 ~ ( , )
n

i
i

X X N
n n






  ；   ~ (0,1)X N

n





 

证明一： 

         
1

1 n

i
i

X X
n 

   

         
1

1 1( ) ( )
n

i
i

E X E X n
n n

 


      

         
2

2
2 2

1

1 1( ) ( )
n

i
i

D X D X n
nn n





      

                          
证明二： 

         ( ) 0X nE E X

n

 
 

 
 

   
  
 
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2 ( )X nD D X

n

 
 

 
 

  
  
 

= 2 2
2 [ ( ) ( )]n E X E X 


    

=  2 2
2 [ 2 0]n E X X 


    

=
2 2 2

2 [ ( ) 2 ]n E X  


  =
2 2 2

2 ( ( ) 2 )n E X  


   

=
2

2 2
2 [( ) ] 1n

n


 


    

  故     ~ (0,1)X N

n





 

评 注  公式 ① 是标准化随机变量的手段，也是确定复合随机变量分布的基础。 

 2 若 未知，需要估计 的范围，则使用枢轴量 

2
2 2

2 2
1

( 1) 1 ( ) ~ ( 1)
n

i
i

n S X X n
  


   ；且 2X S 与 独立 （ X 是随机变量） 

证 明：  

已知    21, 2, , ~ ,  iX i n N    ，且相互独立， 

       令    1 21, 2, , , , , ~ 0,1i
i n

XY i n Y Y Y N



    ，且相互独立。 

作下列正交变换： 

1 1

2 2
21 22 2

1 2

1 1 1

n

n n
n n nn

Z Y
n n n

Z Yc c c

Z Yc c c

 
    
    
    
    
    
    

 




    



 

正交变换不改变向量组的秩，由于 1 2, , , nY Y Y 相互独立，则 1 2, , , nZ Z Z 相互独立，

且都服从  0,1N 。 

记 
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1n n n n
i

i i
i i i i

X X XY Y X n
n n n n n

   
        

 
              

由上述变换矩阵等式易得：  1 1 2
1 1 1 ~ 0,1nZ Y Y Y nY N
n n n

      
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正交变换不改变向量的长度 2 2

1 1

n n

i i
i i

Y Z
 

   ，所以 

2
2 2

2 2
1 1

2 2

1 1 1

2

2 2

1

2

1

( 1) 1 ( ) ( )

              ( ) ( ) 2

             ( ) ( ) 2

             ( )

n n
i

i
i i

n n n
i i

i i i

n
i

i

n
i

i

Xn S XX X

X XX X

X X Xn n

X Xn

 
   

  
   

  
  

 
 

 

  





 
   

         
  

   
    

 

  
  



 

  





 

2

22 2 2 2 2
1

1 1 2

             ~ 1
n n n

i i i
i i i

Y nY Z Z Z n
  




       

 

评 注   
2

2 2
2 2

1

( 1) 1 ( ) ~ ( 1)
n

i
i

n S X X n
  


   有重要的应用价值，如计算

   2 2;   E S D S 。 

      

       

      

      

2 2

2 2 2 2
2 2 2

2

2 222 2 2 4
2 2

2 2

1 1,    1 2 1

( 1) 1 1
1 1 1

( 1) ( 1) 2     1 2 1
1 1 1

E n n D n n

n SE S E E n n
n n n

n S nD S D D n n
n n n

 

  
 



  
 

     

 
           

                           

∵

 

 3 若 未知，需要估计 的范围，则使用枢轴量 

~ ( 1)X t nS
n


  

证明： 

                    
 
 

 
 

 
2 2

2

0,1
~ 1

1 1
1 1

X

NX n t nS n S n
n n n












  

 
 

 

 4 若 已知，需要估计 的范围，则使用枢轴量 
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 2 2 2
2

1 1

1 ( ) ( ) ~
n n

i
i

i i

XX n
 

  


     （ 是常量） 

证明： 

   
 

 2 2 2 2
2

1 1 1

~ 0,1

1 ( ) ( ) ~

i
i

n n n
i

i i
i i i

XY N

XX Y n





 

   





    

 

2． 两个正态总体 （ X 和Y 独立同分布） 

2
1~ ( , )X N   ， 2

2 2~ ( , )Y N    

1

1 n

i
i

X X
n 

      
1

1 n

i
i

Y Y
n 

   

2 2 2 2
1 2

1 1

1 1( ) ,   ( )
1 1

n m

i i
i i

S X X S Y Y
n m 

   
    

则有： 

 5  若 2 2
1 2,    已知，需要估计 1 2  的范围，则使用枢轴量 

                   1 2
2 2
1 2

( ) ~ (0,1)X Y N

n m

 

 

  



 

证明： 

  
2 2
1 2 1 2

1 2 2 2
1 2

( ) ( ) ~ 0,    ~ (0,1)X YX Y N N
n m

n m

   
 

 

    
     

  

 

 6 若 2 2
1 2,    未知，但 1 2    时，需要估计 1 2  的范围，则使用枢轴量 

                   1 2( )
~ ( 2)

1 1
w

X Y t n m
S

n m

   
 


 

其中： 
2 2
1 2( 1) ( 1)

2W
n S m SS

n m
  


 

 

证明： 
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2
1 2

2

1 2
2 2

1 2

1 1( ) ~ 0,   

1 10,  
( )
1 1 ( 1) ( 1) 1 1

2
                        

w

X Y N
n m

N
n mX Y

n S m SS
n m n m n m

  


 

         
         

    
 

 

 

     

2

2 2 2 2 2 2
1 2

2 2 2

1 10,  

1 1
0,  1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
2 2

0,1 0,1
                        ~ 2

( 1) ( 1) ( 2)
2 2

N
n m

Nn m
n S m S n m

n m n m

N N
t n m

n m n m
n m n m





   

  

      

 
 

     
   

   
    
   

 

 7 如 1 2,    已知，需要估计 1

2

2

2




的范围，则使用枢轴量 

               

2
21

1 2
2

2 1
2

1

1 ( )
~ ( , )

1 ( )

n

i
i

m

i
i

X
n F n m

Y
m
















 

证明： 

   

 

   

2
1 2

2 1
2 21

1 2 1
22

2 21
2 2

1 1
2
2

( )
1 ( )

~ ,
1 ( ) ( )

n

in
i

i
i

m n

i i
i i

X
nX

nn n F n m
mY Y

m m
m




 
 







 




 
 




 
 

根据F 分布的意义，可以推知

2 2 2
1 1

1

2 2 2
2 2

1

( ) / ~ ( )

( ) / ~ ( )

n

i
i

m

i
i

X n

Y m

  

  










 




 

 8 如 1 2,    未知，需要估计 1

2

2

2




的范围，则使用枢轴量 
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2 2
1 2
2 2
2 1

~ ( 1, 1)
S

F n m
S



   

证明： 

        

 
 
 
 

 

   

2 2
1
22 2
11 2
2 22 2
22 1
2
2

1 1
1 1 ~ 1, 1
1 1
1 1

n S n
nS n F n m
m S mS
m m







 
    
 
 

 

三、先进题型与求解秘技 

陈氏密技  量纲法求复合统计量的抽样分布。 

                3 种抽样源正态；量纲法则判类型。 

                根据定义凑模式；标准变量容量值。 

【例 1】设 1 2 3 4,  ,  ,  x x x x 来自正态总体  20,  2N 的简单随机样本，求 ,  a b ，使得 

          2 2 2
1 2 3 42 3 4 ~X a x x b x x     。 

解： 

   

       

       

       

 

2 22 2
1 2 3 4 1 2 3 4

2 2

1 2

2 2

3 4

2

2 3 4 2 3 4

12 ~ 0,   2 2 2 0,   20
20

13 4 ~ 0,   3 2 4 2 0,   100
100

~ 2

X a x x b x x a x x b x x

a x x N a a N a a

b x x N b a N a b

X 

             

         

         

 

【例 2】 2{ } ~ (0, 2 )iN N ， 

2 2 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10( ) ( ) ( )Q aX b X X c X X X d X X X X          服从 2

分布，求 ,  ,  ,  a b c d 和自由度m 。 

解：  2 2 2
1 1 1 1

1 1 1~ (0, 2 ) ~ (0,1) ~ (1)
2 4

X N X X N X x


    

同理  2 3 ~ (0,8),X X N 1 5 6 ~ (0,12),X X X N  7 8 9 10 ~ (0,16)X X X X N    

2 2
2 3

1 ( ) ~ (1)
8

X X   

2
4 5 6

1 ( ) ~ (1)
12

X X X    
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2
7 8 10

1 ( ) ~ (1)
16

X X X X     

由 2 ( )n 的可加性知   2~ (4)Q   

所以  1
4

a    1
8

b    1
12

c    1
16

d    4m   

【例 3】设 ,  X Y 相互独立，都服从  20,  3N ，则统计量

1 2 9

1 2 9
2 2 2

x x xU
y y y
  


  




服

从什么分布。 

解： U 的分子是 N 分布，分母是 2 分布，则U 必是T 分布。 

     根据T 分布定义，需要把分子和分母标准化  0,  1N ，这需要利用公式① 

           
 

   

9

2
1 1

9
2

29
21

1

~ ,  ~ 0,  1
9

~ 0,  1 ~ 9
3 9 3

i i

i

n

i i

i i i

i

X X
X N X N

n n

Y
Y YN





 





 
   

 

    
 

 




 

         
 
 

 
1 2 9

9

1

1 2 9
2 2 2 2 29

1

0,  19 ~ 9
91

93 3

i
i

i

i

X

Nx x xU t
y y y Y 





  
  

      
 








 

【例 4】设 ~X 正态分布，又设  2
1 ~ ,  nX N   ，且 1nX  与 1 2,  , ,  nX X X 相互

独立，求 

   1

1
nx x nT

S n
 




的分布。  

解：含有 S ，可以预计容量应该是 1n ，分子量纲为 N 分布，分母 2S S 相当

于 2 ，根据量纲法，可以推知结果是 t分布。 
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 

 
 
 

 

2
2 2 1 1

1
2

1 1

1
2 2

2

1~ 0,  0,  ~ 0,  1
1 1

1 1
0,  1

~ 1
1 1 11

1 1

n n
n

n n

n

x x x xnx x N N N
n n n n

n n
x x x x

n n
Nx x n n nT t n

S n S n S n
n n

 
 


 




 


 



                

 


 
 

    
  


 

 
【例 5】 

设  2
1 2,  , ,  ~ ,  ,   nx x x N   记    

2 2
2 2
1 2

1 1

1 1,   ,  
1

n n

i i
i i

S x x S x x
n n 

   
    

           
2 2

2 2
3 4

1 1

1 1,    
1

n n

i i
i i

S x S x
n n

 
 

   
   。则下列正确的是（ ）。 

         

       

       

1 2

3 4

 1                                                1

1 1

 1                                                  1

x xA t n B t nS S
n n

x xC t n D t nS S
nn

 

 

 
   

 

 
   

 

解：由于容量为  1n  的分布含样本方差，而 2 2
1 2,  S S 是样本方差， 2 2

3 4,  S S 不是，

故立即可以否定    ,  C D 。又只有 2
1S 才是标准的样本方差，由标准的

 1 xt n S
n


  推知  A 不对。故选  B 。事实上 

   

 
 

2 2
2

1 1

2

1

 
1 1 1

1 1
1 1

             ~ 1
1

1

n n

i i
i i

n

i
i

x x x
S nx x x xn n n n

n n
x x t nS

x x nn
n

  

 

 



  
 


   

 

 
  




 



 

【例 6】  1 2, , , 2nX X X n  为来自  0,  1N 的简单随机样本，则下列哪个正确。 
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       

           

2 2

2
1

2

2

 ~ 0,  1                                                ~

1 1
  ~ 1                                        ~ 1,   1n

i
i

A nX N B nS n

n X n X
C t n D F n

S X





 
 


 

解：选  D  

   0 ~ 0,  11
X X n X N

n n



 

  ，故排除  A ； 

 0 ~ 11
X X n X t nS S

n n

 
   ，故排除  C ； 

       
2

2 2 2 2
2

1
1 ~ 1 ~

1
n S

n S n nS n 


    ，故排除  B ； 

   
   

2 22
1 1

2
2 2

2 2

1 1
~ ~ 1,   1

1
1

1

n n

i i
i i

n X X F n
nX X

n
n




 


 






 
，故  D 正确。 

【例 7】  2~ ,  X N   ， 2
1S 和

2
2S 独立，求  2 2

1 22D S S 。 

解：       
4 4

2 2 2 2 4
1 2 1 2

1 2 1 2

2 8 1 42 4 2
1 1 1 1

D S S D S D S
n n n n
 


 

           
 

【 例 8 】  iX 是 来 自 正 态 整 体 X 的 简 单 随 机 样 本 ， 已 知  

 1 1 2 6
1 ,   
6

Y X X X    

           
9

22
2 7 8 9 2

1

1 1,  
3 2 i

i
Y X X X S X Y



     。 求
 1 22 Y Y

Z
S


 分布。 

解： 



 69 

         

         

     

1 2 1 2 1 2 6 7 8 9

1 2 1 2 1 2 6 7 8 9

2
2 2

2
1 2 1 2

1 2 2

1 1 0
6 3
1 1
36 9

1 1                6 3
36 9 2

0 2
~ ,   ~ 0,   1

2
2

E Y Y E Y E Y E X X X E X X X

D Y Y D Y D Y D X X X E X X X

Y Y Y Y
Y Y N N


 






         

        

    

   
    

 





 

 
 

 

 
 

 
 

   

1 2

1 2

2

2

2 2

2

2
2 0,   1

~

0,   1 0,   1
          ~ ~ ~ 1  2,  3,

1 11
1 1

Y Y
Y Y N

Z SS S

N N
t n n

n S n
n n



 







  

 
 


 



 

【 例 9 】  2~ 0,  2X N ， 1 2 15,  , ,  x x x 来 自 X 的 简 单 随 机 样 本 ， 则

 
2 2 2
1 2 10

2 2 2
11 12 152

x x xY
x x x
 


 




服从什么分布。 

解：分子量纲为 2 2N  分布，分母量纲为也为 2 2N  分布，根据量纲法，可

以推知结果是F 分布。下面具体计算如下 
       

        

 

 
 

 

   

22 2
101 2

2 2 2
1 2 10

22 22 2 2
11 12 15 1511 12

2

2

22

1 2 2 2
22

2 2 2
10

101 10  ~ ~ ~ 10,  5
52 5

5

xx x
x x xY
x x x xx x

F






                   
            

     








 

【例 10】设  2
1 2,  , ,  ~ ,  ,   nX X X N  

1

1 n

i
i

d X
n




  ，求Ed 和Dd 。 

解：记 i iY X   ，则  2~ 0,  iY N  。 
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   

2 2

2 22 2
0

2
2 22 2 2 2

1 1

2
1 1

1 1 22
2 2

2 2 20 1

1 1 1 2 2

1 1     

y y

i

i i i i i

n n

i i
i i

n n

i i
i i

E Y y e dy ye dy

D Y EY E Y DY EY

Ed E X E Y n
n n n

Dd D X D Y
n n

  
   

   
  

  
 



  



 

 

    
 

   
               

   

   
          

   

    
 

 

 


2

21 2 21 1n
n n


 

                       


 

【例 11】  ~X t n ，求 2

1
X

的分布。 

解：  

       
 

 

 

 

 

 

   

2 2 2

22 2 22

0,  1 1~ ~ ~ ~ ~ ~ ,  1
10,  1 1

1

n n n
N n n nX t n X F n

X Nn
n

  


   

【例 12】    2 2~ ,  ,  ~ ,  X N Y N    ，均为简单随机样本，求 

   
1 22 2

1 1

1 2 2

n n

i i
i j

X X Y Y
E

n n
 

 
   

 
  
 
 

 
。 

解： 

           
1 22 2

2 2
1 1 1 1 2 2 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
2 2 2

n n

i i
i j

X X Y Y
n S n S n n

E E E
n n n n n n

  

 
                           

 

 

。 

【例 13】      2 2 2
1 2 3 4 5 6~ 0,  1 ,  ,  ~X N Y X X X X X X CY       。求C 。 

解： 
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   

   

   

 

1 2 3
1 2 3

4 5 6
4 5 6

2 2
1 2 3 4 5 6

2 2
21 2 3 4 5 6

~ 0,  3 ~ 0,  1
3

~ 0,  3 ~ 0,  1
3

1        3 ~ 2
33 3

X X XX X X N N

X X XX X X N N

CY C X X X C X X X

X X X X X XC C

 
  

 
  

      

               
     

 

【例 14】设总体  ~ 0,  1X N ， 1 2 2, , , nX X X 是来自总体的简单随机样本，求下

列分布。 

  1
1 2

2

2

2 11 ;
n

i
i

n XY
X







   

 
3

2

1
2 2

2

4

2 3
2

3

i
i

n

i
i

n X
Y

X











；   

2
2

3 2 1 2
1 1

13
2

n n

i i i
i i

Y X X X
 

     

 
解： 

   
 

 1 1
1 2 2 2

2 2

2 2

0,12 11 ~ ~ 2 1
2 1

2 1
2 1

n n

i i
i i

Nn X XY t n
nX X

n
n


 


  






 
 

 
   

   

3
2

3 2
2 1

1
2 2 2 2

2 2

4 4

32 3
3 32 ~ ~ 3,  2 3

2 33
2 3

2 3

i
i

i
i

n n

i i
i i

X
n X

Y F n
nX X

n
n









 


  









 
 

 

 

     

   

2
2

3 2 1 2
1 1

2 2
1 2 1 2 3 4 2 1 2

2 2 2
1 2 3 4 2 1 2

2
2 22 1 2

1 1

13
2
1        
2
1 1 1        
2 2 2

        ~ 0,1 ~ .
2

n n

i i i
i i

n n n

n n

n n
i i

i
i i

Y X X X

X X X X X X X X

X X X X X X

X X N n


 







 

 

      

      

       

 

 

 


 

【例 15】已知    2 2
1 2~ ,  ,  ~ ,  X N Y N      
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求   
  2 2

1 2
2

1
1

n S S


 
；  

   
2

1 2

2 2
1 2

2
n X Y

S S

     


。 

解： 

 
             

2 2 2 2
1 2 1 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1
1  ~ ~ 1 1 ~ 2 2

n S S n S n S
n n n  

  

   
      

 
   

  
 

 
   

 

 

 
 

 

 
 

 

2

1 2

2
2

1 2

2 22 2 2 2
1 2 1 2

2

2 2

2 2

0, 2
2 ~

1 11
11

0,2 0,1
12

                                           ~ ~ ~ 1,   2 2
2 2 2 2

2 1 2 1

X X

n X Y Nn n
n nS S n S S

nn

N N

F n
n n

n n

 
 

 

 



 

 
  

 
            

    


   
   
    

 
 

 

四、总体比例问题 
（一）总体比例的区间估计 
1.基于标准正态分布的估计 
假定条件 

– 总体服从二项分布 
– 样本比例可以由正态分布来近似（n≥30) 

 

使用正态分布统计量 0 1
1

pZ N

n

~ ( , )
( )


 





， 2 2 1
1

pP z z

n

/ /( )
( ) 




 


    


 

 
总体比例  在 1- 置信水平下的置信区间为 

2 2
1

1 1
N n p 1-p N np z p z

n N n N
( ) ( )) ) 

   
 

 
不重复抽样： （ 或 （  

例 1、 
某城市想要估计下岗职工中女性所占的比例，随机抽取了 100 个下岗职工，其中 65 人为女

性职工。试以 95%的置信水平估计该城市下岗职工中女性比例的置信区间 
解：已知 n=100，p＝65% , 1-= 95%，z/2=1.96 

 2
1 65 1 65

65 1 96 65 9 35 55 65 74 35
100

p pp z
n

( ) %( %)% . % . % . %, . %

 
      

即：该城市下岗职工中女性比例的置信区间为 55.65%-74.35%  
2.基于 t 分布的估计  
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• 假定条件 
– 总体服从二项分布 
– 样本比例可以由正态分布来近似（n≥30) 

• 使用正态分布统计量 t 

1
1

pt t n
p p

n

~ ( )
( )


 


， 2 2 1
1

pP t t
p p

n

/ /( )
( ) 





    


 

总体比例  在 1- 置信水平下的置信区间为 2 1 1n
p 1-p N np t

n N,
( ) ) 





不重复抽样： （  

例 2、某高校有教职工 1000 人，按随机原则以不重复抽样方式抽取 201 名教职工进行

调查，其中表示支持某候选人的有 110 人，试以 95%的置信标准估计该候选人的全校支

持率。 

解：已知  N=1000, n=201， 
     p＝110/201=54.73% , 1-= 95%查 t 分布表得 t/2 n-1=1.972 

2 1
1

1
0 5437 1 0 5437 1000 2011 972 6 2

201 1000 1

p n
p p N nE t

n N/ ,
( )

. ( . ). . %

 

      
      

 

 54 37 6 2 48 17 60 57pp E . % . % ( . %, . %)     

即：以 95%的置信度估计该候选人的全校支持率介于 48.17%～60.57%之间。 
（二）总体比例的假设检验 
             （检验统计量） 

z 检验 0

0 01
p

z

n
( )


 





    t 检验 0

1
pt
p p

n
( )





 

二种方法的检验步骤基本一致，主要区别在于检验统计量的计算公式与查找的临界值不同。

前者最为常见。在此，仅介绍总体比例的 z 检验法 
总体比例的 z 检验法 

1. 假定条件 
• 是非标志总体，计量结果只有两种情况 
• 大样本 
• 样本比例的抽样分布可用正态分布来近似 

2. 比例检验的 Z 统计量 0

0 0

0 1
1

p
Z N

n

~ ( , )
( )


 





 

0 为假设的总体比例 
3.给定显著性水平α，查表得出相应的临界值 zα或 zα/2 
4.将检验统计量 z 的值与α水平的临界值进行比较，然后作出决策 
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• 双侧检验：当 2z z 时，拒绝 H0 

• 左侧检验：当 z z  时，拒绝 H0 

• 右侧检验：当 z z 时，拒绝 H0 

• 例 3、一种以休闲和娱乐为主题的杂志，声称其读者群中有 80%为女性。为验证这

一说法是否属实，某研究部门抽取了由 200 人组成的一个随机样本，发现有 146 个

女性经常阅读该杂志。分别取显著性水平α=0.05 和α=0.01 ，检验该杂志读者群中

女性的比例是否为 80%？ 
•  
• 解：（1）α= 0.05 
• 提出假设  H0 ： = 80%   H1 ：  80% 
• 根据α= 0.05 查找正态分布临界值,如图 

• 计算 z 检验统计量: 
146 0 73 0 800 73 2 475
200 0 80 1 0 80

200

p z . .. , .
. ( . )


    

 
 

• 作出决策∵│z│=2.475＞
2

1 96z .   

• ∴拒绝 H0 结论: 该杂志的说法并不属实  
•  
• （2）α= 0.01 
• 提出假设  H0 ： = 80%   H1 ：  80% 
• 根据α= 0.01 查找正态分布临界值 

• 计算 z 检验统计量: 
146 0 73 0 800 73 2 475
200 0 80 1 0 80

200

p z . .. , .
. ( . )


    

 
 

• 作出决策∵│z│=2.475＜
2

2 58z .   

• ∴不拒绝 H0 
• 结论: 该杂志的说法属实  
• 例 4、某产品的不合格品率是 8%，企业对该产品的生产设备进行了技术改造，从

改造后的产品中随机抽取 36 件进行检验，发现有次品 1 件，即次品率为 2.778%。

能否认为该次技术改造提高了产品的质量？ （α=0.01）  
• 解：提出假设  H0 ： ≥ 8%     H1 ： ＜ 8% 
• 根据α= 0.01 查找正态分布临界值 
• 计算 z 检验统计量: 

• 0

0 0

0 02778 0 08
1 155

1 0 08 1 0 08
26

p
z

n

. . .
( ) . ( . )


 
 

   
  

 

• 作出决策 

0 1 96.1 96.

0H拒绝 0H拒绝

0 025.0 025.

0 2 58.2 58.

0H拒绝 0H拒绝

0005.0 005.

0 2 58.2 58.

0H拒绝 0H拒绝

0005.0 005.
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• ∵z=-1.155＞
2

2 58z .    

• ∴不拒绝 H0 
• 结论: 该技术改造没有显著地提高产品质量  
•  
•  
•  
•  
•  
•  

 


