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实用线性代数 

第一章 线性代数的初步认识 

第一节  线性变换与矩阵 
一、线性变换 
1、平移变换 
例 1、平移圆

2 2 4x y  ，使圆心变为 3 2( , ) ，求变换后圆的方程 

设
2 2 4x y  上的点P x y( , )平移后变为 ),( yxP  ， 

则
3
2

x x
y y
 

  
=
=

，于是
2 23 2 4x y( ) ( )  + = ，故变换后圆的方程为

2 23 2 4x y( ) ( ) + =  

方程组
3
2

x x
y y
 

  
=
=

叫变换表达式, ),( yxP  叫做P x y( , )的像 

例 1、平移变换
3
2

x x
y y
 

  
=
=

，求下列各点的像 (1) A(3,4) (2) B(-1,1) 

2、旋转变换 

引入(1)把点 A(2,0)绕原点旋转45 , 2 2 2 2
4 4

x ycos , sin       

(2)把 A(2,1)绕原点旋转45 , 2 1cos , sin      

2 2 2
45 45 45 2 1

2 2 2
2 2 3 245 45 45 1 2

2 2 2

x

y

cos( ) (cos cos sin sin )

sin( ) (sin cos cos sin )

    

    

            

             
 

把点 P(x,y)绕原点旋转 得点 ),( yxP  ，求变换表达式 
解:设 x y OP xOPcos , sin ( | |, )          ， 
x x ycos( ) (cos cos sin sin ) cos sin                 
y y xsin( ) (sin cos cos sin ) cos sin                 

故变换公式是
x x y
y x y

cos sin
sin cos
 
 

 
   

＝
 记作 R  

例 1、写出 R 的变换公式  (1) 30   (2) 90    (3) 180    

例 2、写出 30R  的变换表达式,，并求 P(2,3)的像 

3、线性变换:表达式为







dycxy
byaxx＝

的变换叫做线性变换。数表 







dc
ba

叫做线性变换的矩

阵 

例 1、已知线性变换
x x y
y x y
 

   
＝2

，(1)求点 P(3,4)的像(2)写出线性变换的矩阵 

例 2、写出 60R 的矩阵，并求 P(2,3)的象 
*平移变换不是线性变换 
二、重要性变换 

1、旋转变换
x x y
y x y

cos sin
sin cos
 
 

 
   

＝
 

2、反射变换：  
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(1) 点 P(x,y)关于 x 轴的对称点P x y( , )   ，则
x x
y y


   

＝
，矩阵

1 0
0 1
 
  

 

(2) 点 P(x,y)关于 y 轴的对称点P x y( , )   ，则
x x
y y
 

  

-
，矩阵

1 0
0 1
 
 
 

 

(3)一般的反射变换公式 
直线 l过原点，倾斜角为 ，点 P(x,y)关于直线 l的对称点为 ),( yxP  ,  

设
x r
y r

cos
sin





 

，则 

2 2 2 2 2
2 2 2 2 2

x r r x y
y r r x y

cos( ) (cos cos sin sin ) cos sin
sin( ) (sin cos cos sin ) sin cos

       
       

      
       

 

2 2
2 2

x x y
y x y

cos sin
sin cos

 
 

 
   

＝
叫反射变换，其矩阵是

2 2
2 2

cos sin
sin cos

 
 

 
  

 

3、伸缩变换：把点 P(x,y)的横坐标变为原来的 1k 倍，纵坐标变为原来的 2k 倍得 ),( yxP  ，

则
1

2

x k x
y k y


  

＝
叫伸缩变换，其矩阵是

1

2

0
0
k

k
 
 
 

 

4、投影变换 

(1) 点 P(x,y)在 x 轴上的投影得P x y( , )   ，则
0

x x
y


  

＝
，矩阵

1 0
0 0
 
 
 

 

(2) 点 P(x,y)在 y 轴上的投影得P x y( , )   ，则
0x

y y


  

＝
，矩阵

0 0
0 1
 
 
 

 

5、切变变换 

(1)点 P(x,y)沿 x 轴方向平移 yk 个单位得P x y( , )   ，则
x x y
y y
  

  

k
，矩阵

1
0 1

k 
 
 

 

叫平行于 x 轴的切变变换 

(2)点 P(x,y)沿主 y 轴方向平移kx个单位得P x y( , )   ，则
x
y x y


   

＝x

k
矩阵

1 0
1k

 
 
 

 

叫平行于 y 轴的切变变换 

例 1、伸缩变换 ：
3
2

x x
y y


  

＝
(1) 写出伸缩变换 的矩阵(2)求 5 7( , )  

例 2、平行于 x 轴的切变变换 点 2 3A( , )的像 6 3A ( , ) ，求变换 的变换公式及矩阵 
三、矩阵的运算 
1、矩阵的加减 

设 









359
2310

A   









337
448

B 型号 23 矩阵 

则 









6816
6718

BA ， 









022
2-1-2

- BA  

2、矩阵的乘法 











312
2310

A ，


















21
23
12

B   则 









1010
2031

AB , 
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例 1、求BA   
*乘法交换律不成立 

例 2、已知 









43
21

A ， 
2
1

B
 

  
 

，求 AB  

3、数乘向量矩阵 

设 R ， 
a bA c d

   
 

，则，
a bA c d

   
   
 

 

练习 









43
21

A ， 









21
12

B  

求： 2 3A B  
4、相等矩阵：若两个同型矩阵 A 与 B 对应的元素都相等则称矩阵 A 与 B 相等 

例设 






 


0
11

y
x

A ， 






 


q
p

B
2

21
，A=B,求 p,q,x,y 

四、图形的变换 

1、列向量：点 A x y( , )对应于向量OA x y( , )


，本书把向量OA


的坐标写成
x
y

 
 
 

， 

即
x

OA
y

 
  
 


叫列向量 

2、线性变换 ：







dycxy
byaxx＝

就是把向量
x
y

 
 
 

变成
x
y
 

  
， 

即  x ax by xa b
c dy cx dy y

      
            

，这个变换可叫做矩阵 A=  a b
c d 对应的变换 

例 1、已知矩阵
2 1
1 1A     

对应的线性变换是 ,求点 P(3,4)与向量 a 







3

1
的在 作用

下的像 

例 2、求直线 2 4 0x y   被 









10
31

A 对应的线性变换变成的结果 

例 3、设 ABC 中， )2,1(),0,4(),0,2( CBA ，作出 ABC 在切变变换







yxy
xx
2

下 

的图象与面积 

例 4、若 ,a b R ,在矩阵
1

0
a

b
 
 
 

对应的变换直线 1 ,x y a b  变换为自身，求 的值  

解：矩阵
1

0
a

b
 
 
 

对应的变换为
x ax y
y by
  

  
(1)， 

因为直线 1 (2)x y  变换为自身，所以 1x y   （3） 
(1)代入（3）得 1, (1 ) 1ax y by ax b y     即 (4) 

由(1)与(4)对照得 a=1,1-b=-1,故 1, 2a b    
 

例 5、已知矩阵
2 3
1

M
a
 

   
，点 P(2,1)在矩阵 M 所对应的线性变换作用下得到点 (1, 2)P   

(Ⅰ)求a的值(Ⅱ)如图所示，点 A(1,0)，点 C(0,1),单位正方形 OABC 在矩阵 M 所对应的线性变

A 
B C 

O 
x 

y 
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换作用下变成了什么图形？并画出图。 

解：(Ⅰ) 
2 3 2 1

2, 4
1 1 2

a a
a

于是-2+
     

            
 

(Ⅱ) 2 3 0 0
1 4 0 0

     
          

，
2 3 1 2
1 4 0 1

     
           

，
2 3 1 1
1 4 1 3

      
          

，
2 3 0 3
1 4 1 4

      
          

 

于是 O、A、B、C 变换后的像是 O′(0,0),A′(2,-1), B′(-1,3), C′(-3,4) 
单位正方形 OABC 的像是平行四边形 O′A′B′C′，如图 

第二节 复合变与二元一次方程组 
一、两个变换的关系 
1、变换的相等 
若线性变换 ， 对应的矩阵相等，则称变换 与  相等，记作 ＝  
2、复合变换 

引例： )())(( 903060 aRaRR   ，可见先作变换 30R ，再作变换 60R ，相当于是变换 90R  

它叫做变换 30R ， 60R 的复合变换，记为  903060 RRR ＝  
 (1)先作变换 ，再作变换 ，所得的变换，叫做变换 ， 的复合变换，记作    

即 ))(()( aa    

例 1、已知变换 ：







yy
yxx 2＝
，求 








 3

2
90R  

 (2)设变换 ，  的矩阵分别为变换 A，B ,则 a a A Ba AB a( ) ( ( )) ( ) ( )     
   

  
故  的矩阵是 AB  

例 2、已知变换 ：







yy
yxx 2＝
，求(1) 180R   对应的矩阵(2) 180

2
3

R 

 
 
 

  

3、逆变换 
引入把一个向量先转 30 度,再转-30 度,则回到原位 

(1)单位变换：变换 I :







yy
xx＝

叫做单位变换，它的矩阵是 









10
01

2E  

(2)若 I   ,则 与  叫做互为逆变换，记作  ＝，＝ 1-1-  

(3)若 的矩阵是 A，则
1- 的矩阵记为

1-A ，A 1-A = 1-A A= 2E  

例 1、若 的矩阵是 









31
32

A ，求(1) 1-A  (2) 







3
21-  

例 2、设 )0,2(),1,
2
1(),2,1(),0,1( 11 CABA  ． 

求将矩形 OABC变为四边形 111 CBOA 的线性变换对应的矩阵M； 

二、解二元一次方程组 
1、二阶行列式 

设 









dc
ba

A ，则称数 bcad  为 A 的二阶行列式，记作 ＝｜｜
dc
ba

A  bcad   

例 1、计算(1) 
73
43

 (2) 
73
4-1

 

2、用行列式解一元二次不等式 

A

BC 

O
1

3
2

1 x

4
3

1

y
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二元一次方程组







)2(
)1(

222

111

cybxa
cybxa

 

由(1)× 2b ： 122121 cbybbxba  , 
由(2)× 1b ： 212112 cbybbxba   
相减得： 21121221 )( cbcbxbaba   

当 01221  baba 时，
1221

2112

baba
cbcbx




 ，同理
1221

2112

baba
cacay




  

记
22

11

ba
ba

D  ，
22

11

bc
bc

Dx  ，
22

11

ca
ca

Dy     

当 0D 时，
D
Dx x ， 

D
D

y y   

例 2、用行列式法解方程组






22
132

yx
yx

 

练习3 4 18
2 5 11
x y
x y
 
    

三、逆矩阵 
1、 求逆矩阵 

设 









dc
ba

A ，求
1A   

推导：设
1 x yA u v

    
 

，则     1 0
0 1

x y a b
u v c d   

则







0
1

dybx
cyax

，







1
0

dvbu
cvau

， 

1当 0A ｜｜ 时 
dx
A


｜｜

，
by
A



｜｜

，
cu
A



｜｜

，
dv
A



｜｜

 

故  1 1
d b
A A d bA c a c aA
A A

| | | |
| |

| | | |



        
 

，主对调，付变号 

2当 0A ｜｜ 时 方程组无解,于是 A无逆矩阵 

例  









31
32

A ，求
1-A  练习求

12 3
1 2


 
  

 

2、用逆矩阵解二元一次方程组 

方程组







)2(
)1(

222

111

cybxa
cybxa

可记为 

























2

1

22

11

c
c

y
x

ba
ba

 

当 0
22

11 
ba
ba

时， 


























2

1
1

22

11

c
c

ba
ba

y
x

   

例 1、用逆矩阵解方程组






22
132

yx
yx

  练习3 4 18
2 5 11
x y
x y
 
    

例 2、已知 A B与 都可逆求证: 1 1 1AB B A( )    
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*可逆矩阵的几何意义:可逆矩阵把平面的点集 R2 变成 R2,不可逆矩阵把 R2 变成一条直线或

一个点 

*若平行线 1 2l l, 在同一个线性变换下的像为直线 1 2l l,  ,则 1 2 1 2l l l l/ / ,   或 重合  
第三节  特征向量特征方程 
一、齐次线性方程组  

1、定义:形如
0
0

ax by
cx dy

 
  

 的方程组叫齐次线性方程组 

例 1、解方程组 (1)2 3 0
2 0

x y
x y

 
  (2)2 4 0

2 0
x y
x y

 
   

2、方程组
0
0

ax by
cx dy

 
  

解的性质 

(1)当 0a bD c d
  
    时，方程组只有零,两条直线交于原点. 

(2)当 0a bD c d
  
    时，有非零解,两条直线重合.  

二、特征向量与特征值 

引入变换 :
2x x y

y y
  

  
,  2

0a 


,则 a a( ) 
 

 

变换
x y
y x

:
 

  
,    1 1

1 1a b,  
 

,则 a a b b( ) , ( )   
   

 

对于线性变换 当 a a( ) / /
 

即 a a( ) 
 

, aaA  ,则 a叫征向量, 叫特征值 

1、定义:矩阵 A,若存在实数与非零向量a

，使 aaA  ,则 a叫征向量, 叫特征值 

引例、求 










41
21

A 的特征值与特征向量 

解：设特征值，特征向量 0







y
x

a＝  

Aa a
 

，
1 2
1 4

x x
y y

,
     

        
 2

4
x y x
x y y




 
   ， 1 2 0

4 0
x y

x y
( )

( )



  
     

因 0a ，故 0
41

21







， 0652   ， 3,2 21    

当 21  时，  2 0
2 0

x y
x y
 
  ，令 1 0y k  ，得 12x k  

故属于 21  的特征向量为
1

1 1 1
1

2 2
0

1 1
k

k k
k

,
   

     
  


 

当 32  时， 2 2 0
0

x y
x y

 
  ，令 2 2 0x k k( )  ，得 2y k  

故属于 32  特征向量为 2 2 2

1
0

1
k k,
 

  
 


 

2、特征多项式：设
a b

A
c d

 
  
 

，(1) A 的特征多项式
a b

f
c d

( )





 


 
. 
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(2)方程 0f ( )  叫 A 的特征方程，特征方程的根就是特征值 
(3)属于特征值的特征向量是 0a x by( )    的非零解 

例 1、求
2 3
2 1

A
 

  
 

的特征值与及属于每个特征值的一个特征向量 

解：特征多项式
21 2

5 6
1 4

f ( )


  


 
   


 

特征方程是 0652   ， 3,2 21    

当 21  时， 02  yx ，令 1y ，得 2x ,故属于 21  的一个特征向量为 1

2
1


 

  
 


 

当 32  时， 0 yx ，令 1y ，得 1x ,故属于 32  的一个特征向量为 









1
1

2  

例 2、已知 



 1
2α 为矩阵 











41

1 a
A 属于λ的一个特征向量，求实数a，λ的值及 A2。 

解：依题意 A α α ，于是









42
22 a

解得 2,2  a  

故 










41
21

A ， 






























145
101

41
21

41
212A  

例 3、已知矩阵
2
2

a
A

b
 

  
 

的两个特征值分别为 1 21 4   和  

(Ⅰ)求实数 ,a b (Ⅱ)求直线 2 3 0x y   在矩阵 A 对应的变换下的像的方程。 

解：(Ⅰ) 矩阵 A的特征多项式是 

22
( ) ( 2)( ) 2 ( 2) 2 2

2
a

f b a b b a
b


    


 

         
 

  

矩阵 A特征值 1 21 4   ， 是方程
2 ( 2) 2 2 0b b a     ＝ 的根 

于是
1 4 2

1, 3
1 4 2 2

b
b a

b a
  

   

＝
解得

＝
 

(Ⅱ) 

3
2 3 2 3 4
2 1 2

2

x yxx x y
A

y x y x yy

  
                


＝

对应的变换 ,于是

＝

 

代入 2 3 0x y   得
3 3 0,5 7 12 0

4
x y x y x y
              

于是像的方程是5 7 12 0x y    
 
三、计算

nA a


  
1、矩阵与向量的乘法法则 

设
a b x p

A k R
c d y q

, , , 
     

        
     

 
,则 

(1) A k k A( ) ( ) 
 

,(2) A A A( )     
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证
a b kx kax kby ax by

A k k k A
c d ky kcx kdy cx dy

( ) ( ) 
        

                  

 
 

2、特征向量的性质 1 设

是 A的属于特征值的特征向量，则 

(1)则 A k k( ) ( )  
 

   (2) n nA   
 
＝  

证：
1 1 2 2n n n n nA A A A A( ) ( ) ( )           

    
＝  

例 1、 










41
21

A 的特征值 3,2 21   及相应的特征向量是 









1
2

1 ， 









1
1

2  

求(1) 1
3A ，(2) 2

4A   

解：
3 3

1 11

2 16
8

1 8
A   

   
     

   

 
＝  ， 4 4 4

2 22

1 81
1 81

A   
   

   
   

 
＝ ＝3  

3、特征向量的性质 2  若 A 的特征值 1 2 1 2, ,    , 1 2, 
 

分别是属于 1 2,  的特征向量则 

(1) 1 2, 
 

不共线(2) 1 2 1 21 2 1 1 2 2
n n nA k k k k( )       

   
 

证明: 假设 1 2, 
 

共线, 1 2k 
 

, 1 2 1 21 2A Ak k, ,      
   

 

1 11 2 1 2,      
 

与 1 2  矛盾 

例 2、 










41
21

A ,求(1) 







3
44A  (2) 100 11

8
A

 
 
 

 

解: (1) 21 2
5 6

1 4
f ( )


  


 

   


,由 0652   得 3,2 21    

21  对应的特征向量为 1

2
1


 

  
 


, 32  对应的特征向量为 










1
1

2  

因为 1 2

4 2 1
2 2

3 1 1
 

     
      

     

 
＝ ＝  

所以
4 4 44 2 1 194

2 2 3
3 1 1 178

A
       

         
       

＝  

(2) 
101 100

100 100 100 100
100 100

11 2 1 2 1 3 2 5 3
3 5 3 2 5 3

8 1 1 1 1 3 2 5 3
A A { }

            
                               

 

例 3、若 2 1 1 25 6 4 9n n na a a a a, ,     ,求 na  

解： 
2 1 1

1 1 1 2

1 1 2 1

5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 9
0 1 0 1 0 1 0 1 0 4

n n
n n n n n

n n n n n

a a a a a a
a a a a a a

 
  

  

                      
                                      
＝ ＝ ＝  

设
5 6
1 0

A
 

  
 

， 25 6
5 6 0

1
f ( )


  




    


得 1 22 3, ＝ ＝  

当 1 2＝ 时, 2 0x y   ，令 1y  得
1

2
1


 

  
 


，当 2 3＝ 时, 3 0x y   ，令 1y  得

2

3
1


 

  
 

  

1 1
1 1 1

1 1

5 6 9 5 6 2 3 2 3 3 2 3
3 3 2 3

1 0 4 1 0 1 1 1 1 3 2 3

n n n n
n n n

n n
n

a
a

 
  

 

                    
                                         

= +  
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因此
1 13 2 3n n

na
     

例 2、求 Fibonacci 数列 0,1,1,2,3,5,8,13,…的通项公式 

解： 设通项为 nF (n=0,1,2,…)，则
1 1

1 1

1 1
0 1 0

n n n n

n n n n

F F F F
F F F F
 

 

      
             

＝ ＝  

设
1 1
1 0

A
 

  
 

，则
1 1 12

1 2 0

1
0

n n n n n

n n n

F F F F
A A A A

F F F F
 

 

         
           

        
＝ ＝  

由 A的特征方程
21 1

1 0
1

f ( )


  


 
    


得 1 2

1 5 1 5
2 2

, 
 

＝ ＝  

特征向量是方程 0x y   的根，令 1y  得特征向量为
1
 
 
 

， 

1 2
1 2

1 5 1 5
2 21 1
1 1

,
 

 
                       
   

 
＝ ＝   

先把
1

0

1
0

F
F

   
   
  

用特征向量 1 2, 
 

线性表示，设 1 2

1 5 1 51
2 20
1 1

c c
                   
   

＝  

于是 1 2

1 2

1 5 1 5 1
2 2

0

c c

c c

  
 


  

解得
1

2

5
5

5
5

c

c





  

，即 1 2

1 5 5
0 5 5

 
 

 
 

 
＝  

1 1 2
1 2 1 2

1 5 5 5 5
0 5 5 5 1 5 1

n n n n n n

n

F
A A A

F
 

          
          

      

 
＝  

因此 1 2
5 5 5 1 5 1 5

5 5 5 2 2
n n n n

nF [( ) ( ) ] 
 

  ＝  

第二章 线性方程组与矩阵的运算 

第一节 矩阵的运算 
一、线性方程组的几何解释 

例 1、二元一次方程组
2 0

2 3
x y
x y
 


  

的几何解释 

1、方程组的解
1
2

x
y





表示直线2 0x y  和 2 3x y   的交点 1 2( , )  

O x

y

1 2( , )
3

3
2

2 0x y 

2 3x y  
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2、方程组可写成：  

2 1 0
1 2 3

x
y

 
     

          
，记

2 1 0
1 2 3

x
A X b

y
     

          
＝ ， ＝ ， ＝ ，则方程组记为 AX b ＝  

3、方程组也可写成：
2 1 0
1 2 3

x y
     

           
 

其解
1
2

x
y





表示把向量
0
3

b
 

  
 


按基底 1 1

2 1
1 2

 
   

       

 
， 分解的系数， 

即 1 21 2 b  
  

 

例 2、三元一次方程组

2 0
2 1
3 4 4

x y
x y z

y z

 
    
   

的几何解释 

1、方程组的解

0
0
1

x
y
z


 
 

表示三个平面的交点 0 0 1( , , )  

2、方程组也可写成：

2 1 0 0
1 2 1 1
0 3 4 4

x y z
       

                  
              

 

其解的意思是用

2 1 0
1 2 1
0 3 4

     
           
          

， ， 的线性组合表示

0
1
4

 
  
  

时的各分量的系数 

3、方程组可写成：  

2 1 0 0 2 1 0 0
1 2 1 1 1 2 1 1
0 3 4 4 0 3 4 4

x x
A X by y

z z
 ,

            
                           
                       

设 ＝ ， ＝ ， ＝ 方程组记为 AX b ＝  

二、矩阵的行变换初等矩阵  

例 1、解方程组

2 2
3 8 12

4 2

x y z
x y z

y z

  
   
  

 

1、解方程组 

解 1：方程组

2 2 2 2 2
2 2 6 2 2 6 1
4 2 5 10 2

x y z x y z x
y z y z y
y z z z

        
          
         

 

O x

y

2


1
 2

2


b
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解 2：如果分离系数，解 1 的过程可以看成是矩阵的行变换 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
3 8 1 12 0 2 2 6 0 2 2 6
0 4 1 2 0 4 1 2 0 0 5 10

     
             
          

  于是解为

2
1
2

x
y
z


 
  

 

2、方程组的记法 

方程组可记为

1 2 1 2 1 2 1 2
3 8 1 12 3 8 1 12
0 4 1 2 0 4 1 2

x x
A X by y

z z
 ,

          
                    
                    

设 ＝ ， ＝ ， ＝  

方程组记为 AX b ＝ ，

1 2 1
3 8 1
0 4 1

A
 
 
 
  

＝ 叫系数矩阵，

1 2 1 2
3 8 1 12
0 4 1 2

 
 
 
  

叫增广矩阵 

上面的解 2 就是用矩阵的行变换进行消元 
3、矩阵的行变换与矩阵的乘法 

在解 2 中系数矩阵 A 的变换如下 

1 2 1 1 2 1 1 2 1
3 8 1 0 2 2 0 2 2
0 4 1 0 4 1 0 0 5

     
             
          

 

(1)看第一步

1 2 1 1 2 1
3 8 1 0 2 2
0 4 1 0 4 1

   
       
      

 

用单位矩阵

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

左乘

1 2 1
3 8 1
0 4 1

 
 
 
  

还是得

1 2 1
3 8 1
0 4 1

 
 
 
  

，就好象是1 8 8  不会改变乘数 8

的值一样。即

1 0 0 1 2 1 1 2 1
0 1 0 3 8 1 3 8 1
0 0 1 0 4 1 0 4 1

     
          
          

 

1 2 1 1 2 1
3 8 1 0 2 2
0 4 1 0 4 1

   
       
      

是在原来第一、二、三行的基础上，把第二行减去第一行乘以 3 。 

于是左乘单位矩阵

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

是基础，只要把单位矩阵第二行第一列的 0 改成-3 就行了，
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即 21

1 0 0 1 2 1 1 2 1 1 0 0
3 1 0 3 8 1 0 2 2 3 1 0
0 0 1 0 4 1 0 4 1 0 0 1

       
                 
              

，矩阵 叫初等矩阵，记为E 。 

(2) 再看第二步

1 2 1 1 2 1
0 2 2 0 2 2
0 4 1 0 0 5

   
        
      

 

是在原来第一、二、三行的基础上，把第三行减去第二行乘以 2 。 

故要把

1 2 1
0 2 2
0 4 1

 
  
  

左乘单位矩阵

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

的第三行第二列的 0 改成-2 可得

1 2 1
0 2 2
0 0 5

 
  
  

， 

即 32

1 0 0 1 2 1 1 2 1 1 0 0
0 1 0 0 2 2 0 2 2 0 1 0
0 2 1 0 4 1 0 0 5 0 2 1

       
                
               

，初等矩阵 ，记为E  

(3)行变换

1 2 1 1 2 1 1 2 1
3 8 1 0 2 2 0 2 2
0 4 1 0 4 1 0 0 5

     
             
          

 

用矩阵的乘法表示为 32 21A U( ) E E  

4、其它的初等变换与乘法 

1 2 1 3 8 1
3 8 1 1 2 1
0 4 1 0 4 1

   
      
      

就是

0 1 0 1 2 1 3 8 1
1 0 0 3 8 1 1 2 1
0 0 1 0 4 1 0 4 1

     
     
     
          

＝  

1 2 1 1 2 1
3 8 1 3 8 1
0 4 1 0 12 3

   
      
      

就是

1 0 0 1 2 1 3 8 1
0 1 0 3 8 1 1 2 1
0 0 3 0 4 1 0 12 3

     
     
     
          

＝  

5、如何变回去？ 
如何把U 变回 A? 
先看一个 E 如何变回去,  

如 21

1 0 0
3 1 0
0 0 1

 
   
  

E 要变回去，就要把第二行加上第一行乘以 3， 

于是有

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
3 1 0 3 1 0 0 1 0 3 1 0 3 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

,
         
                    
                  

矩阵 是 的逆矩阵  

32 21A U( ) E E ,于是
1 1

21 32A U  E E  
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三、矩阵的乘法 

1、方程组方程组

2 0
2 1
3 4 4

x y
x y z

y z

 
    
   

 

写法 1：

2 1 0 0 2 1 0 0
1 2 1 1 1 2 1 1
0 3 4 4 0 3 4 4

x x
A X by y

z z
 ,

            
                           
                       

设 ＝ ， ＝ ， ＝ ,记为 AX b ＝  

写法 2：

2 1 0 0
1 2 1 1
0 3 4 4
x y z

       
                  
              

  

写法 3： 

 

 

 

1 0

0
1 2 3 1

4

0 1 4

x
y
z
x

- y
z
x
y
z

2
  
    
    

    
         
       

 
  
     
    

＝  

2、乘法的定义 

 

     

34 31 14 32 24 3 4
1

3
n

k k
i

C A B a b a b a b( ) ( )


    ＝ 的第 行 的第4行  

 
3、用 A 乘以 B 的列得 C 的列 

2 2
3 8 12

4 2

x y z
x y z

y z

  
   
  

可写成

1 2 1 2
3 8 1 12
0 4 1 2

x
y
z

    
        
        

 

2 5
3 8 2

4 7

a b c
a b c

b c

  
   
  

可写成

1 2 1 5
3 8 1 2
0 4 1 7

a
b
c

    
        
        

 

这两个方程可合起来写成 

3第 行 

34C ?
A B C

第四列

     
     
     
     
     

  ＝
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1 2 1 2 5
3 8 1 12 2
0 4 1 2 7

x a
y b
z c

 
    
         
        

 

对比知 AB＝C 可以看成用 A 乘以 B 第一列得 C 的第一列，A 乘以 B 第二列得 C 的第二

列，……，A 乘以 B 第 n 列得 C 的第 n 列 

1111 12 11 12

2221 22 21 22

1 2 1 22

pn

pn

m m n nm np

baa a b b
baa a b b

C

a a b ba b

,

  
  
  
  
  
     

 
 

    
 

设 ＝ 则  

111 12 11

221 22 21

1 2 12

n

n

m m nm

aa a b
aa a b

C

a a ba

   
   
   
   
   

     




  


＝ 的第一列，

111 12 12

221 22 22

1 2 22

n

n

m m nm

aa a b
aa a b

C

a a ba

   
   
   
   
   

     




  


＝ 的第二列  

…… 

1111 12

2221 22

1 2 2

pn

pn

m m m np

baa a
baa a

C

a a a b

  
  
  
  
  
     




   


＝ 的第n列  

4、用 A 的行乘以 B 得 C 的行 

1 111 12 11 12

2 221 22 21 22
11 12 1 21 22 2

1 2 1 2

111 12

221 22
1 2

1 2

p p

p p
n n

n n n nnp np

p

p
m m mn

n n np

b bb b b b
b bb b b b

a a a C a a a C

b b b bb b

bb b
bb b

a a a

b b b

,

   
   
            
   
      

 
 
    
 
  

 
 

 
    

 




 
  



则 ＝ 的第一行 ＝ 的第二行

＝C的第n行

5、用分块 
6、在 AB＝C 中，A 的一个元素对 C 供献 

1 11 1 111 1211 11 11 11 12 11 12

221 22
11

1 2

0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

p p p

p

n n np

b a b bb ba a b a b b b
bb b

a

b b b

      
      
             
      
           

  
  

          
  

例1 ＝   
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111 12

2 221 21 22 21 22
21

1 2

00 0 00 0
0 0

0 00 0 0 0

p

p p

n n np

bb b
b ba b b b b

a

b b b

    
    
    
    
    
       

 
 

      
  

例2 ＝  

111 12

2 2 221 22 21 22
2

1 2

0 00 00 0
0 0

0 0 0 00 0

p

p p p
p

n n np

bb b
a b bb b b b

a

b b b

    
    
    
    
    
        

 
 

       
  

例3 ＝  

111 12

221 22
1 2

1 2

p

p
ij ij i i ip

n n np

bb b
bb b

a a b b b

b b b

 
    
    
    
         


 


  

  
 

综上 ＝  

7、在 AB＝C 中，B 的每一个元素对 C 供献 

1111 12

2221 22

1 2 2

0 0

0 0

0 0

jn

jn
ij ij

m m m mj

aaa a
aaa a

b

a a a a

  
    
    
    
            

 


 
 

    
  

综上 ＝b  

四、矩阵的逆与 LU 分解 
1、定义：若 A-1A=I=A A-1 

2、求 









31
32

A 的逆 

2 3 1 0
1 3 0 1

a c
,

b d
     
     
     

设 ＝ 则，得两个方程组
2 3 1 2 3 0
1 3 0 1 3 1

a c
b d

,
           
           
           

＝ ＝  

可以用消元法分别解这两个方程组，也可一起解这两个方程组 

0 1 1 12 3 1 0 1 3 0 1 1 3 0 1 1 3 1 0
1 2 1 21 3 0 1 2 3 1 0 0 3 1 2 0 1 0 1
3 3 3 3

-

- - - -

   
                                 

 

于是
1

1 1
1 2
3 3

-
-a c

A
b d -

         
 

＝  

用消元法求矩阵 A的逆矩阵，  1A I I A     
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3、 1 1 1AB B A( )    

4、 1 1T TA A( ) ( )   

5、有可逆矩阵
2 1 2 1 2 0 1 0 1 01 1 1

4 1 2 1
8 7 0 3 3 0 3 2 0 3 3 0 1

A - -
         

            
         


 

＝ 行2 行 行1 行 行 行2  

11 0 2 1 2 1 2 1 1 2 0
2

4 1 8 7 0 3 0 3 0 0 31
,

                                

第一步 第二步  

综上

1 110 0 1 1 0 2 1 1 0
321 1 1 0 4 1 8 7 0 10 13

                                   

，
1

1 110 0 1 1 0
321 1 1 0 4 10 13

-A
                       

＝  

6、若 32 21E E A U＝ ，则
1 1

21 32A E E U LU  ＝  

例如 21 32

1 0 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0
0 0 1 0 5 1

E - , E
-

   
   
   
      

＝ ＝  

故 32 21

1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 2 1 0 2 1 0
0 5 1 0 0 1 10 5 1

E E - - E
- -

     
     
     
          

＝ ＝ ＝  

1 1
21 32

1 0 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0
0 0 1 0 5 1

- -E , E
   
   
   
      

＝ ＝  

1 1
21 32

1 0 0 1 0 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0 2 1 0
0 0 1 0 5 1 0 5 1

- -E E L
     
           
          

＝ ＝  

7、 n n 矩阵化为U 的运算次数
2 2 2 311 1

3
n n n( )       

8、置换矩阵与矩阵的转置 

 (1)3 3 置换矩阵 P 有，

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 
 
 
  

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 
 
 
  

，

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 
 
 
  

，

1 0 0
0 0 1
0 1 0
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0 0 1
1 0 0
0 1 0

 
 
 
  

，

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 
 
 
  

共 6 个组成一个群, 1 TP P  ， 

(2)n n 矩阵的置换矩阵 P 共有n!个组成一个群，
TP P I  

(3)转置矩阵
Ta c a b

A A
b d c d
   

    
   

，则  

(4)对称矩阵：

1 2 5
2 4 3
5 3 7

A
 
   
  

 

(5)设

1 3
1 2 4

2 3
3 3 1

4 1

T TB B B B,
 

           

则 是对称矩阵  

事实上
T T T T T TB B B B B B( ) ( )   

第二节  线性方程组 
一、齐次线性方程组 

1、齐次线性方程组定义：形如

11 1 12 2 1

21 1 22 2 21

1 1 2 2 1

0
0

0

n n

n

m m m n

a x a x a x
a x a x a x

a x a x a x

   
    


    







的方程组叫做齐线性方程组， 

设

11 12 1 1

221 22 21

1 2 1

0
0

0

0
n

nm m m

a a a x
xa a a

A X

xa a a

, ,

     
     
       
     
     

      







，齐线性方程组记为 0AX   

2、解齐次方程组的研究：

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 2 0
2 4 6 8 0
3 6 8 10 0

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

     (1) 

解：

1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2
2 4 6 8 0 0 2 4 0 0 2 4
3 6 8 10 0 0 2 4 0 0 0 0

A R
     
            
          

为阶梯形矩阵记为  

于是方程组(1)化为
1 2 3 4

3 4

2 2 2 0
2 4 0
x x x x
x x
   


 

即
1 3 2 4

3 4

2 2 2
2 4
x x x x
x x
   


 

 

让取 2 4x x与 取任意的实数，都可以求出 1 3x x与 。例如 2 4 0x x＝1与 ＝ ，得 1 32 0x x,＝- ＝  
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就可得方程组(1)的一个解

1

2

3

4

2
1
0
0

x
x
x
x

   
   
      
   
    

。因此我们称 2 4x x与 为自由变量， 1 3x x与 为主元，

1 3x x与 的系数为主元系数。可以继续用初等行变换化简R  

1 2 2 2 1 2 0 2
0 0 2 4 0 0 1 2
0 0 0 0 0 0 0 0

R
   

       
      

为标准形矩阵，主元系数所在的列中主元系数为 1 

有了标准形矩阵方程组(1)化为
1 2 4

3 4

2 2 0
2 0

x x x
x x
  


 

，即
1 2 4

3 4

2 2
2

x x x
x x
  


 

 

为了写出通解

1

2

3

4

x
x
x
x

 
 
 
 
 
  

，可把
1 2 4

3 4

2 2
2

x x x
x x
  


 

写成

1 2 4

2 2

3 4

4 4

2 2

2

x x x
x x
x x
x x

  
 
  
 

叫标准方程组 

，因此

1 2 4

2 2
2 4

3 4

44

2 2 2 2
1 0

2 0 2
0 1

x x x
x x

x x
x x

xx

         
       
                
       

        

＝ ，令 2 1 4 2x c x c,   

得方程组(1)的通解为

1

2
1 2

3

4

2 2
1 0
0 2
0 1

x
x

c c
x
x

      
     
          
     
      

＝  

3、齐次线性方程组的解法步骤： 
第一步把系数矩阵化为标准形，第二步写出标准方程组写出通解 

例、求线性方程组 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 0
2 3 0

3 8 0
3 9 7 0

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    
    

 

解：

31 0 11 1 5 1 1 1 5 1 1 1 5 1 2
1 1 2 3 0 2 7 4 0 2 7 4 7

0 1 2
23 1 8 1 0 2 7 4 0 0 0 0

0 0 0 01 3 9 7 0 4 14 8 0 0 0 0
0 0 0 0

A
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于是
1 3 4

2 3 4

3
2

7
2

2

x x x

x x x

   

  

，标准组

1 3 4

2 3 4

3 3

4 4

3
2

7 2
2

x x x

x x x

x x
x x

   

  



 

于是通解

1

2
1 2

3

4

3
12

7 2
2 0
1 1
0

x
x

c c
x
x

     
            
    
     
  

＝  

二、非齐次线性方程组： 

1、定义：形如

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 21 2

1 1 2 2 1

n n

n

m m m n m

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

   
    


    







( 1b ， 2b ，…， mb 不全为零) 

的方程组叫做非齐线性方程组 

设

11 12 1 1 1

2 221 22 21

1 2 1

n

n mm m m

a a a x b
x ba a a

A X B

x ba a a

, ,

     
     
       
     
     

         




 


,这个方程组记为 AX B  

2、解非齐次方程组的研究：

1 2 3 4 1

1 2 3 4 2

1 2 3 4 3

2 2 2
2 4 6 8
3 6 8 10

x x x x b
x x x x b
x x x x b

   
    
    

     (2) 

解：

1 1 1

2 2 1 2 1

3 3 1 3 2 1

1 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2
2 4 6 8 0 0 2 4 2 0 0 2 4 2
3 6 8 10 0 0 2 4 0 0 0 03

b b b
b b b b b
b b b b b b

     
     

        
            

 

1 2

2 1

3 2 1

3
1 2 0 2

1
0 0 1 2 2

2
0 0 0 0

b b

b b

b b b

( )

 
 

  
 
   

， 

于是 3 2 1b b b当 ＝ 时  

方程组(2)化为
1 1 2 2 4

3 2 1 4

3 2 2
1 2 2
2

x b b x x

x b b x( )

   



  

，标准组

1 1 2 2 4

2 2

3 2 1 4

4 4

3 2 2

1 2 2
2

x b b x x
x x

x b b x

x x

( )

   
 


  




于是 
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1 2
1

2
2 4

3 2 1

4

3 2 2
0 1 0
1 0 22
2

0 10

b bx
x

x x
x b b
x

( )

                                          

＝ 令 2 1 4 2x c x c,   

得方程组(2)的通解为

1 2
1

2
1 2

3 2 1

4

3 2 2
0 1 0
1 0 22
2

0 10

b bx
x

c c
x b b
x

( )

                                          

＝  

当 1 2 0c c ＝ 时，得方程组(2)的一个特解

1 2

0
2 1

3
0
1 2
2
0

b b

X
b b( )

 
 
 
 

 
 
  

＝  

又 1 2

2 2
1 0
0 2
0 1

X c c*

    
   
    
   
   
   

是齐次方程组(1)
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 2 0
2 4 6 8 0
3 6 8 10 0

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

的通解，由此可见  

非齐次方程组(2)的通解是(2)的特解与齐次方程组(1)的通解之和，即 0X X X *   

3、非次线性方程组的解法步骤： 
第一步把增广矩阵化为标准形，第二步写出标准方程组写出通解 

例、解方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 2 1
2 4 6 8 4
3 6 8 10 5

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

 

解：

1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2 2 2 1 1 2 0 2 1
2 4 6 8 4 0 0 2 4 2 0 0 2 4 2 0 0 1 2 1
3 6 8 10 5 0 0 2 4 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

        
                
              

 

于是 

1 2 4

2 2

3 4

4 4

1 2 2

1 2

x x x
x x
x x
x x

   
 
  
 

故通解是

1

2
1 2

3

4

1 2 2
0 1 0
1 0 2
0 0 1

x
x

c c
x
x

         
       
               
       
        

＝  

三、线性规划的单纯形法 
1、引入新变量化为标准型 
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1

n

ij j i
j
a x b



 可引入 0x  化为
1

n

ij j i
j
a x x b



   

1

n

ij j i
j
a x b



 可引入 0x  化为
1

n

ij j i
j
a x x b



   

若 0j jx h x x h x,    可做代换  

若 0j jx h x h x x,    可做代换  

若 0 0j jx R x x x x x, ,       可做代换  

2、例题 

例 1、 1 2 32z x x xmax      

1 2 3

1 2

1 2 3

2 4
2 6

0

x x x
x x
x x x, ,

  
  
 

   解：化为标准形

1 2 3

1 2 3 4

1 2 5

1 2 3 4 5

2

2 4
2 6

0

z x x x
x x x x
x x x
x x x x x

max

, , , ,

   

   
   
 

 

1 2 3 4

1 2 5

1 2 3

2 1 1 1 0 42 4 2 1 1 1 0 4
1 12 6 1 2 0 0 1 6 1 0 0 3
2 2

1 2 1 0 02 1 2 1 0 0

3 1 3 10 1 1 1 0 1 1 1
2 2 2 2
1 1 1 1

1 0 0 3 1 0 0 3
2 2 2 2
2 0 1 0 1 6 7 10 0 1 7

2 2

x x x x
x x x

zx x x z z

z z

                               
       
   
       
           
     

1 3 4 5

1 2 5

1 4 5

3 1 1
2 2
1 1

3
2 2

7 1 7
2 2

x x x x

x x x

x x x z

    

   


     

令 1 4 5 2 30 3 1x x x x ,x    得 ， 7zmax   

求最大值把 z 表示为常数与非正数的和 
例 2、Min  z=-2x1-3x2 

s.t  

1 2

1 2

1 2

1 2

2
2 10

3 15
0 0

-x x
x x
x x
x ,x

 
  
  
  

  解：化为标准形

1 2 3

1 2 4

1 2 5

1 2 3 4 5

2
2 10

3 15
0

-x x x
x x x
x x x
x ,x x x x, , ,

 
  
  
 

＝

＝

＝
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1 2 3

1 2 4

1 2 5

1 2

2 1 1 1 0 0 2 1 1 1 0 0 2
2 10 1 2 0 1 0 10 3 0 2 1 0 6

3 15 3 1 0 0 1 15 4 0 1 0 1 13
2 3 0 0 0 5 0 3 0 0 62 3

1 10 1 0 4
3 31 1 1 0 0 2

2 1 1 01 0 0 2
3 3

4 0 1 0 1 13
5 0 3 0 0 6

-x x x
x x x
x x x

z zx x z

z

      
                               

 
   

  
 
 
   

＝

＝

＝

2 4 5

1 4 5

3

2 1 0 2
3 3

5 4
0 0 1 5

3 3
1 50 0 0 16
3 3

1 1 3 1
0 1 0 4 0 1 0 3

3 3 5 5
2 1 1 21 0 0 2 1 0 0 4
3 3 5 5

4 3 4 30 0 1 3 0 0 1 3
5 5 5 5

1 5 7 10 0 0 16 0 0 0 17
3 3 5 5

1 3
5

1 2 4
5 5

z

z z

x x x

x x x

x

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

      
   
       

    
    
   
   
     
   

  

  

 4 5

4 5

4 5 1 2 3

4 3 3
5 5

7 1
17

5 5
0 17 4 3

x x

x x z

x x , x ,x ,xmin

,







  


   


  令 ＝ 得z ，此时 ＝ ＝

 

求最小值把 z 表示为常数与非负数的和 
 
第三章、向量空间 
第一节 向量空间 
一、向量空间的认识 

1、引入：在 R2中取两个向量 1 1a x y( , )


， 2 2b x y( , )


，则 

2
1 1 2 2 1 2 1 2a b x y x y x x y y R( , ) ( , ) ( , )      

 
，

2
1 1R a x y R( , )     


设实数 ，则  

因此，集合
2R 对加法与数乘封闭。同样的集合

3R 对加法与数乘封闭。 

2、定义：若非空集合 A 定义了加法与数乘运算，并且对任意的a b A,  ，任意的 R  ，
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都有a b A a A,   成立，则称这个集合 A 叫做向量空间。 

二、运算法则 

1、集合 A 是向量空间的充要条件是：若 1 2 1 2a b A , a b A, , ,       实数 都有 。 

2、若集合 A 是向量空间，则零向量0 a A
 

0＝  

3、向量空间的子空间：若向量空间 A 的非空子集 B 也是向量空间，则 B 叫做 A 的子空间。 
4、子空间举例 

例 1、在 R2的子集 1 2A a a R{ | ( , ), }   
 

是 R2的子空间 

解： 1 2 1 21 2 1 21 2 1 2 1 2a a a a A( , ), ( , ) ( )( , )         
   

，因此 A是向量空间。 

子空间 A构成了一条过原点的以 1 2( , )为方向向量的直线。 

   对向量 1 2( , )有两种看法：第一种看法是，以原点为起点以点 M 1 2( , )为终点的向量，或

把这个向量平移到任何位置。第二种看法是向量 1 2( , )就是点 M 1 2( , )。第二种看法很重要。 

例 2、在 R3的子集 1 2 1 21 10 0 11A a a , , R{ | ( , ) ( , ), }      
 

， 也是 R3的子空间，这个子空

间是一个过原点的的平面。 
三、线性无关与相关 
1、在 R2中不共线的两个向量叫线性无关，共线两个向量叫线性相关。 
2、在 R3中不共线的两个向量叫线性无关，共线两个向量叫线性相关。 
3、在 R3中不共面的三个向量线性无关。共面三个向量中线性相关 

4、若存在不全为零的实数 1 2 n, , ,   使 1 1 2 2 0n na a a     
   

 ，则称 1 2 na a a, , ,
  

 线

性相关 

5、若 1 1 2 2 0n na a a     
   

 ，则必有 1 2 0n      ，则称 1 2 na a a, , ,
  

 线性

无关。 

6、 1 1 2 2 n na a a    
  

 也叫做 1 2 na a a, , ,
  

 的线性组合 

7、基底、维数、秩 
(1)在 R2 中每个向量都可以用两个不共线向量表示，这两个不共线的向量就构成了 R2 的基

底。 
(2)在 R3 中每个向量都可以用三个不共面向量表示，这三个不共面的向量就构成了 R3 的基

底。 
(3)如果向量空间 A 中的每个向量都可以用不共线的 n 个线线无关的向量表示，那么称这 n
个线线无关的向量就构成了向量空间 A 的基底。n 叫向量空间 A 维数或秩。记为 r(A)=n 
 
 
 



 24 

8、坐标： n 维叫向量空间 A 的一个基底是 1 2 n, , ,   ，向量 A  ,若 

1 1 2 2 n nx x x       ，则 1 2 nx x x( , , , ) 或

1

2

n

x
x

x

 
 
 
 
 
 


叫做向量 在基底 1 2 n, , ,   上的

坐标，这时有

1 1

2 2
1 2 1 2n n

n n

x
x

x x x

x

( , , , ) ( , , , )




   



   
   
    
   
   
   

 
 

 

例 1、在基底 }c,b,a{ 下向量m的坐标是(2,3,-1),求m在基底 }cba,ba,a{  下的坐标 

解：因为在基底 }c,b,a{ 下向量m的坐标是(2,3,-1) 

所以m=2a+3b c
   

，设m=xa+y a b z a b c( ) ( )   
      

 

则m= x+y+z a+ y+z b zc( ) ( ) 
   

，对照得
2 1

3 4
1 1

x+y+z x -
y+z y
z z

,
     

     
于是  

因此m在基底 }cba,ba,a{  下的坐标是(-1,4,-1) 

例 2、求实数集上的形如
2ax bx c a b c R{ | , , }   组成线性空间 

(1)若以
21 x x, , 为基底，写出

22 3x x 的坐标 

(2) 若以
21 2 2x x, , ( )  为基底，写出

22 3x x 的坐标 

解：(1) 2 22 3 0 1 3 2x x x x     于是坐标是 0 3 2( , , )  

(2) 2 2 22 3 2 2 11 8 2 2 11 2 14x x x x x x( ) ( ) ( )           

于是
21 2 2x x, , ( )  为基底

22 3x x 的坐标是 14 11 2( , , )  

 
第二节、矩阵的向量空间： 
1、矩阵的列空间： 

齐次方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 2 0
2 4 6 8 0
3 6 8 10 0

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

 的系数矩阵

1 2 2 2
2 4 6 8
3 6 8 10

A
 
   
  

的列向量的线性组合 

设四个列向量 1 2 3 4

1 2 2 2
2 4 6 8
3 6 8 10

, ,   
       
       
       
              

   
＝ ＝ ＝ ， ＝  
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 1 2 3 41 2 3 4M , ,             
     

形成一个向量空间。这个空间叫做由列向量

1 2 3 4, ,   
   

， 生成的 R3的子空间，也可叫做可记作矩阵 A的列空间。记作 1 2 3 4L , ,( )   
   

， ，

或记作C A( )  

由于 A作行初等变换得

1 2 0 2
0 0 1 2
0 0 0 0

 
 
 
  

 于是可知 2 1 4 1 32 2,    
    
＝ ＝-2 因此 1 3, 

 
是列

空间C A( ) 的一个基底，即 1 3C A L ,( ) ( ) 
 

＝ ，列空间C A( ) 的秩 2r C A[ ( )]  是方程组的主

元的个数。 
2、矩阵的零空间 

齐次方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 2 0
2 4 6 8 0
3 6 8 10 0

x x x x
x x x x
x x x x

   
    
    

的通解为

1

2
1 2

3

4

2 2
1 0
0 2
0 1

x
x

c c
x
x

      
     
          
     
      

＝ 组成一个线性

空 间 它叫 做矩 阵

1 2 2 2
2 4 6 8
3 6 8 10

A
 
   
  

的 零空 间记 作

2 2
1 0
0 2
0 1

N A L ,( ) ( )

    
   
   
   
   
   

＝ ， 它的 秩

2r N A[ ( )]  是方程组的自由变量的个数。 

     由于齐次线性方程组的主元与自由变量的总数是方程组的未知数的个数，于是若矩阵

A 有 n 列，则 r C A r N A n[ ( )] [ ( )] ＝  

3、矩阵 A 的行空间与左零空间 

(1) T TC A N A( ), ( ) 分别叫做矩阵 A 的行空间与左零空间。 

(2)设矩阵 A 有 m 列，则
T Tr C A r N A m[ ( )] [ ( )] ＝  

(3) Tr N A r C A[ ( )] [ ( )] 也就是说矩阵的行秩等于它的列秩都，这个秩也叫做矩阵的秩。 

四种空间 
第三节、图与的矩阵 
1、小世界地图 
   图是结点与边组成的集合，从一结点到另一个结点通过边要走几步则这两个结点的距离

就是几，最大距离常常并不大。例如把全世界的人看成结点，两人认识就就把他们连成边，

由于某议员是我的同学因此我与克林屯的距离为 2。我的学生与克林屯的距离不超过 3。 
2、用矩阵表示图 
左图结点数 n=4，边数 m＝5 

2

3

1

4
1

2
3

4

5
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边为行，结点为列 
对于边 1：在结点 1 处流出记为-1，在结点 2 处流入记为 1 
在结点 3 处不关联记为 0，在结点 4 处不关联记为 0，  
于是此图所对应的矩阵为的第一行的元素分别为-1，1,0,0 

对于边 2 类似地得到第二行为 0,-1,1,0；对于边 3 得第三行为-1,0,1,0 

边 4 第四行-1,0,0,1；边 5 第五行,0,0, -1,1 

图矩阵是

1 1 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 0 0 1
0 0 1 1

-
-

A -
-

-

 
 
 
 
 
 
  

   5 4m n    

3、矩阵 A 的零空间(列的零空间) 0AX   

2 1
1

3 2
2

3 1
3

4 1
4

4 3

1 1 0 0
0

0 1 1 0
0

1 0 1 0
0

1 0 0 1
0

0 0 1 1

x x- x
x x-

x
AX x x-

x
- x x

x
- x x

  
           
             
                  

 

此方程组只有一个自由变量令 1 1x  得基础解系

1
1
1
1

 
 
 
 
 
 

，于是通解为

1
1
1
1

X c

 
 
 
 
 
 

 

因为零空间的维数 1N Adim ( )  ， 

所以列空间的维数 4 1 3C A n N A rdim ( ) dim ( ) ( )      矩阵的秩  

如果把 1 2 3 4x x x x, , , 分别看成结点 1,2,3,4 的电势。零空间表示的是每条边的电势代数为零

的条件是每个结点的电势相等 

4、行的零空间 0TA Y   

1
1 3 4

2
1 2

3
2 3 5

4
4 5

5

1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0

T

y
y y y- - -

y
y y-

A Y y
y y y-

y
y y

y

 
       
                    
            

 

 

所以
TA 零空间的维数 5 3 2TN A m rdim ( )       

如果把 1 2 3 4 5y y y y y, , , , 分别看成边 1,2,3,4，5的电流。行零空间表示的是通过每个结点的

2

3

1

4
1y

2y
3y

4y

5y
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的电流代数和为零的条件 

由于矩阵的秩是 3 因此用消元法
TA 第四行要全变为零。如果不用消元法能否很快求出方程

组的解？ 
由于要找的是通过每个结点的的电流代数和为零的解空间的维数为 2,于是基础解系由

两个无关向量构成。 

如果令 4 5 0y y  ，于是只要看回路一，令 1 1y  于是顺边 1流入结点 2 的电流为 1,

于是从结点 2 顺边 2流出的电流也为 1,电流与边 2 同向于是 2 1y  ，于是顺边 3 流入结点 3

的电流为-1,于是一个解

1
1
1

0
0

-

 
 
 
 
 
 
  

。 

如果令 1 2 0y y  ，于是只要看回路二，令 3 1y  同理得 4 1y  ， 5 1y - 于是一个解

0
0
1
1
1-

 
 
 
 
 
 
  

，因此通解是 1 2

1 0
1 0
1 1

0 1
0 1

Y c - c

-

   
   
   
    
   
   
      

 

在每个结点上的电流流入等于流出的电流是基色尔堆霍夫定律 
5、回路与欧拉公式 

由于边 1, 边 2, 边 3 形成回路，于是矩阵 A 的第 1 行，第 2 行，第 3 行相关 

同理矩阵 A的第 3 行，第 4 行，第 5 行相关；第 1 行，第 2 行，第 5 行, 第 4 行相关. 

边 1, 边 2, 边 4 不构成回路且再添一条路就构成回路，于是矩阵 A 第 1 行，第 2 行，第 4

行就是行空间的极大线性无关组，构成了行空间的一个基。没有回路的图叫做树。 

   因为
TN A m rdim ( )  矩阵的秩 ， 

1 1TN A r n N A ndim ( ) dim ( )   独立回路数，m=边数，矩阵的秩 ＝ ＝边数-  

所以 1( )独立回路数=边数- 顶点-  

1 顶点 独立回路数-边数  

如果把最外回路算上得： 2 顶点 总回路数-边数  

这就是空间无洞多面体体的欧拉公式 V+F-E=2（V 顶点数，F 面数，E 棱数） 
6、电学公式 

边上电压e AX ，边上电流Y Ce C( ) 是电阻的倒数 ， 

2

3

1
1y

2y
3y

回路一

3

1

43y
4y

5y
回路二

2

3

1

4
1

2
3

4

5
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无外电源的结点电流 0TA Y  ， 

有外电源的结点电流
TA Y f  

于是
T T Tf A Y A Ce A CAX    

第四节 正交化与正交分解 
一、正交矩阵 
1、广义正交矩阵：若矩阵 A 的列向量两两互相垂直时，则这个矩阵叫做广义正交矩阵。 

设正交矩阵 A 的列向量分别是 1 2 n, , ,  
  

 ，则 0
T

i j i j     
   

 

2、单位广义正交矩阵：若正交矩阵 A 的列向量的模都为 1 时，则矩阵 A 叫单位广义正交矩

阵，常用 Q 表示 
3、正交矩阵：若单位广义正交矩阵 Q 是方阵时，则称矩阵 Q 是正交矩阵 

这时
TQ Q I ，于是

1 TQ Q  ，
1TQ Q( )   

二、投影 

1、投影：
a b a bb b
a b a

| | cos | |
| || | | |


 

  

    
   叫做b


在 a

方向上的投影， 

其几何意义是有向线段 OA 的数量，与a

同向时取正号，与a


反向时取负号 

2、投影向量：如图 p

是b

在a

方向上的投影向量， 

2

a b a a bp a
a a a| | | | | |

 

          

这里
2

a b
a| |

 
 是投影系数 

3、设a b c, ,
  

是 R3的一个单位正交基底，向量 p

在 a b c, ,
  

方向的投影系数分别是 1 2 3k k k, , ，

则 1 2 3p k a k b k c  
   

 

4、施密斯正交化：设a b c, ,
  

是 R3的一个基， 

(1)设 1a a
 

 

(2)在 1L a ,b( )
 

内取 1m a
 

，让b

按 1a


，m


方向分解得 

1
12

1

a bb OD OE a OE
a| |

   

      ，于是取
1

1 12
1

a bb OE b a
a


 

    
＝ ， 

 (3) 在 1 1L a ,b c( , )
  

内取 1 1n L a b( , )
  

，让c

按 1a


， 1b

， n

方向分解得 

b


a


O A

B

b


a
O

p


e


b


1a a
 

O

B
m


c


n


D

E

F
C

G

Q
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1 1
1 12 2

1 1

a c b cc OF OG OQ a b OQ
a b

 
     

         
  ， 

于是取
1 1

1 1 12 2
1 1

a c b cc OQ c a b
a b

 
  

       
 ＝  

(4)则单位正交基底
1 1 1

1 1 1

a b c
a b c

, ,
| | | | | |

  
   为所求 

例、把基底

1

2

3

1 1 0 0
1 0 1 0

1 0 0 1

( , , , )
( , , , )
( , , , )






 
  

单位正交化 

解：正交化

1 1

2 1
2 2 1

1 1

3 1 3 2
2 3 1 2

1 1 2 2

1 1 0 0
1 1

1 0
2 2

1 1 1
1

3 3 3

( , , , )

( , , , )

( , , , )

 
 

  
 
   

   
   


  
     


  

    
 

 

把它单位化，得

1

2

3

1 1 0 0
2 2
1 1 2

0
6 6 6

1 1 1 3
12 12 12 12

( , , , )

( , , , )

( , , , )













 



 


为所求 

 
三、矩阵的正交分解 

1、矩阵的正交化举例：把

1 1
1 0
1 2

A
 
   
  

标准正交化 

解：设

1 1
1 0
1 2

a b,
   
       
      

 
，令 1

1
1
1

a a
 
    
  

 
，

1
1 12

1

1 1 0
30 1 1
3

2 1 1

a bb b a
a

     
               

          

   
＝  
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于是标准正交化后矩阵
1 1

1 1

1 0
3

1 1
3 2

1 1
3 2

a bQ
a b

,
| | | |

 
 
 

   
     
   

 
 
 

 
  为所求 

2、矩阵的正交分解 A=QR 

分别把a,

b

按 1 2

1
03

1 1
3 2

11
23

 

   
   
   
   

   
   
   
     

＝ ， ＝ 分解得 

1
1 1 2 2 1 2

2

T
T T

T

a
a a a

a
( ) ( )


     



 
          

 
        

   

1
1 1 2 2 1 2

2

T
T T

T

b
b b b

b
( ) ( )


     



 
          

 
        

  ，  

于是矩阵 

1 1
1 2

2 2

1
031 1

3 31 1
1 0

3 2 0 21 2
11
23

T T

T T

a b
A a b QR

a b

 
 

 

 
 
                                   
 
 

   
   

    ＝ ＝  

这里

1
03

3 31 1
3 2 0 2

11
23

Q R=

 
 
 

  
    

   
 
 
 

广义单位正交矩阵， 是上三角形矩阵  

这是上三角正交分解，其本质是写出 A的列向量在基底 1 2, 
 

下的坐标，R的第一列是 A的

第一列向量的坐标，R的第二列是 A 的第二列的坐标 
第五节、投影与傅立叶级数 

1、把向量投影到正交基底:设 1 2 n, , ,  
  

 是 nR 的一个正交基底，

是任意一个

向量，设 1 1 2 2 n na a a      
   

 ，则两左乘 1

T



得 
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1 1 1 1 1 1 2
T T T

i ia a a i n, ( , , , )        
     

一般地  

注：
T
a b
 

叫 a b
 
与 的内积记作

T
a b=a b a b=b a,  
       

易知  

2、以函数为向量的内积可类似地可定义为
b

a
f x g x f x g x dx( ) ( ) ( ) ( )    

3、函数基底  ,sin,cos,,2sin,2cos,sin,cos,1 nxnxxxxx 是一个正交基底 

  









dxxnkxnknxdxkx ])cos()[cos(

2
1coscos


















nk
xnk

nk
xnk )sin()sin(

2
1

 

),,3,2,1,(0 nknk  
 

故当 k n 时 kx nxcos cos与 正交，同理可得 k n 时 kx nxsin sin与 正交 

当 k n N,  kx nxsin cos与 正交 

综上  ,sin,cos,,2sin,2cos,sin,cos,1 nxnxxxxx 是一个正交基底 

4、设把函数投影到  ,sin,cos,,2sin,2cos,sin,cos,1 nxnxxxxx 上得 

0 1 1 2 22 2 n nf x a a x b x a x b x a nx b nx( ) cos cos cos cos cos cos           

两边对 1作内积得
2 2 2

0 0 00 0 0

12
2

f x dx a dx a a f x dx( ) , ( )
  




      

两边对 kxcos 作内积得 

2 2 22

0 0 0

1
k k kf x kxdx a kxdx a a f x kxdx( )cos cos , ( )cos

  



      

两边对 kxsin 作内积得 

2 2 22

0 0 0

1
k k kf x kxdx a kxdx b b f x kxdx( )sin sin , ( )sin

  



      

0 1 1 2 22 2 n nf x a a x b x a x b x a nx b nx( ) cos cos cos cos cos cos           

就叫做傅立叶级数 
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第六节、投影与最小二乘法 

1、在平面上的投影向量：如图b

在 1 2L a a( , )

 
是上的投影向量为 p


， 

设
1

1 2 1 21 2
2

x
p x a x a a a AX

x
[ ]

 
    

 

    
，则如图 e b AX , 

 
 

因 1 2e a e a, 
   

，则 1 20 0a b AX a b AX( ) , ( )   
   
  ， 

1

2

0 0
T

T T T
T

a
b AX A b AX A AX A b

a
( ) , ( ) ,

 
      
  


  

  

于是b

在 1 2L a a( , )

 
上的投影系数

1T TX A A A b( )


 

b

在 1 2L a a( , )

 
上投影向量为

1T Tp AX A A A A b( ) 

， 

2、最小二乘法 

回归直线的方程 
设有线性相关系系的变量 x,y 的一组测量值是 

设回归直线的方程
^
y v ux  ，则 

1 1

2 2

3 3

n n

v x y
v x y
v x y

v x y

u
u
u

u

 

 

 

 










则一般性况下这个关于v u, 的方程组是无解的。 

方程组可写成

1 1

2 2

1
1

1 n n

x y
x yv

u
x y

   
            
   
   

 
，即

1 1

2 2

1
1

1n n

y x
y x

v u

y x

    
    
     
    
    

    

 
 

因为

1

2

n

y
y

y

 
 
 
 
 
 


不在列空间中，为了使方程组有最好的近似解我们可以把

1

2

n

y
y

y

 
 
 
 
 
 


投影到列空间

1

2

1
1

1 n

x
x

L

x

,

   
   
   
   
        


中，得

1 1

2 2

1
1

1n n

y x
y x

d
y x

   
               
   
   

 
c

＝ ，则最优解
v
u
 
 
 

＝
d
 
 
 

c
 

 
 
 
 
 

ｘ x1 x2 … xn 
ｙ y1 y2 … yn 
 

b


1a

O

p


2a


e


b


1a

O

p


2a


e
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例如 
 
求回归直线 

解 1：设
^
y v ux  ，则

1 1
2 2
3 2

v
v
v

u
u
u

 

 

 






无解用最小二乘法求最优解，设

1
2
2

Y
 
   
  

在

1 1
1 2
1 3

A
 
   
  

列空间的投影是 AX ，则
T TA AX A Y 下面解此方程组 

因为

1 1 1
1 1 1 3 6 5 3 6 5

1 2 2
1 2 3 6 12 11 0 2 1

1 3 2

TA A Y[ ]
 

                     

 

于是

2
3
1
2

X

 
 
 
 
  

＝ ，即 2 1 2 1,
3 2 3 2

v u y x ＝ , ＝  

解 2：设
^
y v ux  ，则

1 1
2 2
3 2

v
v
v

u
u
u

 

 

 






无解，可用最小二乘法求最优解， 

1
2
2

Y
 
   
  

在

1 1
1 2
1 3

A
 
   
  

上的投影的系数
1T TX A A A Y( )  

因为

1 1
1 1 1 3 6

1 2
1 2 3 6 14

1 3

TA A
 

              

＝ ，所以 1

7 114 61 3
42 36 6 3 11

2

TA A( )
   

         

＝  

又

1
1 1 1 5

2
1 2 3 11

2

TA Y
 

              

，投影系数
1

7 2
1 53 3

111 11
2 2

T TX A A A Y( )
       

      
          

 

故最优解
v
u
 
 
 

＝

2
3
1
2

 
 
 
 
  

   ，回归直线  2 1
3 2

y x   

4、最小二乘法的实质就是：点到直线垂线段最短，点到平面的距离垂线段最短，点到向量

空间的距离也是垂线段最短. 

ｘ 1 2 3 
ｙ 1 2 2 
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由投影的意义知最优解最优解
v
u
 
 
 

＝
d
 
 
 

c
使点

1

2

n

y
y

y

 
 
 
 
 
 


到列空间

1

2

1
1

1 n

x
x

L

x

,

   
   
   
   
        


中的任意一

点

1

2

n

v x u
v x u

v x u

 
  
 
 
  


的距离

2 2 2
1 1 2 2 n nv x u y v x u y v x u y( ) ( ) ( )         取最小值 

5、在列空间的投影矩阵 

向量b

在矩阵 A的列空间的投影向量是

1T Tp AX A A A A b( ) 

 

这里的
1 1T T T TA A A A A A A A( ) ( ) 叫投影矩阵，记为P=  

投影矩阵的性质：
TP P ，

2P P  

第四章、特征向量 

第一节 特征值与特征向量的计算 

一、特征多项式：设
a b

A
c d

 
  
 

，则
a b

f
c d

( )





 


 
叫 A 的特征多项式. 

方程 0f ( )  叫 A 的特征方程，特征方程的根就是特征值 

例 1、求
2 3
2 1

A
 

  
 

的特征值与特征向量 

解：特征多项式
21 2

5 6
1 4

f ( )


  


 
   


 

A的特征方程是 0652   ， 3,2 21    

当 21  时 



























0
0

21
21

y
x

，即 02  yx ，令 1y ，得 2x  

故对应的一个特征向量为 1

2
1


 

  
 


 

当 32  时 



























0
0

11
22

y
x

，即 0 yx ，令 1y ，得 1x  

故对应的一个特征向量为 









1
1

2  

二、计算
nA a


  
1、矩阵与向量的乘法法则 

设
a b x p

A k R
c d y q

, , , 
     

        
     

 
,则 
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(1) A k k A( ) ( ) 
 

,(2) A A A( )     
   

 

证
a b kx kax kby ax by

A k k k A
c d ky kcx kdy cx dy

( ) ( ) 
        

                  

 
 

2、特征向量的性质 1 设

是 A的属于特征值的特征向量，则 

(1)则 A k k( ) ( )  
 

   (2) n nA   
 
＝  

证：
1 1 2 2n n n n nA A A A A( ) ( ) ( )           

    
＝  

例 1、 










41
21

A 的特征值 3,2 21   及相应的特征向量是 









1
2

1 ， 









1
1

2  

求(1) 1
3A ，(2) 2

4A   

解：
3 3

1 11

2 16
8

1 8
A   

   
     

   

 
＝  ， 4 4 4

2 22

1 81
1 81

A   
   

   
   

 
＝ ＝3  

3、特征向量的性质 2  若 A 的特征值 1 2 1 2, ,    , 1 2, 
 

分别是属于 1 2,  的特征向量则 

(1) 1 2, 
 

不共线(2) 1 2 1 21 2 1 1 2 2
n n nA k k k k( )       

   
 

证明: 假设 1 2, 
 

共线, 1 2k 
 

, 1 2 1 21 2A Ak k, ,      
   

 

1 11 2 1 2,      
 

与 1 2  矛盾 

例 2、 










41
21

A ,求(1) 







3
44A  (2) 100 11

8
A

 
 
 

 

解: (1) 21 2
5 6

1 4
f ( )


  


 

   


,由 0652   得 3,2 21    

21  对应的特征向量为 1

2
1


 

  
 


, 32  对应的特征向量为 










1
1

2  

因为 1 2

4 2 1
2 2

3 1 1
 

     
      

     

 
＝ ＝  

所以
4 4 44 2 1 194

2 2 3
3 1 1 178

A
       

         
       

＝  

(2) 
101 100

100 100 100 100
100 100

11 2 1 2 1 3 2 5 3
3 5 3 2 5 3

8 1 1 1 1 3 2 5 3
A A { }

            
                               

 

三、求递推数列 

例 1、若 2 1 1 25 6 4 9n n na a a a a, ,     ,求 na  

解： 
2 1 1

1 1 1 2

1 1 2 1

5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 9
0 1 0 1 0 1 0 1 0 4

n n
n n n n n

n n n n n

a a a a a a
a a a a a a

 
  

  

                      
                                      
＝ ＝ ＝  

设
5 6
1 0

A
 

  
 

， 25 6
5 6 0

1
f ( )


  




    


得 1 22 3, ＝ ＝  

当 1 2＝ 时, 2 0x y   ，令 1y  得
1

2
1


 

  
 


，当 2 3＝ 时, 3 0x y   ，令 1y  得

2

3
1
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1 1
1 1 1

1 1

5 6 9 5 6 2 3 2 3 3 2 3
3 3 2 3

1 0 4 1 0 1 1 1 1 3 2 3

n n n n
n n n

n n
n

a
a

 
  

 

                    
                                         

= +  

因此
1 13 2 3n n

na
     

第二节、对角分解及应用 
一、矩阵的对角分解 












41
21

A 的特征值 3,2 21   及相应的特征向量是 









1
2

1 ， 









1
1

2  

由于
1

1 2 1 2 1 2 1 21 2
2

0
0

A A A


         


                     

       
 

记 1 2

2 1
1 1

S , 
        

 
则

1

2

0
0

AS S



 

  
 

, 1 1

2

0
0

A S S



 

  
 

 

因为
1 1 1

1 2
S ,  

   
所以

1 1

2

0 2 1 3 0 1 1
0 1 1 0 2 1 2

A S S



        

             
 

对角阵
1

2

0
0



 
 
 

常记为，这就是矩阵 A 对角分解：
1A S S    

一般地矩阵 A 的特征值 1 2 n, ,   及相应的特征向量是 1 2 n, ,  
  

 ，记分块矩阵

1 2 nS      
  

 ，

1

2

0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0 n






 
 
  
 
 
 


，则

1A S S    

二、利用对角分解求
nA  

设
1A S S   ，则

2 1 1 2 1 3 2 1 1 3 1A S S S S S S A S S S S S S,             ＝  

可归纳出
1n nA S S    

如
1 2 2 1 3 0 1 1
1 4 1 1 0 2 1 2

      
              

，则 

31 2 2 1 27 0 1 1 54 8 1 1 46 46
1 4 1 1 0 8 1 2 27 8 1 2 19 19

               
                               

 

三、求 aAn  

（ 1）设 A 的特征值是一般地矩阵 A 的特征值 1 2 n, ,   及相应的特征向量是
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1 2 n, ,  
  

 ，设

1

2
1 2 1 21 2 n nn

n

c
c

a c c c

c

[ ]     

 
 
     
 
 
 

      
 


 

再设

1

2
1 2 n

n

c
c

S C

c

[ ],  

 
 
  
 
 
 

  



，则

1n n nA a S S SC S C   


 

（2）递推 1 0k ka Aa a SC,  
  

，则 0
n n

na A a S C  
 

 

例、求 Fibonacci 数列 0,1,1,2,3,5,8,13,…的通项公式 

解： 设通项为 nF (n=0,1,2,…)，则
1 1

1 1

1 1
0 1 0

n n n n

n n n n

F F F F
F F F F
 

 

      
             

＝ ＝  

设
1 1
1 0

A
 

  
 

，则
1 1 12

1 2 0

1
0

n n n n n

n n n

F F F F
A A A A

F F F F
 

 

         
           

        
＝ ＝  

由 A的特征方程
21 1

1 0
1

f ( )


  


 
    


得 1 2

1 5 1 5
2 2

, 
 

＝ ＝  

特征向量是方程 0x y   的根，令 1y  得特征向量为
1
 
 
 

， 

1 2
1 2

1 5 1 5
2 21 1
1 1

,
 

 
                       
   

 
＝ ＝   

先把
1

0

1
0

F
F

   
   
  

用特征向量 1 2, 
 

线性表示，设 1 2

1 5 1 51
2 20
1 1

c c
                   
   

＝  

于是 1 2

1 2

1 5 1 5 1
2 2

0

c c

c c

  
 


  

解得
1

2

5
5

5
5

c

c





  

，即 1 2

1 5 5
0 5 5

 
 

 
 

 
＝  

1 1 2
1 2 1 2

1 5 5 5 5
0 5 5 5 1 5 1

n n n n n n

n

F
A A A

F
 

          
          

      

 
＝  

因此 1 2
5 5 5 1 5 1 5

5 5 5 2 2
n n n n

nF [( ) ( ) ] 
 

  ＝  
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四、微分方程 

解微分方程

1
1 2

2
1 2

2 1
0

0
2

du u u
dt u
du u u
dt

, ( )

        
   



 

解 1：设
1 2

1 2
A

 
   

，把 A 对角分解得
1A S S   ，

1

1 11

2 22

du
u udt A S S
u udu

dt



 
     
      
      
 

于是 =  

1 1

2 2

u z
S

u z
,

   
   

   
作代换 则 

1

1 11

2 22

dz
z zdtS S S S S
z zdz

dt

,

 
     
        
      
 

 

即

1

1

22

dz
zdt
zdz

dt

 
   
     
    
 

就好解了 

由 A的特征方程
21 2

3 0
1 2

f ( ) ,


  


 
   

 
得 

1 20 3 ＝ ， ＝- ，特征向量是方程 2 0x y( )     

当 1 0＝ 时，令 1y  ，得 1

2
1


 

  
 

，当 1＝-3时，令 1y   ，得 2

1
1


 

   
 

1 2

2 1 0 0
1 1 0 3

S , 
                

 
 

故有

1
1

3
1 1 2 2

2
2

0

3

t

dz z
dt z c z c e
dz z
dt

, 


  
  


＝

于是  

于是
1 1 1 3

1 2 1 2
2 2 2

2 1 2 1 2 1
1 1 1 1 1 1

tu z z
S z z c c e

u z z
              

                                
＝ ＝ ＝  

 

由
1

0
0

u( )
 

  
 

得，
1 2

1 2
1 2

2 1 1
3

c c
c c ,

c c





＝
解得 ＝ ＝ 于是

＝0

1 3

2

2 11 1
3 1 3 1

tu
e

u
     

         
＝  
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一般地，微分方程

1

1

22

du
udt A
udu

dt

 
   
    
    
 

的通解是 1 21
1 21 2

2

u
c e c e

u
  

 
 

 

 
＝ ，其中 1 2 ， 是

A的特征值， 1 2, 
 

是相应的特征向量 

这种方法可推广至地形如
du Au
dt



 
的微分方程 

解 2 ：设
1 2

1 2
A

 
   

，由 A 的特征方程
21 2

3 0
1 2

f ( ) ,


  


 
   

 
得

1 20 3 ＝ ， ＝- ，当 1 0＝ 时，得 1

2
1


 

  
 

，当 1＝-3时，得 2

1
1


 

   
 

于是 1 21 3
1 21 2 1 2

2

2 1
1 1

tu
c e c e c c e

u
        

           

 
＝  

当 t=0 时
1 2

1 2
1 2

21 2 1
0

0 1 1
c c

u c c
c c

( )
      

                  
，

1 2
1 2

1 2

2 1 1
3

c c
c c ,

c c





＝
解得 ＝ ＝ 于是

＝0
 

故
1 3

2

2 11 1
3 1 3 1

tu
e

u
     

         
＝  

第四节、马尔可夫矩阵; 

例 1： 考虑某地区农业收成变化的三个状态，即“丰收”、“平收”和“欠收”。记 E1 为“丰
收”状态，E2 为“平收”状态，E3 为“欠收”状态。表 3.7.1 给出了该地区 1960～1999 年

期间农业收成的状态变化情况。试计算该地区农业收成变化的状态转移概率矩阵。 
年份 1960 1961 1962 1963 1964 1965 1966 1967 1968 1969 

序号 
状态 
年份 
序号 
状态 
年份 
序号 
状态 
年份 
序号 
状态 

1 
E1 
1970 
11 
E3 
1980 
21 
E3 
1990 
31 
E1 

2 
E1 
1971 
12 
E1 
1981 
22 
E3 
1991 
32 
E3 

3 
E2 
1972 
13 
E2 
1982 
23 
E2 
1992 
33 
E2 

4 
E3 
1973 
14 
E3 
1983 
24 
E1 
1993 
34 
E1 

5 
E2 
1974 
15 
E1 
1984 
25 
E1 
1994 
35 
E1 

6 
E1 
1975 
16 
E2 
1985 
26 
E3 
1995 
36 
E2 

7 
E3 
1976 
17 
E1 
1986 
27 
E2 
1996 
37 
E2 

8 
E2 
1977 
18 
E3 
1987 
28 
E2 
1997 
38 
E3 

9 
E1 
1978 
19 
E3 
1988 
29 
E1 
1998 
39 
E1 

10 
E2 
1979 
20 
E1 
1989 
30 
E2 
1999 
40 
E2 

 
从表 3.7.1 中可以知道，在 15 个从 E1 出发（转移出去）的状态中， 
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(1)有 3 个是从 E1 转移到 E1 的 
（即 1→2，24→25，34→35） 
 
(2)有 7 个是从 E1 转移到 E2 的 
（即 2→3，9→10，12→13，15→16，29→30，   
  35→36，39→40） 
 
(3)有 5 个是从 E1 转移到 E3 的 
（即 6→7，17→18，20→21，25→26，31→32）  
所以 

11 1 1 1 1
3 0 2000

15
P P E E P E E( ) ( ) .      

12 1 2 2 1
7 0 4667

15
P P E E P E E( ) ( ) .      

13 1 3 3 1
5 0 3333

15
P P E E P E E( ) ( ) .      

同理可得： 

21 2 1 1 2
7 0 5385

13
P P E E P E E( ) ( ) .      

22 2 2 2 2
2 0 1538

13
P P E E P E E( ) ( ) .      

23 2 3 3 2
4 0 3077

13
P P E E P E E( ) ( ) .      

31 3 1 1 3
4 0 3636

11
P P E E P E E( ) ( ) .      

32 3 2 2 3
5 0 4545

11
P P E E P E E( ) ( ) .      

33 3 3 3 3
2 0 1818

11
P P E E P E E( ) ( ) .      

结论：该地区农业收成变化的状态转移概率矩阵为 

0 2000 0 4667 0 3333
0 5385 0 1538 0 3077
0 3636 0 4545 0 1818

P
. . .
. . .
. . .
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状态概率 jπ (k )   ：表示事件在初始（k＝0）状态为已知的条件下，经过 k 次状态转移

后，在第 k 个时刻（时期）处于状态 jE  的概率。 且：
1

1
n

j
j

k( )


  

根据马尔可夫过程的无后效性及 Bayes 条件概率公式，有  

1
1 1 2

n

j j ij
i

k k P j n( ) ( ) ( , , , ) 


     

记行向量 1 2 nk k k k( ) [ ( ), ( ), , ( )]     ，则可以得到逐次计算状态概率的递推公式：

2

(1) (0)
(2) (1) (0)

( ) ( 1) (0) k

P
P P

k k P P




 

  

  


  


    

式中， 1 20 0 0 0n( ) [ ( ), ( ), , ( )]     为初始状态概

率向量。 第 k 个时刻（时期）的状态概率预测  

 如果某一事件在第 0 个时刻（或时期）的初始状态已知，即 0( )  已知，则利用递推公

式式，就可以求得它经过 k 次状态转移后，在第 k 个时刻（时期）处于各种可能的状态的

概率，即 k( )     ，从而就得到该事件在第 k 个时刻（时期）的状态概率预测。 

例 2：在例 1 中，设终极状态的状态概率为 1 2 3[ , , ]    则 

1 2 3 1 2 3

0 2000 0 4667 0 3333
0 5385 0 1538 0 3077
0 3636 0 4545 0 1818

. . .
[ , , ] [ , , ] . . .

. . .
     

 
   
  

 

即

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

0.2000 0.5385 0.3636
0.4667 0.1538 0.4545
0.3333 0.3077 0.1818

   
   
   

  
   
   

 

求解该方程组得： 1 ＝0.3653，   2 ＝0.3525， 3  ＝0.2799。 

 这说明，该地区农业收成的变化过程，在无穷多次状态转移后，“丰收”和“平收”状态

出现的概率都将大于“欠收”状态出现的概率。  

例 3、列和为 1 的马尔可夫矩阵的性质：例如

0 1 0 01 0 3
0 2 0 99 0 3
0 7 0 0 4

A
. . .
. . .
. .

 
   
  

, 

0 9 0 01 0 3
0 2 0 01 0 3
0 7 0 0 6

A I =
. . .

. . .

. .


 
    
  

是奇异的，于是 1是特征向量， 
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A 的它两个特征向量： 1| |<  

于是当 1k ku Au  时 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 1 1 1
n

nu A u c c c c c               

易知 1 1 1 1 1 1A( , , ) ( , , ) ,于是

1 1
1 1
1 1

T

A
   
      
      

，可见

1
1
1

 
 
 
  

是
TA 的属于特征值 1 的特征向量，

易知 A的特征值是一样的 

1

0 9 0 01 0 3 0 6 0 0 6
1 0 2 0 01 0 3 33 0 33

0 7 0 0 6 0 7 0 0 7
A = =

. . . . .
. . .
. . . .


       
              
              

属于的特征向量是什么呢？由于 ，于是

例 4、从麻省到加州的人口变动情况是 

1

0 9 0 2
1

0 1 0 8
k k

u u
A

u u
. .
. .



    
    
    

麻省 麻省

加州 加州

属于的特征向量是什么呢？由于 ， 

原始

0

0
1000

u
u
   

   
  

麻省

加州

，则 1 1 1 2 2 2 1 2

2 1
0 7

1 1
n n n

n

u
c c c c

u
.   

     
        

    

麻省

加州

 

1 2 1 2
0

2 1 1000 1000 2000
1 1 0 3 3

u
c c c c

u
, ,

       
           

      

麻省

加州

 

2 1 21000 2000 10000 7
3 1 3 1 3 1

n

n

u
u

.
       

          
      

麻省

加州

 

第五章、对称矩阵与二次型 

第一节、对称矩阵 

1、对称矩阵：若
TA A ，则称 A 是对称矩阵 

2、设 A 是的 n 阶实对称矩阵，则 A 有 n 个实特征根(包括重根) 

分析：证出在复数范围内 A 的 n 个特征根 i 全是实数，只要证 i 的共轭复数与 i 相等， 

即证 i i   

证明：设 A ＝ ， 

在 A ＝ 两边取共轭得 A ＝  

在 A ＝ 两边取转置得
T T
A ＝  
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在
T T
A ＝ 两边右乘 得

T T
A   ＝  

把 A ＝ 代入
T T
A   ＝ 得

T T
   ＝  

由特征向量非零得内积 0
T

   ，于是 R   ＝ ，  

3、设 A 是对称实对称矩阵，则 A 的属于不同特征值的特征向量必正交 

证明：设 与 分别是属于不同特征值 与 的特征向量，则 A A,     于是 

0
0

T T T

T T T T T T

T T T

T

A
A A A

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

      

          

         

     

 

   



 

于是 ＝ ， ＝

因为 ，于是 ＝ ，

 

4、对称矩阵的正交分解 

例、把

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

A

 
  
 
  

化为对角矩阵 

解：由 

2

3 3 3

1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0 1
1 1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 2

1 1 0 1 1 1 0 1 1 3 0
0 1 1 0 1 1

E A| |

( ) ( ) ( ) ( )

   
  


  

 

 
   

    
   

  
   

   

   
          

 

得 1 3A ,的特征值为  

属于 1特征值为 的独立的特征向量有三个，它们是方程 

1 2 3 4 0x x x x    的解 

求得基础解系是

1

2

3

1 1 0 0
1 0 1 0

1 0 0 1

( , , , )
( , , , )
( , , , )
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把它正交化

1 1

2 1
2 2 1

1 1

3 1 3 2
2 3 1 2

1 1 2 2

1 1 0 0
1 1

1 0
2 2

1 1 1
1

3 3 3

( , , , )

( , , , )

( , , , )

 
 

  
 
   

   
   


  
     


  

    
 

 

把它单位化，得

1

2

3

1 1 0 0
2 2
1 1 2

0
6 6 6

1 1 1 3
12 12 12 12

( , , , )

( , , , )

( , , , )













 



 


 

属于特征值为-3的独立的特征向量有 1 个, 它们是方程组的 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 0
3 0

3 0

x x x x
x x x x
x x x x

    
    
    

求得基础解系是 1 1 1 1( , , , )     

把它单位化，得 4
1 1 1 1
2 2 2 2

( , , , )     

这样得到一组标准正交基 1 2 3 4, , ,    ， 

记
1

1 2 3 4

1 1 1 1
22 6 12

1 1 1 1
22 6 12

2 1 10
26 12

3 10 0
212

TQ Q Q,    

  
 
   
        
 
 
  

则  

又

1
1

1
3

 
 
  
 
  

,于是
TA Q Q   ，由于Q是正交矩阵，于是此分解叫做正交分解 

第二节、二次型 
1、二次型的矩阵表示 

例 1、 2 2 1 0
0 1

x x
f x y x y x y x y

y y
( , ) ( , ) ( , )
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例 2、 2 2 2 2 0
2 3

3 0 3
x x

f x y x y x y x y
y y

( , ) ( , ) ( , )
     

       
     

 

例 3、 2 2 2 5 2 5
2 10 3

5 3 5 3
x y x

f x y x xy y x y x y
y y y

( , ) ( , ) ( , )
    

             
 

一般地
2 22

a b x
f x y ax bxy cy x y

b c y
( , ) ( , )

   
      

   
 

例 5、 2 2 2

2 2
2 3 4 3 3

4 4

x x
f x y z x y z x y z y x y z y

z z
( , , ) ( , , ) ( , , )

     
             
     
     

 

2 2 22 3 4 2 2 2
2 2

3 3
4 4

6 f x y z x y z bxy cyz dzx
x by dz b d x

x y z bx y cz x y z b c y
dz cy z d c z

( , , )

( , , ) ( , , )

     

     
            
          

例 、

 

类似地可以把 n 元 2 次齐次函数(也叫二次型)用矩阵的乘法表示。当中的 n 阶矩阵是对称矩

阵，叫做二次型的矩阵 
2、二次型的变换 

例 1、把
2 22 12 20f x y x xy y( , )    化成只有平方项 

解 1： 2 2 2 2 2 2 22 12 20 2 6 9 2 2 3 2f x y x xy y x xy y y x y y( , ) ( ) ( )        ＝  

令
1

1

3x x y
y y
 




，则 f x y( , )化为
2 2

1 1 1 1 12 2f x y x y( , )    

解 2：这个过程也可如下实现、
2 6
6 20

x
f x y x y

y
( , ) ( , )

   
   

   
 

它的矩阵
2 6
6 20

A
 

  
 

  

2 6 1 0 2 6 1 0 2 0 1 3
6 20 3 1 0 2 3 1 0 2 0 1

A
           

             
           

，设
1 3
0 1

C
 

  
 

,则 

于是
T x

f x y x y C AC
y

( , ) ( , )
 

  
 

,设 1
1 2

2

Tx x
C x x x y C

x y
, ( , ) ( , )

   
   

  
则 =  

得 f x y( , )化为
1 2 2

1 1 1 1 2 1 1
2

2 0
2 2

0 2
x

f x y x x x y
x

( , ) ( , )
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例 2、把
2 22 2 6f x y x xy y( , )    化成只有平方项 

解 1： 2 2 2 262 2 6 2 2
2

f x y x xy y x y y( , ) ( )    ＝  

令 1

1

6
2

x x y

y y


 


 

，则 f x y( , )化为
2 2

1 1 1 1 12 2f x y x y( , )    

解 2： 
2 6

6 1

x
f x y x y

y
( , ) ( , )

   
    

   
 

它的矩阵
2 6

6 1
A

 
  
  

  

1 0 1 0 62 6 2 02 6 1
26 6 0 20 21 16 1 0 12 2

A
                                            

，设

61
2

0 1
C

 
   
  

,

则作变换
1

1 2
2

Tx x
C x x x x C

x y
, ( , ) ( , )

   
   

  
则 =  

得 f x y( , )化为
1 2 2

1 1 1 1 2 1 1
2

2 0
2 2

0 2
x

f x y x x x y
x

( , ) ( , )
  

       
 

解 3：先求
2 6

6 1
A

 
  
  

的特征向量，由 1 2

2 6
0 4 1

6 1
= =,


 



 
 

 
得 ，  

当 1 4= 时，得特征向量 1
3
2


 

  
 

，当 2 1=  时，得特征向量 2
2

3


 
   

 

于是 1
3
2


 

  
 

与 2
2

3


 
   

垂直，单位化后 1

3
5
2
5



 
 
 
 
  

， 2

2
5

3
5



 
 
 
   

 

则

3 2 3 2
2 6 4 05 5 5 5

0 16 1 2 3 2 3
5 5 5 5

A
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作变换
1

2

3 2
5 5
2 3
5 5

x x
x y

,

 
 

             
  

则  

f x y( , )化为
1 2 2

1 1 1 1 2 1 1
2

4 0
4

0 1
x

f x y x x x y
x

( , ) ( , )
  

       
 

解法 3 用的单位正交变换把 f x y( , )化为对角型，这是最好的一个做法 

一般地，二次型

1

2
1 2 1 2n n

n

x
x

f x x x x x x A

x

( , , , ) ( , , , )

 
 
   
  
 

 


 

由于对称矩阵 A 可正交分解，即存正交矩阵Q使
TA Q Q   

于是

1 1

2 2
1 2 1 2 1 2n n n

n n

x x
x x

f x x x x x x A x x x Q Q

x x

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

   
   
        
      
   

  
 

 

做代换

1 1

2 2

n n

y x
y x

Q

y x

   
   
      
      
   

 
，则 

1

2
1 2 1 2 1 1 2 2n n n n

n

y
y

f x x x y y y k y k y k y

y

( , , , ) ( , , , )

 
 
       
  
 

  


 

例如二次形 
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1

2
1 2 3 4 1 2 3 4

2

4

1 2 3 4

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

1 1 1 1 1 1 0 0
22 6 12 2 2

1 0 0 01 1 1 1 1 1 2
00 1 0 022 6 12 6 6 6

0 0 1 02 1 10
2 0 0 0 36 12

3 1
0 0

212

x
x

f x x x x x x x x
x
x

x x x x

( , , , ) ( , , , )

( , , , )

  
        
       

  
 

      
  
        

 
  

1

2

2

4

1 1 1 3
12 12 12 12

1 1 1 1
2 2 2 2

x
x
x
x

 
 
 

                
  

    
 
 
 
 
 
作代换 

1 1

2 2

3 3

4 4

1 1 0 0
2 2

1 1 2 0
6 6 6
1 1 1 3
12 12 12 12

1 1 1 1
2 2 2 2

y x
y x
y x
y x

 
 
 

                       
    

    

， 

1

2 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

3

4

1 0 0 0
0 1 0 0

3
0 0 1 0
0 0 0 3

y
y

f x x x x y y y y y y y y
y
y

( , , , ) ( , , , )

  
  
       
       

＝  

由此可见二次形可通过正交变换化为只含平方项，且系数为二次型矩阵的的特征向量 
第三节、正定二次型与极值 
一、 正定二次型 
1、正定二次型 

设 实 二 次型 1 2 nf x x x( , , , ) ， 若 对 任意 一 组不 全 为零 的实数 1 2 nc c c, , , 都 有

1 2 0nf c c c( , , , )  ，则称这个二次型及其它的矩阵是正定的。 

正定二次型的判定 1：当且仅当二次形的矩阵的特征值全为正时为正定二次形 
2、正定二次型的判定 
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例 1、 2 2 2 2 2 2 22 12 20 2 6 9 2 2 3 2f x y x xy y x xy y y x y y( , ) ( ) ( )        ＝  

是正定二次型。它的矩阵
2 6
6 20

A
 

  
 

上面的配方过程与高斯消元是一回事 

2 6 1 0 2 6
6 20 3 1 0 2

A
     

      
     

    2 22 3 2x y y( )   

 

由此可见 f x y( , )配方后平方项的系数为矩阵 A 的主元，于是矩阵 A 正定的充要条件是它

的所有主元应为正数。又由于
2 6

det det 2 2
0 2

A
 

 
 

＝ ＝ 为主元的乘积。于是所有主元应为

正数等价于矩阵 A 的顺序子式都大于零。 

2 6
6 20

A
 

  
 

的顺序主式有两个，   2 6
det 2 2 0,det 2 2 0

0 2
 

   
 

＝ ＝  

例 2、判定矩阵

2 1 0
1 2 1

0 1 2
A

 
    
  

是否正定 

解 1：的顺序主式分别为   2 1
det 2 2 0,det 0

1 2
 

   
＝ ＝3  

2 1 0
2 1 1 1

1 2 1 2 1 2 3 2 4 0
1 2 0 2

0 1 2
det det ( ) det ( )

 
                           

＝  

于是 A 正定 

解 2：

2 1 0 2 1 0
2 1 0

3 3
1 2 1 0 1 0 1

2 2
0 1 2 0 1 2 50 0

2

 
       

                      
 

主元全正于是 A 正定 

此矩阵对应的二次型为
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 32 3 4 2 2f x x x x x x x x x x( , , )       

方程
2 2 2

1 2 3 1 2 2 32 3 4 2 2 1x x x x x x x    ＝ 表示的图形是一个椭球 

三条轴的方向为三个特征向量的方向长度为特征值 
二、 二元函数极值 
1、几何理解 
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类比上面可微二元函数 ( , )z f x y 的极值要找到平行于平面 xoy 的切面，于是可从

( , ) 0, ( , ) 0x yf x y f x y＝ ＝ 求驻点 0 0( , ) ( , )x y x y ，再看切面有没有被函数 ( , )z f x y 的图象

穿越定出极大值点，极小值点，或鞍点。 
2、代数理解 

求出驻点 0 0( , )x y 后，由 ( , )z f x y 的二次近似得 

0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

2 2
0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( )
2 2

1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
2 2
, ( )

1 (
2

x y

xx xy yy

xx xy yy

xx

f x y f x y f x y h f x y k

f x y h f x y hk f x y k o h k

f x y f x y h f x y hk f x y k o h k

h x x k y y o h k

h k f x

  

    

     

   这里 ＝ ，由于 可忽略，于是

只要看 ， 的二次函数 2 2
0 0 0 0 0 0

1, ) ( , ) ( , )
2xy yyy h f x y hk f x y k 

的符号来确定极值的情况

 

3、二元二次齐次式的分类 
2

2 2 2 2 2 2
2

4
( , ) ( ) [( ) ]

2 4
b c b ac bf x y ax bxy cy a x xy y a x y y
a a a a


      ＝ ＝  

1°当中括号内是实数的平方和，这时
24 0ac b   

2°当中括号内是实数的平方差，这时
24 0ac b   

3°当中括号内是退化为
2( )

2
bx y
a

 ，这时
24 0ac b   

4、回到 2 
可向微函数数 ( , )f x y 由 ( , ) 0, ( , ) 0x yf x y f x y＝ ＝ 求临界点 0 0( , ) ( , )x y x y  

设 ( , ) , ( , ) , ( , )xx xy yyf x y A f x y B f x y C＝ ＝ ＝   

(1)当 2 24 0ac b AC B    时， 
1°若 0A  ,则 0 0( , )x y 是极小值点，2°若 0A  ,则 0 0( , )x y 是极大值点 

(2)当 2 24 0ac b AC B    时， 0 0( , )x y 是鞍点 

(3)当 2 0AC B ＝ 时，不能判定 
 

例 1  求函数 f(x,y)=x
4
+y

4
-x

2
-2xy-y

2
的极值． 

 解  fx(x,y)=4x
3
-2x-2y=0，fy(x,y)=4y

3
-2x-2y=0， 

     得驻点（1，1），（-1，-1），（0，0）。 

 判断：求二阶偏导 fxx(x,y)=12x
2
-2, fxy(x,y)=-2, fyy(x,y)=12y

2
-2， 

 在点（1，1）处，A=fxx(1,1)=10, B=fxy(1,1)=-2，C=fyy(1,1)=10． 

  因 B
2
—AC<0，且 A>0，  故 f(1,1)= -2 为极小值． 类似可得 f(-1,-1)= -2 为极小值． 

在点（0，0）处，A=B=C= -2，B
2
-AC=0，此时应用极值定义判断 f(0,0)=0 是否为极值． 

对足够小的正数，有  f(，0)=2（2-1）<0, f(，-)=24>0 
这说明在点（0，0）的任一邻域内，既有函数值大于 

f(0,0)的点，又有函数值小于 f(0，0)的点，故 f(0，0)非极值. 

例 2、求二元函数
2( , ) (4 )z f x y x y x y     在直线 6x y  ， 

x轴和 y轴所围成的闭区域D上的最大值与最小值. 

解：先求函数在D内的驻点， 
x

y

o

6x y 

D
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解方程组

2

2 2

( , ) 2 (4 ) 0

( , ) (4 ) 0
x

y

f x y xy x y x y
f x y x x y x y

     
     





 

得区域D内唯一驻点 (2,1) ,且 (2,1) 4f  , 
再求 ( , )f x y 在D边界上的最值，在边界 0x  和 0y  上 ( , ) 0f x y  , 

在边界 6x y  上，即 6y x  于是
2( , ) (6 )( 2)f x y x x   , 

由 
24 ( 6) 2 0xf x x x     ,得 1 20, 4x x  (舍去 x1) 46 | 2,xy x     (4, 2) 64,f    

比较后可知 (2,1) 4f  为最大值, (4, 2) 64f   为最小值. 

例 3、设一般的二元函数 f x y( , ) (不一定是二次型) 

当 0x yf f  ，且
xx xy

xy yy

f f
f f

 
 
  

正定时，有最小值。 

第四节、奇异分解 

1、定义：设 A 是一个矩阵，若存在正交矩阵V和U使
TA U V  这种分解叫奇异分解 

当 A 是对称的，则对称分解
TA Q Q  就是奇异分解，若 A 不是对称的前面讲过的

1A S S   就不一定是奇异分解，因为 S 不一定是正交的。 

2、奇异分解的U V, ,  

设
TA U V  ，则

T TA V U   

2T T T TAA U V V U U U     这是
TAA 的对称分解 

2T T T TA A U U V V V     这是
TAA 的对称分解 

于是只要能把
TAA 与

TAA 做对称分解就能完成奇异分解 

例 1、把
4 4
3 3

A
 

   
做奇异分解 

解：

2
4 4 4 3 32 0 1 0 32 0 1 0
3 3 4 3 0 18 0 1 0 10 18

TAA
          

                        
 

于是
1 0 32 0
0 1 0 18

U ,
  

     
    

 

2
1 1 1 1

4 3 4 4 25 7 32 02 2 2 2
4 3 3 3 7 25 1 1 1 10 18

2 2 2 2

TA A
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于是

1 1
2 2
1 1
2 2

TV

 
 
 
   

，综上

1 1
1 0 32 0 2 2
0 1 1 10 18

2 2

TA U V

 
                   

 

事实上

1 1
2 2
1 1
2 2

TV

 
 
 
   

是
4 4
3 3

A
 

   
的行空间的单位正交向量的矩阵 

1 0
0 1

U
 

  
 

是
4 4
3 3

A
 

   
的列空间的单位正交向量的矩阵 

例 2、把
4 3
8 6

A
 

  
 

做奇异分解 

解：
4 3
8 6

A
 

  
 

的行空间由 4 3 构成单位化后
4 3
5 5
 
  

，零空间是
3 4
5 5
   

 

于是

4 3
5 5
3 4
5 5

TV

 
 

  
   

 

4 3
8 6

A
 

  
 

的列空间由
4
8
 
 
 

构成单位化后

1
5

2
5

 
 
 
 
  

，零空间是

2
5
1
5

 
 
 
   

 

于是

1 2
5 5

2 1
5 5

U

 
 
 
   

 

4 8 4 3 80 60
3 6 8 6 60 45

TA A ,
     

      
     

特征值125，0  

于是

1 2 4 3
125 05 5 5 5

2 1 3 40 0
5 55 5

TA U V U
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第六章、线性变换 
第一节、线性变换及性质 
一、线性变换的概念 
1、变换：一个非空集合 M 到 M 的映射叫做 M 内的变换 

2、设 T 是向量空间V 上的变换，若对任意向量 , V   , k F数域 ,都有 

 )()()(  TTT  ， )()(  kTkT  ，则称T 为向量空间V 中的线性变换。 

二、线性变换的性质 

1、 0)0( T ， )()(  TT   

2、 )()()()( 22112211 nnnn TkTkTkkkkT     

3、设向量组 n ,,, 21  线性相关，则向量组 )(),(),( 21 nTTT   也线性相关。 

三、线性变换的运算 

1、线性变换的和： )()())(( 2121  TTTT   

2、线性变换的积： ))(())(( 2121  TTTT   

3、数乘变换： )())((  TT   

4、线性变换T 可逆时，逆变换
1T    都是线性变换。 

5、线性变换的多项式：  01
1

1)( aaaaf m
m

m
m  

   

例．R是实数域，  RcbacbaRX  ,,),,(3  

（1） 当 cba ,, 同号或至少一个为零时，令 ),,(),,( cbacba   

当 cba ,, 不全同号时，令 ),,(),,( cbacba   

（2）设 1 2 3 1 2 3( , , ), , ( , , )a a a V x x x      ，令 

),,()( 122131132332 1
xaxaxaxaxaxa   

问  , 是V 的线性变换吗？若是V 的线性变换，求出它在基 321 ,,  下的矩阵，这里

)0,0,1(1  )1,0,0(),0,1,0(, 32   是
3R 的标准基。 

解：（1）是变换，但不是线性变换，如令 )1,2,1(),3,2,1(   有 

( ) ( 1, 2, 3) ( 1,2, 3), ( ) (1, 2, 1)             ， 
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)2,4,2()2,4,2()(   ， 

)4,0,0()()(   。 

（2） 变换，是线性变换，在基 321 ,,  下的矩阵是






















0
0

0

12

13

23

aa
aa
aa

 

第二节  线性变换的矩阵 

一、设 是 V 的一个线性变换， n ,,, 21  是 V 的一个基，且 

nnaaa  12211111)(    

nnaaa  22221122 )(    

  

nnnnnn aaa   2211)(  

记 ))(),(),((),,,( 2121 nn     

 Annn ),,,())(,),(),((),,,( 212121              （*） 

其中

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 
 
 
 
 
 




   


叫线性变换 在基 n ,,, 21  下的矩阵。 

例 1、线性空间 R2上的线性变换 :  2 3
2

x x y
y x y
  
    

(1)求 在基 1 2
1 0
0 1,           

下的矩阵 

(2)求 在基 1 2
1 0
1 1,            

下的矩阵 

解：（1）因
2 3
1 2

x x
y y
     
          

，故 
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1 1 2 1

2 1 2 2

1 2 1 2

1 2

2 3 1 2 220 1 11 2
2 3 0 3 33 21 2 21 2

2 3
1 2

2 3
1 2

( ) , ( )

( ) , ( )

( ) ( )

     

     

     

  

                       
                        

 
         

 
  

的坐标

的坐标

于是

因此， 在基 ， 下的矩阵是 ，(注：这个矩阵是变换的自然矩阵)

 

(2) 

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2 1 2

2 3 1 5 1 0 55 6 5 61 1 1 1 61 2
2 3 0 3 1 0 33 5 3 51 2 1 1 51 2

5 3
6 5

( ) , ( )

( ) , ( )

( ) ( )

     

     

     

                                      
                                          


       

的坐标

的坐标

于是

1 2

5 3
6 5

  


 



 
  

因此， 在基 ， 下的矩阵是

 

注：同一个变换在不同的基下的矩阵不同，变换 1 2  在基 ， 下的矩阵是由 

1
5
6( )   
  

的坐标 与 2
3
5( )   

  
的坐标 合并而成 

例 2、线性空间
2f x f x ax bx c a b c R{ ( ) | ( ) , , , }    上的线性变换是求导数， 

求这这个变换在基
21 x x, , 下的矩阵 

解：因 

2

2

2 2

1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0

2 0 1 2 0

x x
x x x
x x x x( )

     
     
     

故所求的矩阵是

0 0 0
1 0 0
0 2 0

 
 
 
  

 

二、线性变换在不同的基下的矩阵的关系 

1、设 1 2 n, , ,   和 1 2 n, , ,   是数域P上 n维线性空间 V 的两组基 

线性变换 在 1 2 n, , ,   下的矩阵为 A, 在 1 2 n, , ,   下的矩阵为 B 

若 1 2 1 2n n T( , , , ) ( , , , )       ,则 

1 2 1 2 1 2
1

1 2 1 2
1

n n n

n n

B T
AT T AT

B T AT

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )
( , , , ) ( , , , )
          
      



 
 



  
 

于是
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2、矩阵的相似 

 对数域P上的两个矩阵 A,B，若存在可逆矩阵 T 使得
1B T AT ，则称矩阵 A 与 B 相似 

3、同一线性变换在不同基下的矩阵是相似的，反之亦然 

例 3.、线性变换 在基 4321 ,,, eeee 下的矩阵为




















3121
1352
2103
1021

，求这个线性变换在以

下基下的矩阵 

（1） 4231 ,,, eeee ； 

（2） 4321321211 ,,, eeeeeeeeee  。 

解： （1）由题设得  43211 23)( eeeee   

4312 252)( eeee   

4323 3)( eeee   

43214 32)( eeeee   

        即  

1 1 3 2 4

3 3 2 4

2 1 3 4

4 1 3 2 4

( ) 2 3
( ) 3
( ) 2 5 2
( ) 2 3

e e e e e
e e e e
e e e e
e e e e e






   
  

  
   

 

  在基 4231 ,,, eeee 的矩阵为




















3211
2013
1532
1201

 

（2） 解法一： )()()()( 432143213212111 eeeexeeexeexexe   

即 443432432143214321 )()()(23 exexxexxxexxxxeeee   

于是得 1,1,1,2 4321  xxxx  

)()()(2)( 43213212111 eeeeeeeeeee   

同理可以求得 )(3)(4)(4)( 43213212121 eeeeeeeeeee   

        )(4)(6)(8)( 4321321211321 eeeeeeeeeeeee   
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)(7)(4)(7)( 4321321214321 eeeeeeeeeeeee   

  在基 4321321211 ,,, eeeeeeeeee  下的矩阵为






















7431
4641
7841

0102

 

解法二 : 设  在基 4321321211 ,,, eeeeeeeeee  之下的矩阵为 B , 则

APPB 1 ,其中P是由基 4321 ,,, eeee 到基 4321321211 ,,, eeeeeeeeee  的

过 渡 矩 阵 , A 是  在 基 4321 ,,, eeee 的 矩 阵 , 即





















1000
1100
1110
1111

P       






















3211
2012
1533
1201

A  

则   






















 

7431
4641
7841

0102

1APPB  

第三节 其它 
一、线性变换的值域与核及其求法 

 ( ) ( )V V         值域记为， )(mI  

 V  ,0)()0(1 ,记为 )ker(  

1） 1( ), (0)V  
都是V 的子空间  

2）设V 是P上的线性空间，则 nIm  )ker(dim)(dim   

例 4. 设 4321 ,,,  是数域P上四维线性空间V 的一个基，已知线性变换 在此基下的 

矩阵为























2122
5521
3121
1201

，求 的值域与核。 
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解：由核的定义，得方程组

1 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 0
2 3 0

2 5 5 0
2 2 2 0

x x x
x x x x
x x x x
x x x x

  
    
    
    

，解之得 

1 2
3( 2, ,1,0), ( 1, 2,0,1)
2

        

1
1 2(0) ( , )L     

又

1 1 2 3 4

2 2 3 4

3 1 2 3 4

4 1 2 3 4

2
2 2 3
2 5

3 5 2

   
   
    
    

   
   
    
    

  

 1 2 3 4, , ,    的秩为2 ，且 1 2,  线性无关 

1 2 3 4 1 2( , , , ) ( , )V L L         

二、特征向量的性质 

2） nmijaA  )( 的全部特征值 n ,,, 21  ，则 Aa n

n

i
ii

n

i
i 



 21
11

, ； 

3） 是可逆矩阵 A的特征值， x是对应的特征向量，则 0 且
1

是

1A 的一个特征值； 

4） 是 A的一个特征值，则
m 是

mA 的一个特征值； 

5） 属于不同特征值的 特征向量线性无关。  

例 5.设 是R上线性空间
3R 的线性变换,  

3( , , ) , ( ) ( , , ) (2 , 2 3 , 3 )x y z R x y z y z x y x y             ,求 的特征根与特征

向量. 

解; 取 3R 的一个基 )1,0,0(),0,1,0(),0,0,,1( 321   , 

)0,3,1()(
)3,0,2()(
)1,2,0()(

3

2

1









    



















031
302
120

),,())()()(( 321321  ,则 在此基下的 

矩阵为




















031
302
120

,由 )14(14
31

32
12

23 


 





 AE  

ii 14,14,0 321   ,它们是 A的特征根, 在R内的特征根为 0 . 
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    对于 0 ,求齐次线性方程组

1

2

3

(0 ) 0
x

E A x
x

 
   
 
 

的一个基础解系为 )2,1,3(  ,于是 A

的属于 0 的全部特征向量为  0,)2,1,3(  kRkk ,而 的属于 0 的全部特

征向量为 023 321  且Rkkkk  . 

例 6、.求方阵


























122221

1432
1321

nnnnn

nn
nn

A







的特征多项式 )2( n    

分析，关键是求 kS 。 

解： 从 A 的最后一列开始，逐列减去相邻的前一列，得

111

1113
1112
1111








n

A  ，容易看出

A的秩 2 ，所以当 3k 时， 0kS ，因此特征多项式
1

2
1

1)(   nnn SSf  ， 





n

i
niS

1

2
1 )12( ，再计算 2S ，取 A的第 k 行，第 k i 行，第 k 列，第 k i 列，得二

阶主子式 

22 1 2 1
, ( 1, 2, , 1; 1,2, , )

2 1 2 1 2
k k i

i k n i n k
k i k i

  
     

   
   

于是 

21 2
2 2

2
1 1

1 1 ( 1)( 1)( 1) [( 1) (2 1) ( 2)( 1)(2 3) 1 2 3]
6 6 2

n n

i i

n n nS i i n n n n n n
 

 

 
                     

所以特征多项式为 

2
2 1 2( 1)( 1)( )

12
n n nn n nf n     

    

五、设 n ,,, 21  是数域P上 n维线性空间 V 的一组基，在这组基下，每个线性变换按公

式 )( 对应一个 nn 矩阵，这个对应具有以下性质： 

1、线性变换的和对应与矩阵的和； 
2、线性变换的积对应与矩阵的积； 
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3、线性变换的数量乘积对应与矩阵的数量乘积； 
4、可逆的线性变换与可逆矩阵对应，且逆变换对应与逆矩阵。 
例 7.设V 是 n维线性空间,证明: V 中任意线性变换必可表为一个可逆线性变换与一个幂等

变换( 是幂等变换,即 满足  2 )的乘积. 

证 取V 的一组基 n ,,, 21  ,设 是V 的任意线性变换,且 

Ann ),,,(),,,( 2121       ① 

其中 A为 n阶矩阵. 

  设秩 rA  ,那么存在可逆矩阵 QP, ,使 Q
E

PA r










00
0

 

  BCQ
E

QPQA r 















 

00
01   其中 PQB     Q

E
QC r









 

00
01  

2 1 1 10 0 0
0 0 0 0 0 0
r r rE E E

C Q Q Q Q Q Q C       
        

     
       即C为幂等矩阵

 

再作V 的两个线性变换如下 

 B),,,(),,,( 3213211                 ② 

Cnn ),,,(),,,( 21212                 ③ 

则  BCnn ),,,(),,,)(( 212121           ④ 

   又①②③④   21     其中 1 为可逆变换， CC  2
2

2
2 ( )  

四、不变子空间 

1、定义：令 V 是数域 F 上一个向量空间,σ是 V 的一个线性变换.如果 W W( )  .，那么

W 就叫做σ的一个不变子空间 
2、性质：设 V 是数域 F 上一个 n 维向量空间，σ是 V 的一个线性变换。假设σ有一个非

平凡不变子空间 W，那么取 W 的一个基 1 2 r, , , ,   再补充成 V 的一个基

1 2 1r r na, , , , , , .       由 于 W 在 σ 之 下 不 变 ， 所 以                               

1 2 r( ), ( ), , ( )      仍 在 W 内 ， 因 而 可 以 由 W 的 基  1 2 r, , ,                       

线性表示。我们有：  
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1 11 1 21 2 1

1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

r r

r r r rr r

r r r r r r r r n r n

n n rn r r n r nn n

a a a

a a a
a a a a

a a a a

, , , ,

,

( ) ,

( ) ,
( ) ,

( ) .

    

    
     

     

      

 

   


   
     


     




 

 

 

因此，σ关于这个基的矩阵有形状 1 3

2

A A
A

o A
,

 
  
 

 

这里

11 1

1

1

r

r rr

a a
A

a a

 
   
 
 


  


是 w| 关于 W 的基 1 2 r, , ,   而 A 中左下方的 O 表示一个                

n r r( )  零矩阵由此可见，如果线性变换σ有一个非平凡不变子空间，那么适当选取 V 的

基，可以使与σ对应的矩阵中有一些元素是零。特别，如果 V 可以写成两个非平凡子空间

的 1 2W W与 直和： 1 2V W W ,  那么选取 1W   的一个基 1 2 r, , ,               和 2W

的一个基 1r na, , .    凑成 V 的一个基 1 2 n, , , ,              当 1 2W W与  都在σ之下

不变时，容易看出，σ关于这样选取的基的矩阵是
1

2

A o
A

o A
,

 
  
 

这里 1A  是一个 r 阶矩

阵,它是 1w| 关于基 1 2 r, , ,   的矩阵，而 2A    是 n–r 阶矩阵，它是 2w|      关于

基 1r na, ,     的矩阵。  

一 般 地 ， 如 果 向 量 空 间 V 可 以 写 成 s 个 子 空 间  1 2 SW W W, , ,                      

的直和，并且每一子空间都在线性变换σ之下不变，那么在每一子空间中取一个基，凑成 V
的一个基，σ关于这个基的矩阵就有形状 
  

1

2

0

0 s

A
A

A

.
.

 
 
 
 
 
 
 
 

这里 i iA W|是 关于所取的 iW 的基的矩阵. 

例 8 、设  是实数域 R 上 n 维线性空间 V 的线性变换， R 试证 V 的子集

}0)({   nVW 是 的不变子空间。 

证 ： 先 证 W 是 的 V 子 空 间 ， RkW  ,,, ， 因 为
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 nnn )()()()(  ，所以 W  。 

0))(()()(   nn kk ，所以 WWk , 是V 的子空间。 

 又对于 0)0()()()()(   nn xW   W )(  

 W 是V 的不变子空间。 

例 9、.设 )(xf 是树域P上的二次多项式，在P内有互异的根 21 , xx ， 是数域P上线性空

间V 的线性变换， )2,1(  ixi 且 0)( f ，证明 21 , xx 是 的特征根，而 V 可分解为

 的属于 21 , xx 的特征子空间的直和。 

证：设 ),0(),)(()( 21 Paaxxxxaxf  ，则   0)()( 2  xxaf  ，因 

022  xx  ，存在 0,   V ，使 0))(( 2   x ，令 ))(( 2  x ，则 

0)(0))()(()( 211   xxx ，所以 11 , xx   是 的特征根。同理可

证 2x 也是 的特征根。 

  其次，存在 ][)(),( xPxvxu  ，使 1)()(0()( 21  xvxxxuxx  

lxvxux  )()()()( 21  V

2121 )()()()(   vxuxl  ，其中  )()( 11 vx  ， 

 )()( 12 ux ，而 

0)0)(()])()()[(()())(()( 212111   vxxvvxxx  

1)ker( 11 xVx   ，同理 2)ker( 22 xVx   ，从而 21 xx VVV  。 

  若 21 xx VV  ，则 0)()( 21   xx   21 xx  ，故 

0)( 21  xx ，由 21 xx    ， 0 ，故  021 xx VV  ，从而 21 xx VVV  。 

第七章 行列式 

第一节 行列式的概念 

1、 11 12
11 22 21 12

21 22

a a
a a a a

a a
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2、
11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31 13 32 21 13 22 31 12 21 33 11 32 23

31 32 33

a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a
a a a

       

3、
1 2

1 2 2

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2 2

1 2

( 1)
n

n

n

n n nn

t
j j j

j j j
n

a a a
a a a

a a a

a a a






  


 
是

， ， 的排列

， 

1 2 2 123t j j j n 是排列 每次交换两个元素变到排列 的交换的次数  

例 1、用定义计算

1 0 1
2 1 1
4 2 2

D   

解： 11 22 33 2a a a  ，列号排列 123 添正号，t=0, 添正号 

11 23 32 2a a a  ，列号排列 132，把 32 交换得 123, t=1,添负号， 

12 21 33 12 23 31 0a a a a a a    

13 21 32 4a a a  ，列号排列 312，31 交换得 132, 32 交换得 123, t=2,添正号， 

13 22 31 4a a a  ，列号排列 321，32 交换得 231, 31 交换得 213, 21 交换得 123,t=3,添负号， 

于是 2 2 0 0 4 4 0
1 0 1
2 1 1
4 2 2

D         

二、行列式的性质 

性质 1  行列式的所有的行与对应的列互换，行列式的值不变,即 TD D  

性质 2  行列式的任意两行(列)互换，行列式仅改变符号  

11 12 13 21 22 23

21 22 23 11 12 13

31 32 33 31 32 33

=
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

  

性质 4  行列式中某一行(列)各元素的公因子可以提到 
行列式符号外面  

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

ka ka ka a a a
a a a k a a a
a a a a a a

  

推论 1  行列式某一行(列)各元素均为零，行列式为零． 
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性质 5  把行列式某一行(列)的各元素同乘以 k 后加到另一行对应元素上，行列式的值不变 

2 1
11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 11 22 12 23 13

31 32 33 31 32 33

r kr
a a a a a a
a a a a ka a ka a ka
a a a a a a



    

利用行列式的性质，计算行列式的值  

例 1、

2 1 3
8 1 7
1 0 1

D


  

解
2 1

10
2 1 3 2 1 3 2 1 3
8 1 7 10 0 10 1 0 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1

r r

D 0


 
  

   

三、行列式按行(列)展开  
1、余子式与代数余子式  

在 n 阶行列式中，把元素 ija 所在的第 i 行、第 j 列划去，余下的 n-1 阶行列式叫做元素 ija  的

余子式．记为 ijM  ，  1 i j
ijM 称为 ija 的代数余子式 记为  1 i j

ij ijA M   

12

22

11 13 14

21 23 24

3

41 43 44

1 32 33 34

42

a
a

a

a a a
a a a

a
a

a
a a

a
a

32a 代数余子式为 3 2
11 13 14

32 21 23 24

41 43 44

( 1)A
a a a
a a a
a a a

   

2、按行展开 

1 1 1 2 1 3
11 12 13

11 12 13
22 23 21 23 21 22

21 22 23
32 33 31 33 31 32

31 32 33

( 1) ( 1) ( 1)a a a
a a a

a a a
a a a a a a

a a a
a a a

a a a

         

= 11 22 33 12 23 31 13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32a a a a a a a a a a a a a a a a a a      

按列展开也类似 

例 3、计算行列式 

1 0 2 0
1 2 3 1

0 1 1 2
2 1 0 3

D 





 

 
解  注意到第一行有两个 0，按第一行展开，得  

     1 1 1 3
2 3 1 1 2 1

1 1 1 1 2 2 1 0 1 2 18
1 0 3 2 1 3

D  


           



 65 

四、用递推法计算行列式 
例1 求行列式的值： 

                 （1） 

的构造是：主对角线元全为 ；主对角线上方第一条次对角线的元全为 ，下方

第一条次对角线的元全为1，其余元全为0；即 为三对角线型。又右下角的（n）表示行

列式为 n阶。 

解 把类似于 ，但为 k阶的三对角线型行列式记为 。 

把（1）的行列式按第一列展开，有两项，一项是 

 
另一项是 

 

上面的行列式再按第一行展开，得 乘一个 n – 2阶行列式，这个 n – 2阶行列式和原行列

式 的构造相同，于是有递推关系： 

                （2） 

移项，提取公因子 β： 

 

类似地： 
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（递推计算） 

直接计算 

 

若 ；否则，除以 后移项： 

 
再一次用递推计算： 

 

∴ ， 当 β≠α    （3） 

当 β=α，从 

 

从而 。 

由（3）式，若 。 
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∴  
  
注 递推式（2）通常称为常系数齐次二阶线性差分方程. 
 
例2 计算 n阶范德蒙行列式行列式 

 
解: 

 

 

即 n阶范德蒙行列式等于 这 n个数的所有可能的差 的乘积 
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例3：计算行列式 

 
解 

 

 

①×（x + a）    

②×（x – a）    

 
例4 计算行列式 

 
分析：这个行列式的特点是除对角线外,各列元素分别相同.根据这一特点,可采用加边法. 
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解  

 

  
 


