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廖老师网上千题解答分类十、超纲立几 

56、在立体几何中有一个 cosαcosβ=csoγ 的公式（求夹角的公式） 
另外还有一个 sinαsinβ=sinγ  两个式子中字母代表的量不同，请问在 sin 的
公式中各字母代表什么量？ 
答：如图，三棱锥 A—BCD中， BCDAB 面⊥ ， 

°=∠ 90BCD ， 设 α=∠ABD , β=∠ABC , θ=∠ACD , ϕCBD∠  

则 θsin =
β
α

sin
sin

， ϕcos =
α
β

cos
cos  

57、   四面体 P—ABC中， 0CPA 6∠ = °，  
BPC 45∠ = °， 0APB 3∠ = °，PA=1，PB=2，PC=3， 
求此四面体体积 

解：作 OPACBO 于面⊥ ,设 α=∠BPO  

则 APO∠cos = =
∠

αcos
cos APB

αcos2
3
① 

APO)-(60cos ∠° = =
∠

αcos
cos BPC

αcos2
2
② 

即： POcos
2
1 A∠ APOsin

2
3

∠+ =
αcos2

2
③ 

把①代入③得 

αcos2
3 + 3

α2cos4
31− =

αcos
2  

解得
3

65cos2 −
=α ，

3
651sin 2 −

−=α
3

26 −
=  

αsinBPBO = =
3

262 −  

PACBV - = BOAPBPCPA •∠• sin
3
1 = •°•• 60sin31

3
1

3
262 − =

3
3629 −

=  
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242、斜三棱柱 ABC-A1B1C1的底面是边长为 5 的正三角形，侧棱长为 4，侧棱
AA1与底面两边 AB,AC都成 60°，求这个三棱柱的侧面积。 
 

解：作 ABCOA 面⊥1 ，则 °=∠=∠ 30CAOBAO  

CAOAOA ∠=∠ coscos 1 4
3cos 1 =∠• ACA  

高 11 AAOA = 13
4
134sin 1 =•=∠• ACA  

体积= =•• 13)5
4
3(

3
1 2

12
3925  

321、正四棱锥 S—ABCD中，P是棱 SC上的点，SP：PC=1：2，M，N分别是

棱 SB，上的 SD点，BM=DN，当 SA//平面 PMN时，求MN：BD的值。 
四棱锥怎么画啊？ 
解：分别取 BO和 SC的中点 O、E 
连 OE，则 SA∥OE，故 SA∥面 EBD 
分别取 SB和 SD的中点M、N 
由于 SP：PC=1：2 
则MP，PN分别为△SBE和△SDE的中位线 
故面 PMN∥面 EBD 
SA∥面 PMN，符合条件 
这时MN：BD=1：2 

 

381、正四面体 ABCD体积为 1，其中心为点 O，正四面体 A‘B’C‘D’与正四面

体 ABCD关于点 O对称，则这两个正四面体公共部分体积为多少(竞赛) 

去 2去八个角，每角角体积
27
1

 

故要去
27
8
，余下(2-

27
8

)÷2=1 =−
27
4

27
23
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499、VA是直角三角形 BVC所在平面外的射线，∠BVC= 09 °， 
∠AVB=∠AVC= 60°。求：VA与平面 BVC所成的角。(立几) 

解：作 VBCAO 面⊥ 于点O ,则 

∠AVO为 VA与平面 BVC所成的角 
因为∠AVB=∠AVC= 60° ,∠BVC= 90°  
所以∠OVB=∠OVC= 45°  
作 VBOD ⊥ 于点D ,连 AD,则 VBAD ⊥  
设 2=AV ， 
由 AVDRt∆ 得 1=VD  

由 OVDRt∆ 得 2=VO  

由 AVORt∆ 得∠AVO＝ 45°  

501、有一点 S出发作三条射线 SA、SB、SC，若∠ASB=60°，∠ASC= 60°， 
∠BSC= 60°。求 SA与平面 SBC所成的角。(立几) 

解：作 OSBCAO 于面⊥ ,设 θ=∠ASO   

α=∠CSO ,则 α−°=∠ 90BSO  

)90cos(cos60cos αθ −°=° αθ sincos=  

αθ coscos45cos =°  

则 αsin = =
°

θcos
60cos

θcos2
1
① 

αcos = =
°

θcos
45cos

θcos2
2
② 

由①2+②2得 

即： 
θ2cos4

1 1
cos4

2
2 =+
θ

 

1
cos4

3
2 =
θ

，
4
3cos2 =θ ，

2
3cos =θ ， °= 30θ  

653、一长为 a的木梁，其两端悬于两条相平行，长度都为ｂ的绳索下，木梁处
于水平位置，若把木梁绕其中轴转动一个角度θ ，问木梁升高多少(立几) 

22 )
2

(aCB = −+ 2)
2

(a
θcos)

2
(2 2a  

222 CBbh −=  

−= 2b )cos1()
2

(2 2 θ−
a  

−= 2b
2

sin 22 θa  

木梁升高了 =− hb
2

sin 222 θabb −−  

O
D

A

C

B

V

θ

90°-α

α

45°

60°

S

B

C

A

O

D

C

hha/2

a/2 N

M

BA

a/2

a/2
θ

b
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659、已知射线 OA,OB,OC 两两相交成的角都是 06 ° ,在 OA 上有一点 P,并且
OP=m，P在平面 BOC内的身影为 H,求 PH. (立几) 
解：作 OBHD ⊥ 于点D ,连 PD,  

因 OBCPH 面⊥ ,则 OBPD ⊥  

因为∠AOB=∠AOC=∠BOC= 06 °  
所以∠HOD=30度 
因 mPO = ， 

由 PODRt∆ 得
2
mOD =  

由 ODHRt∆ 得
3

mOH =  

由 POHRt∆ 得 mPH
3
6

=  

712、在正方体 ABCD-A1B1C1D1中，设线段 A1C与平面 ABC1D1交于 Q，求证：: 
B、Q、D1共线? (立几) 

证明：设 A1DI AD1=M，B1CI BC1=N 

MN，则面 ABC1D1 I A1B1CD= MN 

在矩形 A1B1CD中，设 A1C I MN= Q1 

由于 MQA1∆ ≌ ACNQ∆ ，于是Q是MN的中点 

在矩形 ABC1D1中，设 D1BI MN= Q2 

同理可证 Q2是MN的中点，于是 Q1与 Q2重合 
因为MN ⊂平面 ABC1D1，因此 Q1与 Q重合 
因为 B、Q2、D1是矩形 ABC1D1的对角线 BD1上的三点 
所以 B、Q2、D1三点共线 
于是所以 B、Q、D1三点共线 
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714、正方体在正方体 ABCD-A1B1C1D1的棱长为 a, M、N分别是线段 AA1、D1C1

的中点，过 D、M、N三点的平面与正方体上底面相交于直线 l 
（1） 画出直线 l的位置 
（2）设 l∩A1B1=P，求 P B1的长 
（3）求 D1到 l的距离(立几) 
解：（1）延长 DM、D1A1交于 E点，连 EN 
则直线 EN就是所求的直线 l 
（2）设 l∩A1B1=P， 
由于M是线段 AA1的中点 
故 A1E=AD=a＝D1A1 

于是 A1P= aND
4
1

2
1

1 = ，所以 P B1 a
4
3  

（3）作 lQD ⊥1 于点 Q,则 QD1 为所求的距离 

a
aa

aa

QDED

QDEDDQ
17

172

)
2
1()2(

2
12

22
2

1
2

1

11 =

+

•
=

+

•
=  

724、如图，P是 ABC∆ 所在平面外一点，PA、PB、PC两两垂直，PH⊥平面 ABC， 

求证： 2222

1111
PHPCPBPA

=++ (推理与证明) 

思考过程：此题有点难 
（1）先退化为平面的问题；P 线段 BC 外一点，PB⊥PC， PH⊥BC，求证：

222

111
PHPCPB

=+  

证明：
BCCHBH

BC
BCCHBH

BHCH
CBCHBCBHPCPB ••

=
••

+
=

•
+

•
=+

1111
22  

2

11
PHCHBH

=
•

=  

（2）回到原题，如图 

设直线 MBCAH =I ，因 PA⊥PB， PA⊥PC 

故 PA⊥面 PBC，于是，PA⊥BC 
由 PH⊥平面 ABC，得 PH⊥BC 
因此 BC⊥平面 PAM，于是 BCPM ⊥  
由（1）得 

222

111
PMPCPB

=+  

222

111
PHPAPM

=+ ，因此 222222

111111
PHPMPAPCPBPA

=+=++  

 
 
 

E

lQ

N

M

P

D1 C1

B1

D
C

BA

A1

H M

C

B

A

P



 6

725、已知正方形 ABCD，沿对角线 AC将△ADC折起，设 AD 与平面 ABC所
成的角为α ，当α 取最大值时，二面角 B-AC-D等于多少？为什么啊？(立几) 
 
 
 
 
 
 
解：设正方形 ABCD的边长为 1，拆起后D到面 ABC的距离DO  
取 AC的中点M ，连DM  

则
2
2sin ＝DMDO

DA
DO

≤==α ，当且仅当， MO与 重合时，
2
2sin 最大＝α ， 

此时 °45最大＝α ， ⊥DM 平面 ABC，二面角 B-AC-D= °90  

732、正方形边长为 4，E是 AB的中点，F为 BC上的动点，将 AED∆ 和 CDF∆  

沿 DE，DF折起，使 A、C重合于 1A ，求 1A 到面 EFD的距离的最大值。(立几) 

 
 
 
 
 
 
 
 

解：先看图（2）设拆起后 1A 到面 EFD的距离 OA1 ，作 EDGA ⊥1 于G  

则
5

54
52
42

DE
11

11 =
×

=
•

=≤
DAEAGAOA  

当且仅当， GO与 重合时，
5

54
1 最大＝OA ， 

此时，直线 DA1 在面 EFD上的射影为 ED 

因 FADAEADA 1111 , ⊥⊥ ，故 EFADA 11 面⊥ ， EFDA ⊥1  

由三垂线定理得， EFDE ⊥  

再看图（1）得 AED∆ ∽ BFE∆ ，于是
AD
AE

BE
BF

= ，
4
2

2
=

BF
， 1=BF  

综上所述，当 1=BF 时，起后 1A 到面 EFD的距离
5

54
1 最大＝OA  

D

CB

A

M
O

A

D

B

C

F

E

A

B C

D

（图 1） 

G

O
E D

F

A1

（图 2） 
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734、二面角 βα −− l = °90 ， α∈A ， β∈B ，设直线 AB与α ，β所成的角分别

为 1∠ 和 2∠ ，则 1∠ + 2∠ = °90 吗？为什么？(立几) 
解： 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
讲解：（1） 1∠ + 2∠ 有可能等于 °90 如图 1 
（2）一般的情形如图 2，放到长方体中考虑如图 3 

d
ba 22

1cos +
=∠ ，

d
a

=∠2sin ， aba ≥+ 22  

所以 2sin1cos ∠≥∠ ，即 2sin)190sin( ∠≥∠−° ， 

又因为 ]90,0[2,190 °°∈∠∠−°  

所以 2190 ∠≥∠−° ， °≤∠+∠ 9021  
736、已知三棱锥 ABCD中，AB=AD=BC=AC=1，求全面积的最大值。(立几) 
解： 
  
 
 
 
 
 
 
 
要使 ABCD − 全面积最大就要，使侧面积最大 
把作出侧展开图，是五边长都为 1的五边形，因此为正五边形时侧面积最大 
 
、 
 

α

β

A

B

∠1

∠2
∠2

∠1

B

A

β

α

d
c

b

a

B1 B3

B2

A3 A2

A1

α
β

A

B

∠1

∠2

（图 1） （图 2） 

（图 3） 

1 1

1

1

D

C

B

A

1

1

1

1

1

A

C

D

A

B
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737、求证：球面上两点 A、B，在球面上从 A 到 B 的路径中，过 A、B、O 三
点的大圆在球面上截得的弧长最短。(立几) (高考不要求) 
提示:外凸线大于内凸线 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
751、请问一个截面截正方形,怎么能截出六边形,为什么不能截出 5边形呢? 
解答：请看图(立几) 
 
 
 
 
 
 
 
 

758、在三棱锥 P-ABC中，PA=PB=PC=3，AB=BC= 2 3，面 PAC垂直于面 ABC，

求直线 AC交面 PCB的角度(立几) 
解：取 AC中点 O，连 PO，因 PA= PC 
故 PO⊥AC 
因面 PAC⊥面 ABC 
故 PO⊥面 ABC 
因 PA=PB=PC 
故 OA=OB=OC  
于是∠ABC=90° 

故 AC= 62 ，取取 PD中点 D，连 PD， 

PD⊥BC，作 ON⊥PD，则 ON⊥面 PCB 
于是∠OCN为所求的角 

在 Rt△ONC中，OC= 6，ON=
2
6

6
33

22
=

•
=

+

•

ODOP
ODOP  

sin∠OCN=
2
1

6
2
6

==
OC
ON

，∠ONC=30° 

n
m

BA

D

C

BA

N

D

O

3 3

2 3

3

2 3

C

B

A

P
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807、若棱台的上下底面积分别是 S、S'，则棱台的中截面面积是? (立几) 

解：设中截面面积是 0S 则 

由于 11000 :::: BABAABSSS =′  

)(
2
1

1100 BAABBA +=  

因此 )(
2
1

0 SSS ′+=  

2
0 )(

4
1 SSS ′+=  

846、在四棱锥 P-ABCD中，PC⊥平面ABCD，四边形ABCD为正方形，PC=AB=1，
E，F分别是 PA，PC的中点，求异面直线 BE与 DF间的距离？(立几) 
题示：想到此图是正方体的殘缺图 
平移 DP到 HG 
则 DP∥面 HGB 
于是 D到面 HGB的距离为所求 
接着在四棱锥 D- HGB中用体积法求出 
是 D到面 HGB的距离 
 
 
 

907、(立几) 
在三棱锥 ABCP − 中， BCAB ⊥ , kPABCAB == ， 

点 O是 AC的中点， ABCPO 面⊥ ，当 k为何值时 

点 O在面 PBC上的射影是 PBC∆ 的重心，为什么？ 
解：取 BC的中点 D，连 PD，在 PD上取点 H， 
使 PH=2HP，则 H是 PBC∆ 的重心，连 OH。 
因为 BCAB ⊥ ，OD∥ AB  
故有 BCOD ⊥ 。 

又因 ABCPO 面⊥ ，于是 BCPO ⊥ ，而 OOHPO =I  

所以 PODBC 面⊥ ，于是 OHBC ⊥ ， 

因此要使 ⊥OH PBC面 ，只要 OHPD ⊥ ，只要 22

3
1 PHPHDHOD =•=  

假设 2== BCAB ，则 1=OD ， 2=OC  

于是要 3=PD ， 222 =−= ODPDPO ， 222 =+= OAPOPA  

因此 1==
PA
ABk  

 

B0

A0 C0

C1A1

B1

B
CA

S0

S/

S

G

H

F
E

P

D C

BA

H

D

O
C

B

A

P
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976、(立几) 
卫星离地面高度为 2R（R为地球半径）， 

从卫星发射的电波覆盖的地面面积是 
地球表面积的______ 
解：如图 
在 POARt∆ 中， POAN ⊥  

故 OPONOA •=2 ，于是
33

22 R
R

R
OP
OAON ===  

所以球冠的高
3

2RONOMMNh =−==  

因此，覆盖的地面面积＝
3

42
2RRh π

π = = ×
3
1
地球表面积 

992、(立几) 
如图所示,设点Ａ、Ｂ分别在二面角Ｍ－ＰＱ－Ｎ（平面角为锐角）的两个

面Ｎ，Ｍ上，直线ＡＢ与Ｍ，Ｎ所成角分别为α，β，过点Ａ，Ｂ分别作棱ＰＱ

的垂线ＡＥ，ＢＦ，垂足为Ｅ，Ｆ。求证：
β
α

sin
sin

=
BF
AE   

 
 
 
 
 
 

证明：在面M内作 PQEC ⊥ ，在面 N内作 PQFD ⊥ , 

由于 PQAE ⊥ ， PQBF ⊥  

故 AEC∠ 和 DFB∠ 都是Ｍ－ＰＱ－Ｎ的平面角，于是 AEC∠ ＝ DFB∠  
作 ECAG ⊥ 于点 G，作 FDBH ⊥ 于点 H 

由于 PQEC ⊥ ， PQAE ⊥ ， EECAC =I  

于是 AECPQ 面⊥ ，又 AECAG 面⊂ ， 

故 PQAG ⊥ ，因为 AECPQ 面⊂ ， AECEC 面⊂ ， EPQEC =I  

故 MAG 面⊥ ，因此 ABG∠ 是ＡＢ与Ｍ所成角， α＝ABG∠  

AB
AG

=αsin ，同理
AB
BH

=βsin ，
BH
AG

=
β
α

sin
sin  

由于 AEGRt∆ ∽ BFHRt∆ ，因此
BH
AG

BF
AE

= ，所以
β
α

sin
sin

=
BF
AE  

3R
M

N

2R

R

P

O
BA

F E

B

A

QP

N

M

H

G

D

C

F E

B

A

QP

N

M
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1000、(立几) (高考不要求) 
在正三棱 P-ABC中,三条侧棱两两垂直,G是三角形 PAB的重心,E,F分别为

BC.PB上的点,且 BE:EC=PF:FB=1:2, 

(1)求证: PBCGEF 面面 ⊥    

(2)求证:EG是 PG与 BC的公垂线. 
解：(1)设 3=== PCPBPA , 

则 23== ABBC ， 

因 G是三角形 PAB的重心， 

故 2
2
1

3
2

3
2

=•== ABPMPG  

因 BE:EC=PF:FB=1:2, 

故 2,1 == BFPF , 2=BE  

在 FBE∆ 中， 2
2
222242cos2222 =××−+=∠×−+= FBCBFBEBFBEEF  

于是 222 422 BFBEEF ==+=+ ，故 BCEF ⊥  

在 FBE∆ 中， 1
2
212212cos2222 =××−+=∠×−+= GPFPFPGPFPGFG  

于是 222 211 PGFGPF ==+=+ ，故 PFGF ⊥  

因为 PBPCPAPC ⊥⊥ , ,故 PABPC 面⊥ ， GFPC ⊥ ，又 PPBPC =I  

因此 PBCGF 面⊥ ，又 PBCBC 面⊂ ，故 BCGF ⊥ ，又 FFEGF =I  

因此 FGEBC 面⊥ ，又 PBCBC 面⊂ ，故 PBCGEF 面面 ⊥  

(2) 因 FGEBC 面⊥ ，故 GEBC ⊥  

在 GFERt∆ 中， 321222 =+=+= FEGFGE  

连 PE，在 PBE∆ 中， 

5
2
22629cos2222 =×−+=∠×−+= PBEBEPBBEPBPE  

于是 222 523 PEGPGE ==+=+ ，故 GEPG ⊥ ，又 GGEBC =I ， GGEPG =I  

因此 EG是 PG与 BC的公垂线. 
 
 

M E

F
G

C

B

A

P
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1002、(立几) 
如图，在三棱锥 V-ABC中，AH⊥侧面 VBC,且 H为△VBC的垂心， 
(1)求证：VC⊥AB. 
(2)若二面角 H-AB-C的大小为 30°,求 VC与面 ABC所成角的大小. 

证明：(1)因 VBCAH 面⊥ ， 

故 BHVBCAB 上的射影是在面  

因 H为△VBC的垂心 
故 BHVC ⊥ ，由三垂线定理得， ABVC ⊥  

(2)延长 BH交 VC于点 D,  

因 BHVC ⊥ ， AHVC ⊥ ，故 ABDVC 面⊥  

因 ABD面 与面 ABC所成角为 30°故 VC与面 ABC所成角为 60° 

1005、(立几) 

如图，已知平面α ∥ β∥γ ， β位于α ，γ 之间， α∈A ， α∈D , 

γ∈C ， γ∈F ， CDAD与 是异面直线， BAC =βI ， 

EDF =βI ， MAF =βI ，α ， β之间的距离 

为h′，α，γ 之间的距离为 h，当
h
h′
的值是多少时， 

三角形 BME的面积最大？ 
解：设 aAD = ， bCF = ， AD与CF所成的角为θ  

xMB = ， yMF = ， t
h
h

=
′
，则 t

h
hh

−=
′− 1  

因α ∥ β∥γ 故 BM ∥CF , EM ∥ AD  

于是 t
h
h

AC
AB

b
x

=
′

== ， t
h

hh
FA
FM

a
y

−=
′−

== 1  

BM与 EM所成的角为θ  

于是 11 =−+=+ tt
a
y

b
x

（1）， θsin
2
1 xyS BME =∆ （2） 

由（1）得，
ab
xy

a
y

b
x 21 ≥+= ， abxy

4
1

≤  

由（2）得， θθ sin
8
1sin

2
1 abxyS BME ≤=∆  

当且仅当
a
y

b
x

= ， tt −= 1 ，
2
1

=t 时取等号 

当
h
h′
的值是

2
1
时，三角形 BME的面积最大 

D

C

B

A

V

H

γ

β

α

M

F

E

D

C

B

A
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1019、(立几) 

如图，在五棱锥 ABCDES − 中， ABCDESA 底面⊥ , 2=== AEABSA , 

3== DEBC , °=∠=∠=∠ 120EDCBCDBAE (Ⅰ)求 CD与 SB所成的角   
(Ⅱ)求证 SABBC 面⊥ (Ⅲ)求二面角 DSCB −− 的大小 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
解：(Ⅰ)连接 BD、CE 、BE，由 °=∠=∠ 120EDCBCD ， 3== DEBC  
得 BCD∆ ≌ EDC∆ ，于是 BCE∆ ≌ EDB∆ ，故 °=∠=∠ 60DEBCBE  
所以 CD//BE，于是 SBE∠ 是 SB和 CD所成的角。 
在 SBE∆ 中，SB=SE= 22 ，BE= 32  

因此
4
6

68
12

2
cos

222

==
•

−+
=∠

BESB
SEBESBSBE  

(Ⅱ)在等腰 ABE∆ 中 °=∠ 120BAE ，于是 °=∠ 30ABE  
因此 °=∠+∠=∠ 90EBCABEABC ，即 BCAB ⊥  
因 ABCDESA 底面⊥ ，故 BCSA ⊥ ,又 ASAAB =I  
所以 SABBC 面⊥  
(Ⅲ)在 SBCRt∆ 中, 22=SB ， 3=BC ， 11=BC  

11
3cos ==∠

SC
BCSCB ，

11
22sin ==∠

SC
SBSCB  

取 BE中点 F，连 FC，FD，易得 3=CD  
在等腰 SCD∆ 中, 11== SDSC  

于是
112
3

3112
3

2
cos

222

==
•

−+
=∠

CDSC
SDCDSCSCD ，

112
41sin =∠SCD  

设二面角 DSCB −− 的大小为θ，由三面角的余弦定理得 

112
41

11
22

112
3

11
3

2
1

sinsin
coscoscoscos

•

•−−
=

∠•∠
∠•∠−∠

=
SCDSCB

SCDSCBBCD
θ

82
827

11
82
11
7

−=
−

=  

因此，
82

827arccos−= πθ  

 
 

2

2

2

2 2

120°
120°

120° S

A

B

C D

E

2 2

33
F

2 2

E

DC

B

A

S120°

120°120°

2 2

2

2

2
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1020、(立几) 
由三面角的余弦定理： 

如图， α=∠BSA β=∠ASB ， γ=∠ASC  

二面角 DSCB −− 的大小为θ，则 

γβ
γβα

θ
sinsin

coscoscoscos −
=  

证明：设 1=SD ，则 βtan=DE ， γtan=DF  

β
β

sec
cos

1
==SE ， γ

γ
sec

cos
1

==SF  

αγβγβα cossecsec2secseccos2 22222 −+=•−+= SFSESFSEEF  

所以 γγββαγβ 2222222 sectansectancossecsec2 −+−+=−+ EFDFDE  

= 2cossecsec2 −αγβ  

所以
γβ

γβα
γβ
αγβ

θ
sinsin

coscoscos
tantan2

2cossecsec2
2

cos
222 −

=
−

=
•

−+
=

DFDE
EFDFDE  

1025、(立几) 
已知正三棱锥 V—ABC的底面边长为 a，侧棱与底面所成的角为α；过底边

BC作这棱锥的截面，试问当截面与底面所成的二面角为多少时，截面的面积最
小？并求面积的最小值 
解：设过 BC的截面与侧棱VA交于 P点， 

取 BC中点 D，连 PD，则 BCPD ⊥  

于是 PDaS PBC •=∆ 2
1  

当 PD最小时， PBCS∆ 最小 

于是 PD是VA与 BC的公垂线 

因此， αα −°=∠−°=∠= 90901 VADPDA  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

θ
γ

β

α

F

E

D

C

B

A

S

P

D

C

B

A

V
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1035、(立几) 

正方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中，E F M N, , , 分别是 1 1 1 1AB CC AA C D, , , 的中点，求

证： CEM BFN/ /平面 平面   

证明：连 A1B，A1N、CD1，MD1 

因 A1B//NF，于是 ⊂BA1 平面ＢＦＮ 

故 ⊂NA1 平面ＢＦＮ 

因 BA1 //ME， ⊂ME 平面ＣＥＭ， ⊄BA1 平面ＣＥＭ 

故 BA1 //平面ＣＥＭ 

再证 NA1 //平面ＣＥＭ 

可得平面ＣＥＭ//平面ＢＦＮ 
1041、(立几) 
一个直平行六面体 ABCD A B C D' ' ' '− ，BD'=根号 33，AC'=9，底面周长 18，

侧棱 AA'长为 4且，求这个直平行六面体的表面积. 

解：设 ,mAB = ,nAD = ,qAA =′  

则 0,0 =•=• qnqm  

4|| =q ， 9|| =′CA ， 33|| =′DB  

CAqnm ′=++     DBqnm ′=++−  

分别平方得 
2222

2 CAnmqnm ′=•+++   
2222

2 BDnmqnm =•−++  

652
22

=•++ nmnm （1） 172
22

=•−+ nmnm （2） 

[（1）+（2）]÷2得 

41
22

=+ nm ，又 9|||| =+ nm ，故 4||,5|| == nm 或 5||,4|| == nm  

于是 20|||| =nm ， 12
2

251665
=

−−
=• nm  

161220)( 22222
=−=•−•=∆ nmnmS ABCD ，侧面积＝ 72418 =×  

直平行六面体的表面积＝ 9621272 =×+  
 
 
 

A1
B1

C1

D1

A
B

C
D

E

F
M

N

A
B

C

D B/

D/

A/
C/
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1042、(立几) 
在正方体 ABCD-A1B1C1D1中，E 为 AA1的中点，点 P在其对角面 BDD1B1

内运动，若 EP总与直线 AC成等角，则点 P的轨迹有可能是（  ） 
A圆或圆的一部分         B抛物线或其一部分 
C双曲线或其一部分       D椭圆或其一部分 
解：取 CC1的中点 Q，连 EQ 

设 IEQ 面 BDD1B1=O，连 PO 

于是 EO∥EP 
则 OEP∠ 是 EP与直线 AC所成的角θ  
PO= θtanOE  
故点 P的轨迹是以 O为圆心 θtanOE 为 
半径的圆或圆的一部分 
1080、(立几) 
如图，直三棱柱油箱底面 ABC的面积是 S，A2、B2、C2是三条侧 

棱上的小孔（其面积忽略不计）A A2=h1、B B2=h2、CC2=h3，若允许油箱倾斜，

求这个油箱的最大容积 
解：当一个容器能装满时，容积最大。由于这个油箱有 A2、B2、C2三个小孔 
因此只有把几何体 ABC-A2B2C2装满时油箱的容积最大 

2222222 BCCBAABCACBAABC VVV −−− +=  

AMSSh BBCC •+=
223

1
3
1

2  

AMBChhSh •+•+= )(
2
1

3
1

3
1

312  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

E

A1
B1

C1
D1

A
B

C
D

P

O
Q

M

A1

B2

C2

C1
B1

A2

C

B

A)(
3
1

321 hhhS ++=
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1133、(立几) 
已知在四棱锥 P-ABCD中底面是一个平行四边形， 

)4,1,2()1,2,1( −−=−−= AB，AP ， )0,2,4(=AD  
(1)求证： AP ABCD⊥

uuur
底面  

(2)求四棱锥 P-ABCD的体积 

(3)设 1 1 1 2 2 2 3 3 3a x y z b x y z c x y z( , , ), ( , , ), ( , , ),= = =
r r r

定义
1 1 1

2 2 2

3 3 3

x y z
a b c x y z

x y z
( )× =
r r r

g  

求 AB AD AP( )×
uuur uuur uuur

g 的绝对值，并指出它的几何意义 

解：(1)因 )4,1,2()1,2,1( −−=−−= AB，AP ， )0,2,4(=AD  
故 0422 =+−−=• ABAP ， 044 =+−=• ADAP  
于是 ABAP ⊥ ， ADAP ⊥  
故 ABCDAP 面⊥  
(2) 20||21|| == ADAB  

105
3

5221
6

||||
cos =

×
=

•
=∠

ADAB
ADABBAD  

105
64

105
96sin ==∠BAD  

68
105

645221sin|||| =××=∠= BADADABS ABCD  

6|| =AP , 16||
3
1

==− APSV ABCDABCDP  

(3) 48|48|
121

024
412

|)(| =−=
−−

−−
=•× APADAB  

由此可知 |)(|
3
1 APADABV ABCDP •×=−  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

D

CB

A

P
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1142、(立几) 
已知三棱锥 S－ABC的底面是正三角形，点 A在侧面 SBC上的射影 H是三

角形 SBC的垂心， 
SA＝a，则此三棱锥体积最大值是____________。 

解：因 SBCAH 面⊥ ，故 BCAH ⊥  

因H是是三角形 SBC的垂心，故 BCSH ⊥  

又因 HAHSH =I  

故 SAHBC 面⊥ ，于是 BCSA ⊥  

作 ABCSO 面⊥ 于O，由三垂线定理得 BCAO ⊥  

同理可得 ABCO ⊥ ，于是O是三角形 ABC的垂心 
因 ABC∆ 是正三角形，故 O是 ABC∆ 的中心 

设 xAB = ，则 xxAO
3
3

2
3

3
2

=•= ，又因 aSA =  

22

3
1\ xaSO −= ，于是 222

3
1

4
3

3
1

3
1 xaxSOSV ABC −••== ∆  

=
6332

3)
3

3
1

6
1

6
1

(
2
3)

3
1(

6
1

6
1

2
3 33

3

2222

2222 aaxaxx
xaxx =•=

−++
≤−•  

故当 222

3
1

6
1 xax −= 即 22 2ax = 时上式取等号，于是

6

3aV =最大  

1166、(立几) 
在直三棱柱 ABC-A1B1C1中,BC1垂直于 A1C，BC1垂直于 AB1,那么底面三

角形 ABC的形状可能是什么三角形?请给详细解答. 

证明：作 DBCAD 于⊥ , 11111 DCBDA 于⊥  

由于 11BBCCABC 面面 ⊥ ，于是 11BBCCAD 面⊥ ， 

故 1BCAD 面⊥ ，又 11 ABBC ⊥  

于是 ADBBC 11 面⊥  
同理 111 DCABC 面⊥  
故 ADB1面 ∥ 11DCA面  

设 NCAAC =11 I ，则 N是 AC1的中点，且 ND1 ∥ 1AB  

于是 1D 是 11CA 的中点，于是 111 CBA∆ 是等腰三角形 

O

H
C

B

A

S

N
D1

D

B1 C1

CB

A1

A
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1168、(立几) 

四棱锥 P ABCD− 中， AD PAB⊥平面 , BC PAB⊥平面 ,底面 ABCD 为梯

形， 6AB ,= 4 8AD ,BC APD CPB,= ∠ = ∠＝ 满足上述条件的顶点 P的轨迹为(   )  

A、圆一部分  B、椭圆一部分  C、双曲线的一部分   
D 抛物线一部分 

解：
490 ADPAD PA

APD APDtan tan
∠ = ° ⇒ = =

∠ ∠
, 

890 BCPBC PB
CPB CPBtan tan

∠ = ° ⇒ = =
∠ ∠

 

又 APD CPB∠ = ∠ ，故 

1
2

PA
PB

= ,由解几很容易知道 P点的轨迹为圆，因 P与 ABCD构成四棱锥，于是要

除去底面 ABCD上的两点 

注：如何用几何法由
1
2

PA
PB

= ， 6AB ,= 证出 P的轨迹是圆呢？ 

如图 2,作 PAB∆ 的角 P的内外角平分线，交直线 

AB于M和 N，，则 90NPM∠ = °于是
1
2

AM AN
MB NB

= =  

又 6AB ,= 故 2 6AM ,AN =＝ , 

因此M,N是定点，于是点 P的轨迹是以MN为直径的圆。 
 
 
1219、(立几)  

A 在北纬30°东经30°，B 在南纬30°西经30°，设地球半径为 R,则线段 AB
的长为(    ) 

    A、 2R    B、 3R    A、 5
2

R    A、 7
2

R     

图示：选 D 
 
 
 
 
 
 
 

8

6
4

P

D

CB

A

N M BA

P

CB

AO

O2

O1

30°

30°60°
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1237、(立几) (竟赛) 
已知棱长为 1 的正方体容器 ABCD-A1B1C1D1，在棱 AB，BB1 以及 BC1 的中点处

各有一个小孔 E、F、G，若此容器可以任意放置，则该容器可装水的最大容积为 

 A, 4/5   B  7/8   C 7/12  D. 11/12    

答案: D  为什么 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1                                        图 2 
转到以黄色的截面为水平面，容积大的在下方 
按图 1，则该容器可装水的容积为 7/8 

按图 2，则该容器可装水的容积为 11/12 

于是该容器可装水的最大容积为选 D 

若为解答题就更难了，见下图 

1248、(立几) (竟赛) 
用一个平面去切正四面体，使切成的两部分成为形状大小都相同的两个几何体，

这样的平面有（  ）个 
A、3   B、6   C、8   D、无数个 
 
 
                                        

 
 
 
 
 
 
 
解 1：于是至少 9个，排除 A、B、C   故选 D 

 
解 2：过对棱中点作截面， 
两部分会一样，因此无数 

 
 
 

I

H

A1
B1

C1

D1

A
B

C
D

E

F
G G

F

E

D
C

B
A

D1
C1

B1

A1

H

I

N

M

H

G

F

E

D

C

B

A
6个

3个



 21 

 
1262、(立几) 
过棱长a为的正方体的每个顶点出发的三条棱的中点作截面，所得的各截面

与正方体各面共同围成一个多面体。则此多面体：（1）相对面间的距离为 a或

3
3

a；（2）相邻面所成二面角为 2arctanπ − 或 2 2arctanπ − ；（3）表面积为

23a ；（4）体积为 35
6

a ；（5）体内可放最大球的表面积为 2aπ 。以上结论正确的

是_________ 
 

（1）错的，相对面的距离是
3

32
或a  

（2）错的， 2
2

arctanπ − 或 2 2arctanπ − 或90°  

（3）错的， 2 23 3
2

a a+  

（4）对的：
482

)
222

1(
3
1 3aaaaV =••••＝右 ，

6
5

48
8-1

33 aaV ＝＝左  

（5）也是对的 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A
B

C
D 1
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1279、(立几) 
在△ABC 中，∠C 是直角，平面 ABC 外有一点 P，PC=4cm，点 P 到直线

AC、BC距离都等于√10 cm，那么 PC与平面 ABC所成的角为 多少？  

解：作 ABCPO 面⊥ 于点O，作 DACPD 于⊥ ，作 EBCPE 于⊥  

连 OD，OE，则∠PCO是 PC与平面 ABC所成的角 
OD，OE分别是 PD、PE在面 ABC上的射影 

由三垂线定理的逆定理得： ACOD ⊥ ， BCOE ⊥  

因为 cmPEPD 10== ，所以 OEOD =  

于是 OC平分 AOB∠ ，∠OCD= °45  

由 PCDRt∆ 得 6=CO  

由 OCDRt∆ 得 32=CO  

由 AVORt∆ 得∠PCO＝ °30  
 
 
1319 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=22395&show=0 

二面角α -AB- β的平面角为30°，在 β上作 AD垂直于 AB，AD=10，过 D

作 CD垂直于α于 C，若 60ACB∠ = °  
求 AC与 BD的距离. 
解：因 AC平行于面 DBE 
故 AC与 BD的距离就是 AC与面 DBE的距离 CF 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

104

O

E

D

C
B

A

P

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=22395&show=0
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1332 
 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=22476&start=36&show=0 

如图,棱长为 5 的正方体,无论从哪一个面看都有两个直通的边长为 1的正方
形孔,求这个有孔立方体表面积(含内各面) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
通道内正方体产生的面积 
①3个通道相交面积=0    ②2个通道相交面积=2 
③2个通道相擦面积=3    ④不与别通道相交相擦面积=4 
1、在图 1中，  面积=(25-2)×6+4×4×6=234 
2、在图 2中， 正方体外表面面积=(25-2)×6， 

1、2通道产生的内部面积=16×2 
3，4通道产生的内部面积=14×2 
5，6通道产生的内部面积=12×2，（两个两通道相交面积 3，4通道已经计算） 
总面积=(25-2)×6+16×2+14×2+12×2=222 

3、图 3与图 4，让网友们解一解 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

65

4

32

1

图2
图1

65

4

32

1

图3

65

4

32

1

图4

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=22476&start=36&show=0
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1347、 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=21624&show=0 

长方体 1 1 1 1ABCD A B C D− 中， 1 14 2AB AA BC P, ,= = = 为BB 的中点，则长方体

的过 P点且垂直于对角线 1BD的截面面积为_______ 

解 1 

2
9

2
23

2
23)

2
222()5(

2
222 22 =•=

−
−

+
=S  

解 2： 

3
2

6
4sincos 1 ==∠== BDD

S
SMBCN α
截

, 3=MBCNS ,
2
9

＝截S  

 
1383 
http://bbs.pep.com.cn/thread-286901-1-1.html 
单位正方体在一平面上的射影面积的最大值是多少？  给的答案是根 3，但我算
的是：3根 6/4 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

N

P

A1
B1

C1
D1

A
B

C
D

M

Q

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=21624&show=0
http://bbs.pep.com.cn/thread-286901-1-1.html
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1385 
http://bbs.pep.com.cn/thread-285695-1-2.html 
AB、AC、AD上分别取点 E、F、G， 使 
AE : EB=AF : FC=AG : GD=2 : 1，记 O为 
三平面 BCG、CDE、DBF的交点，则三棱 
锥 O—BCD的体积等于        （    ） 
A 1/9 B 1/8 C 1/7 D1/4 
 

3
13 =

h
h

， 

⇒==
3
2

BC
MN

QC
QM

5
3

3

2 ==
MC
QC

h
h

， 

⇒===
5
2

NB
NA

BD
QT

OD
QO

7
5

2

1 ==
QD
OD

h
h

 

7
1

7
5

5
3

3
11 =••=

h
h  

 
1405 
http://bbs.pep.com.cn/thread-288496-1-1.html 

三棱锥 S-ABC,三角形 ABC是等边三角形,点 A在面 SBC上的射影是三角形
SBC的垂心,若 SA=a.求三棱锥体积的最大值. 
讲解：(1)可证 SA垂 BC,SB垂 C 
(2)可证 S在底面的射影是底面的垂心,于是是底面中心,于是 SA=SB=SC 

(3)三角形 SAB最大面积
2

2
a

(此面上的最大高 a),于是最大体积
3

6
a

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

h

h3
h2 h1

Q TN
M

O

D

C
B

A

http://bbs.pep.com.cn/thread-285695-1-2.html
http://bbs.pep.com.cn/thread-288496-1-1.html
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1411、 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=288670&page=1#pid2999299 

若对任意长方体 M,都存在一个与 M等高的长方体 N,使得 M与 N的侧面积
之比和体积之比都等于 t,则 t的取值范围是: 
A  0 1t< ≤  B  1t ≥    C  1 2t≤ ≤    D  2t ≥  

解：设长宽高分别为 hba ,, 和 hnm ,, ，则 

t
nm
ba

mn
ab

=
+
+

= ，于是
t

banm
t

abmn +
=+= ,  

因 t
ab
ba

t
ab

t
bamnnm ≥

+
≥

+
≥+

4
,4,4)(

2

2

2
2 ）（故）（于是 对 +∈ Rba, 恒成立 

因 1
4
4

4

2

=≥
+

ab
ab

ab
ba ）（

，故
ab
ba

4

2）（ +
最小＝1，于是 10 ≤< t  

解 2 

t
nm
ba

mn
ab

=
+
+

= ，于是 )(, nmtbatmnab +=+=  

因 ,4)(,4)( 222 tmnnmtabba ≥+≥+ 于是   

因 2)(
4

nm
mnt
+

≥ 存在 m，n使之成立，只能得，故 0t > ，这种做法失败 

 1441 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=292257&pid=3032445&page=1&e
xtra=pageD1#pid3032445 

已知三棱锥 S－ABC的底面是正三角形，点 A在侧面 SBC上的射影 H是三
角形 SBC的垂心，SA＝a，则此三棱锥体积最大值是____________。 

解：因 SBCAH 面⊥ ，故 BCAH ⊥  

因H是是三角形 SBC的垂心，故 BCSH ⊥  

又因 HAHSH =I  

故 SAHBC 面⊥ ，于是 BCSA ⊥  

作 ABCSO 面⊥ 于O，由三垂线定理得 BCAO ⊥  

同理可得 ABCO ⊥ ，于是O是三角形 ABC的垂心 
因 ABC∆ 是正三角形，故 O是 ABC∆ 的中心，于是 aSCSBSA ===  

O

H
C

B

A

S

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=288670&page=1#pid2999299
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=292257&pid=3032445&page=1&e
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22

2
1sin

2
1 aASBaS SAB ≤∠=∆ ，C到面 SAB的距离 aCSh =≤  

于是
62

1
3
1

3
1 3

2 aaahSV SAB =•∗≤= ∆  

当且仅当 SA、SB、SC两两垂直时上式取等号，于是
6

3aV =最大  

注意：若四面体的一个顶点在相对面上的射影是垂心，则其它三个顶点在相对面

上的射影也是垂心 
 
1456 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=281117&page=1#pid2927819 

在正四面体中过顶点 O作底面的垂线 OG，则过 OG的平面分别交四面体的三个

侧面，交线分别为 , ,a b c。求证 , ,a b c与底面的夹角的正切平方之和为 12. 

答：此题等价于证底面中心到三个交点的距离的倒数的平方 
和为定值，可由三角函数证之 
如图，设底面内切圆半径为 r, 

sin sin
GT rGF

θ θ
= = , sin 30

sin(60 ) sin(60 )
BG rGE

θ θ
°

= =
° − ° −

 

sin 30
sin(60 ) sin(60 )
BG rGH

θ θ
°

= =
° + ° +

 

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2
2

2 2 2
2

2 2
2 2

1 1 1 1 [sin sin (60 ) sin (60 )]

1 3 1 3 1[sin ( cos sin ) ( cos sin ) ]
2 2 2 2 2
1 3 1 3 1[sin ( cos sin ) ( cos sin ) ]

2 2 2 2 2
1 3 3 3( sin cos )

2 2 2 4

GF GE GH r

r

r

r r

θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ θ θ θ

θ θ

+ + = + ° − + ° +

= + − + +

= + − + +

= + =

 

 

 

B

C D
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θ
T

60 θ°−

60 θ°+

O

C

D

Ba b
c

G

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=281117&page=1#pid2927819

