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廖老师网上千题解答分类十五、大纲不等式 

29、已知 a>0，b>0，c>0，求证 +
b

a 2

+
c

b2

cba
a
c

++≥
2

 

证 1：因 a>b>c   故 aab
b
a 22 2

2

=≥+  

同理 bc
c

b 2
2

>+ ， ca
a
c 2

2

>+ ，三式相加，移项后就行了 

证 2、因 ba
b

a
−≥ 2

2

， cb
c

b
−≥ 2

2

， ac
a
c

−> 2
2

 

故 +
b

a 2

+
c

b2

cbacbacba
a
c

++=++−++≥ )()(2
2

 

49、若 x y R, +∈ 且
2

2 1
4
yx + = ，则 的21 yx + 最大值为_____ 

解：由公式
2

22 baab +
≤ 得 

=+ 21 yx ≤+ )12(
2
2 2yx

2
2

2
12 22 yx ++

＝
2
2 •

2
12 +

=
4

23  

当且仅当 212 yx += 即
2
2,

2
3

== yx 时上式取等号 

故 的21 yx + 最大值为
4

23  

66、.已知 a、b均为正数,n∈N*.求证:(a+b)(an+bn)≤2(an+1+bn+1) 

证明 2(an+1+bn+1) -（a+b)(an+bn)= an+1+bn+1-a bn-b an= an(a-b)+bn(b-a) 

= (a-b)(an-bn) 
∵a、b均为正数, n∈N* 
∴(a-b)与(an-bn)同号或都为 0，即(a-b)(an-bn)≥0 
故原式成立 
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67、设实数 x、y满足 y+x2=0,且 0＜a＜1,求证：log(ax+ay)＜1/8+loga2 

证：
2

2 2 2x y x y x y x xa a a a a a+ −+ ≥ = =  
10 << aQ  

∴ 2 21 1 1 1 1log ( ) ( ) log 2 ( ) log 2 log 2
2 2 2 8 8

x y
a a a aa a x x x+ ≤ − + = − − + + ≤ +  

72、已知 a，b>0，a+b=1,求证： ≥++ )1)(1(
b

b
a

a
4
25  

证明： ≥+++=++
a
b

b
a

ab
ab

b
b

a
a 1)1)(1( 21

++
ab

ab  

由于
x

xxf 1)( += 在（0， ]
4
1
上递减，

4
1)

2
( 2 =

+
≤

baab  

故 ≥+
ab

ab 1
4

174
4
1

=+  

≥++∴ )1)(1(
b

b
a

a =+ 2
4

17
4
25  

74、已知： 2 2 1 2a b a b( )( )+ + − = 且 0 0a b,> > ，求证： 2≤+ ba  

证法 1反证法： 2>+ ba假设  则 

]1)(
2
1)[()1)(( 222 −++≥−++ babababa  

2)1-2
2
1(2 2 ＝×> 与已知矛盾 

证法 2： xba ＝设 +  则 

2)1)(( 22 =−++ babaQ    

1222 +=+∴
x

ba  

222 )(
2
1 baba +≥+Q     

≥+∴ 12
x

2

2
1 x  

0)22)(2( 2 ≤++− xxx  

0222 >++ xxQ  

∴ 02 ≤−x 即 2≤+ ba  
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75、设 a、b均为正数，求证： 2在
b
a
与

ba
ba

+
+ 2  

证明： 2( )
b
a

− 2( )2
ba
ba

+
+

− ＝ •
−

b
ab2

ba
baba

+
−−+ 222  

＝ 0
)(

)2)(21( 2

≤
+

−−
bab

ab  

∴ 2在
b
a
与

ba
ba

+
+ 2  

76、已知 1>a ，求证 11 −−<−+ aaaa  

证明 )1()1( −−−−+ aaaa ＝ −
++ aa 1

1
1

1
−+ aa

 

)1)(1(
11

−+++
+−−

=
aaaa

aa 0
)11)(1)(1(

2
<

++−−+++
−

=
aaaaaa

 

故原式成立 
77、某厂值第二年比第一年增长 P%，第三年比第二年增长 q%，又这两年的平

均增长率为 S%，则 S与
2

p q+
的大小 

解：∵ 2%)1(%)1%)(1( sqp +=++  

2)
2

%1%1(%)1%)(1( qpqp +++
≤++  

∴ 2%)1( s+ 2)
2

%%1( qp +
+≤  

∴ %1 s+
2

%%1 qp +
+≤ ,， s

2
qp +

≤  

78．已知 x小于
4
5
，求函数

54
124
−

+−=
x

xy 的最大值. 

解：由
4
5

<x 得 045 >− x  

54
124
−

+−=∴
x

xy 3
54

154 +
−

+−=
x

x ＝ 3)
45

145( +
−

+−−=
x

x  

13)
45

1)(45(2 =+
−

−−≤
x

x  

当且仅当 1=x 时上式取等号，故当 1=x 时 y取最大值 1 
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81、在某两个正数 x、y之间，若插入一个正数 a，使 x、a、y成等比数列，若
另插入两个正数 b、c，使 x、b、c、y成等差数列。 
求证： 21 1 1a b c( ) ( )( )+ ≤ + +  
证１ ycbx ,,,Q 成等差数列 

dxydxcdxb 3,2, +=+=+∴ ＝可设 ， d为公差 
yax ,,Q 成等比数列 

)3( dxxxya +==∴  

∴ (b+1)(c+1) 2)1( +− a = −++++ )12)(1( dxdx 2)1)3(( ++ dxx  

= 22 3d x x d( )+ + + − )3(2 dxx + +≥ 2d −+ )3(2 dxx )3(2 dxx + 2d＝ 0>  
证２ x b c y, , ,Q正数 成等差数列 

2 2 22 3 2 3 2x y b c bc x d x d x dx d x x d d xy, ( )( ) ( )∴ + = + + + = + + = + + >＝  
2 21 1 1 1 2 1 2 1 1b c ab a b xy x y xy xy a a a( )( ) ( )∴ + + = + + + ≥ + + + = + + = + + = +  

93、比较 +2a +2b 2c 与 acbcab ++ 的大小 

解：2( +2a +2b 2c )-2( acbcab ++ )＝( +− 2)ba +− 2)( cb 2)( ac − ≥0 

94、已知 a>0,b>0,c>0,且 a+b+c=1 

求满足不等式 4 1 4 1 4 1a b c k+ + + + + < 的最小整数 k的值. 

解： 2 2 2 24 1 4 1 4 1 3 4 1 4 1 4 1a b c a b c( ) [( ) ( ) ( ) ]+ + + + + ≤ + + + + +  

＝3（4+3）＝21 

++14a ++14a 14 +a ≤ 21  

k 21> ，最小整数 k的值是 5  

98、若 x>0,y>0,且 ≤+ yx )( yxa + )成立，求 a的最小值 

解： )(2])()[(2)( 222 yxyxyx +=+≤+  

∴ )(2 yxyx +≤+  

由 ≤+ yx )( yxa +  

得 ≥
+

+
≥

yx
yx

a
2
2

)(2
=

+

+

yx
yx

 

a的最小值是
2
2
，在 0>= yx 时取到最小值 
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103、已知实数a b c, , 满足 2 2 25 9a b c a b c,+ + = + + = ，求证 a b c, , 都不小于１，又

都不大于
7
3
  

证： cba −+ 5＝  222 9 cba −=+∴  

222 )(
2
1 baba +≥+Q  

22 )5(
2
19 cc −≥−∴  

解得：
3
71 ≤≤ c  

同理可证
3
751 ≤≤ ，

3
71 ≤≤ b  

 

114、设a b, 是不相等的两正数且 3 3 2 2a b a b− = − ，则 a b+ 的取值范围是多少?  

证： xba ＝设 +  则 

)())(( 22 baabbaba +=++−Q )( ba − ， ba ≠  

baabba +=−+∴ 2)( ， xxab −= 2  

2)(
4
1 baab +<Q ∴ 22

4
1 xxx <− ，

3
40 << x  

121、已知 x、y、z是正实数，又 xyz (x+y+z)=1，求(x+y)(y+z)的最小值。(联赛) 

解：设 t=(x+y)(y+z) xzyzxy +++= )(2   

则 xztyzxy −=++ )(2  

1)( =++ zyxxyz 化为 1])([ 2 =++ yzxyxz  

即 1][ =− xztxz ， 21
≥+=

xz
xzt  

131、证明不等式 ++
2

11 +
3

1
n

1
+L < n2 (n∈N+) 

证明：当 n=1时原式成立 

当 n 2≥ 时 ++
2

11 +
3

1
n

1
+L ＝ ++

22
21 +

32
2

n2
2

+L  

+
+

+<
12

21 +
+ 23
2

1
2

−+
+

nn
L  

＝ )12(21 −+ )23(2 −+ )1(2 −−++ nnL ＝ 12 −n n2<  
综上原式成立 
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144、若 233 =+ ba ，求证  a+b≤2 
证明：用反证法 

假设 a+b>2,则 −
+

≥−+>+
2

)([2)(2
2

2233 baabbaba ])
2

( 2ba +
＝ 2

2
)( 2

>
+ ba  

与 233 =+ ba 相矛盾 
 
145、已知 2 2a b,> > ，求证 a b ab+ <  
证明 ab-a-b+1=(a-1)(b-1)>1 
 
149、设函数 f(x)=│2ax+b│(a,b是实常数)的定义域是(-1,1),如果对于定义域内的
每一个 x,都有 f(x)<1,那么│a│+│b│<1. 
(1)证明上述命题; 
(2)写出上述命题的逆命题,若逆命题正确,请加以证明;若逆命题错误,请举一个反
例加以说明. 
证明：（1） 
当 ab 0= 时易证│a│+│b│<1 
当 ab 0> 时|2a|+|b|＝|2a+b| 1≤ ，|a|+|b| 1≤ -|a|<1 
当 ab 0< 时|2a|+|b|＝|2a-b| 1≤ ，|a|+|b| 1≤ -|a|<1 
（2）逆命题是：设函数 f(x)=│2ax+b│(a,b是实常数)的定义域是(-1,1), 
如果│a│+│b│<1.，那么，对于定义域内的每一个 x,都有 f(x)<1, 
这是一个假命题 
取 9.0=a ，b＝ 1.0  
f(x)=| 8.1 x+ 1.0 |，f(0.6)>1  

159、已知a b c R, , +∈ ，求证：
c c a b
a b b a

lg lg lg lg≥  

解：因为 x=1是方程 +− 2)lg(lg xac +− xba )lg(lg =− )lg(lg cb 0的根 

故 =∆ −− 2)lg(lg ba 4 c a(lg lg )− 0)lg(lg ≥− cb  

1 0
4

a a c b c c a b
b b a c a b b a

lg lg lg lg lg lg lg lg− ≥ ⇒ ≥ ，故得原式 

180 、设 m等于 || a  ， || b ，1中最大的一个，当 mx >|| 时，求证 2|| 2 <+
x
b

x
a  

证明： mx >|| ， ma ≤||  ， mb ≤|| ， m≤1  

≤+ || 2x
b

x
a |||| 2x

b
x
a

+ 2

||||
m
b

m
a

+< 2m
m

m
m

+≤ ≤
•

+= 2

1
m

m
m
m

2m
mm

m
m •

+ ＝2 
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181、已知 1)( 2 += xxf ，求证：当 ba ≠ 时 |)()(| bfaf − || ba −<  
证明：由于 ba ≠ ，故 
①当 ba −= 时 =− |)()(| bfaf 0 || ba −<  

②当 ba −≠ 时 =− |)()(| bfaf <
+++

−
=+−+

11
|||11|
22

22
22

ba
baba  

22

||||
ba

baba
+

−+
||||

||||
ba

baba
+

−+
= ≤ ||

||||
|||)||(| ba

ba
baba

−=
+

−+  

184、已知 cba ,, 是不全相等的正数，求证: abccbcacabbaab 16))(1( 2 >++++++  

证明：因 cba ,, 是正数 

故 ))(1( 2cbcacabbaab ++++++  

≥++++= ))()(1)(1( cbcaba •a2 •b2 •ac2 bc2 ＝ abc16  

取等号条件是 cba ==  

因 cba ,, 不全相等，故 abccbcacabbaab 16))(1( 2 >++++++  

185、已知 cba ,, 是不全相等的正数，求证: 

)()(2 2333 cbacba +>++ )(2 cab ++ )(2 bac ++  

证明：因 cba ,, 是正数 
故 =+ 33 ba ≥−++ ))(( 22 abbaba )2)(( ababba −+ =+= abba )( abba 22 +  
同理 33 cb + bccb 22 +≥ ， 33 ac + caac 22 +≥  
三个不等式同时取等号的条件是 cba ==  
而 cba ,, 是不全 
因此，（ 33 ba + ）+（ 33 ba + ）+（ 33 ba + ） abba 22 +> bccb 22 ++ caac 22 ++  

所以 )()(2 2333 cbacba +>++ )(2 cab ++ )(2 bac ++  

192、已知 2 21 2x y≤ + ≤ ，求证： 2 21 3
2

x y xy≤ + + ≤  

证明： ≤
+

−
2

22 yx
2

22 yxxy +
≤  

故 ≤
+

≤
22

1 22 yx 3
2

)(3 22
22 ≤

+
≤++

yxxyyx  

196、已知a b c R, , +∈ ，求证：
2 2 2a b a a b c

b c a
+ + ≥ + +  

证明：
a

a
c

b
b
a 222

++ + cba ++ 22 a≥ 22 b+ 22 c+ ＝2 cba 22 ++  

故 ≥++
a

a
c

b
b
a 222

cba ++  
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197、已知a b R, +∈ ， 1)( ≥+− baab ，那么(    ) 
A、 2 2 2a b+ ≥ +  B、 2 1a b+ ≥ +   C、 22 1a b ( )− ≤ +  D、 2 2 2a b+ > +  
 解： 1)( ≥+− baab  

21)( ≥++− baab  
2)1)(1( ≥−− ba  

01,01 >−>− ba ， 1
1

2
+

−
≥

b
a ， 22221

1
2

+≥+−+
−

≥+ b
b

ba  

选 A 

198、若 1 1a b− < < < ， 2 3c ,− < < 则 2

a b
c

______−
∈  

 解： 
1 1a b− < < < 02 >−>⇒ ab  

 

⇒<<− 32 c 90 2 <≤ c ， 2c
ba −
有意义 0≠⇒ c  

故 90 2 << c
9
11

2 >⇒
c

 

02 >
−
c

ab
， )0,(2 −∞∈

−
c

ba  

205、周长为Ｌ（Ｌ为定值）的直角三角形，求直角三角形的最大面积。 

解：设三边长为 22,, baba + 则 Lbaba =+++ 22  

∵ =+≥+++ ababbaba 2222 （2+ 2） ab  

∴ ≥L （2+ 2） ab  

2

2

)22( +
≤

Lab ，因此面积的最大值是
2

2

)22(2 +
L  

当 ba = 时取到最大值 

216、设
42

4 8

x

xf x( )
+

=
+

(1)求 f x( ) 的最大值 (2)证明对任何实数 a b, 恒有

2 213
4

f a b b( ) < − +  

解：
82

16

2
82

16
84

2)()1(
4

≤
+

=
+

=
+

x
x

x

x

xf  

当且仅当
2
3

=x 时上式取等号，故 22)( max =xf  

（2）
4
212 +− bb = 55)

2
1( 2 ≥+−b )(22 af≥>  
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231、已知实数 a,b,c满足 a+b+c=0和 2=abc ，求证 a,b,c中至少有一个不小于 2。 
证明：不妨设 cba ≥≥   
由于 a+b+c=0，故 0a> ， 0c<  
又因为 2=abc ，故 0>a ， 0<c ， 0<b  
假设 20 << a ，则 1>bc ① 

1)
2

()
2

())(( 22 <=
−−

≤−−=
acbcbbc ② 

① 与②相矛盾 
故 2≥a  
257、已知|a|<1，|b|<1，则|a+b|+|a-b|与 2的大小关系为|a+b|+|a-b|___2 
解：不妨设|a|≥|b|， 
(1)当 a与 b同号 
则|a+b|+|a-b|=|a|+|b|+|a|-|b|=2|a| 
(1)当 a与 b异号 
则|a+b|+|a-b|=|a|-|b|+|a|+|b|=2|a| 
因|a|<1故 2|a|<2 
综上|a+b|+|a-b|<2 
 

302 、已知： x y R, ,+∈ x+y=1，求证： 
4
9)1)(1(2 ≤−−< y

y
x

x
 

证明： =
−

•
−

=−−
y
y

x
xy

y
x

x

22 11)1)(1(
y

yy
x

xx )1)(1()1)(1( −+
•

−+
 

＝
4
9)

2
(221)1()1( 2 =

+
+≤+=+++=

+
•

+ yxxyxyyx
y

xy
x

yx
 

=−− )1)(1( y
y

x
x

22 >+ xy  

322、若M(x,y)在直线 2 1 0x y+ + = 上移动，则2 4x y+ 的最小值=________ 

解： =+ yx 42 2222222222 1222 ===≥+ −+ yxyxyx  

363、设 a,b,c是正实数,求证: 2<
+

+
+

+
+ ca

c
cb

b
ba

a
  

证明： <
+

+
+

+
+ ba

c
cb

b
ba

a 2=
++

+
+

++
+

+
++

+
bca

bc
acb

ab
cba

ca
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389、求周长 t的直角三角形面积的最大值  

解：设三边长为 22,, baba + 则 tbaba =+++ 22  

∵ =+≥+++ ababbaba 2222 （2+ 2） ab  

∴ ≥t （2+ 2） ab  

2

2

)22( +
≤

tab ，因此面积的最大值是
2

2

)22(2 +
t  

当 ba = 时取到最大值 

390、已知 x>1,求函数
1

9
−

+=
x

xxy 的值域 

解： =
−

+=
1

9
x

xxy =
−

+−
+

1
9)1(9

x
xx =+

−
+ 9

1
9

x
x 16109210

1
91 =+≥+
−

+−
x

x  

396、设 f(x)=2x2+1且 a,b同号 a+b=1 

求证:对任意实数 p,q恒有 af(x)+bf(q)≥f(ap+bq)成立. 
证明： −+++=+−+ )12()12()()()( 22 qbpabqapfqbfpaf 1)(2 2 −+ bqap  

＝ babqap +++ 22 22 1)(2 2 −+− bqap ＝
22 )(2)(2 qbabpbaa +++ 2)(2 bqap +−  

＝
22 22 baqabp + =− abpq4 0)(2 2 ≥− qpab  

411、已知： nxxx ,,, 21 L 是正实数， 121 =nxxx L 求证： n
n

i
ix 2)1(

1

≥+∏
=

 

证明： 11 21 xx ≥+ ， 22 21 xx ≥+ ，……， nn xx 21 ≥+  

相乘得 n
n

n

i
i xxxx 22)1( 21

2

1

=≥+∏
=

L  

419、已知：a b c R+∈、 、 ， 0x y、 大于 ，且 cbyax =+ ， 2 2ax by c+ = ，则比较 x y+

与 1的大小(推理题) 

解：（1）假设 1x y+ = 则 

=+++=+ )()( yxbyyxaxbyax +=+++ cxybabyax )(22 xyba )( +  

又 cbyax =+ ，故 =c xybac )( ++ ， 0)( =+ xyba 题设矛盾 

（2）假设 1x y+ < 则 

=+++>+ )()( yxbyyxaxbyax +=+++ cxybabyax )(22 xyba )( +  

又 cbyax =+ ，故 >c xybac )( ++ ， 0)( <+ xyba 与题设矛盾,综上 1>+ yx  
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427、已知m n p R, , ∈ ，且 2 2 2 0m n p+ − = ，求
m n

p
+
的最大值  

解： =
+ 2)(
p

nm 2)(2)(
2

22

2

2

=
+

≤
+

p
nm

p
nm  

故 22 ≤
+

≤−
p

nm
， 2的最大值为

p
nm +  

428、设0 1x< < ， ba, 为常数，求
2 2

1
a b
x x

+
−
的最小值 

解： =
−

+
x

b
x

a
1

22

=
−

+
x

b
x

a
1

22 2 2
21

1
a b x x a b
x x

( )[ ( )] (| | | |)+ + − ≥ +
−

 

当且仅当
1

a b
x x

| | | |
=

−
时等号成立 

于是当 22

2

ba
ax
+

= 时
2 2

1
a b
x x

+
−
的最小值为 2a b(| | | |)+  

429、已知 cba ,, 是 ABC∆ 的三边， =M
11 +

+
+ b

b
a

a
，

1+
=

c
cN 则（  ） 

A、 NM >   B、 NM <   C、 NM ≥   D、 NM ≤    
解 1： cba >+  

=− NM
11 +

+
+ b

b
a

a
1+

−
c

c = 0
)1)(1)(1(

2
>

+++
−+++

cba
cbaababc

，故 NM >  

解 2： =M
11 +

+
+ b

b
a

a
11 ++

+
++

>
ba
b

ba
a

1++
+

=
ba

ba  

cba >+ 0>−+⇒ cba  

故 <
+

=
1c

cN
1

c a b c
c a b c

+ + −
=

+ + + − 1++
+
ba

ba      故 NM >  

434、若 2 2 6 0x mx m− + + = 的两实根为 a b、 ，求 2 21 1y a b( ) ( )= − + − 的最小值 

解：  0)6(44 2 ≥+− mm ， 32 ≥−≤ mm 或  

mba 2=+ ， 6+= mab ，消 m得 122 ++= baab  

y＝(a-1)2+(b-1)2＝ =+−−+ 22222 baba 2)(22)( 2 ++−−+ baabba  

＝ 24)6(24 2 +−+− mmm 1064 2 −−= mm
4
910)

4
3(4 2 −−−= m  

故当 3=m 时，y的最小值是 8 



 12 

440、设二次函数 axxxf ++= 2)( )0( >a 满足 0)( <mf  

请比较 )1( +mf 与 0的大小(好题) 

解：因 0)( <mf  

故 axxxf ++= 2)( 的图象与 x轴有两个交点， 

设为 )0,(),0,( 21 xx 21, xmx <<  

))(()( 21 xxxxxf −−=  

两个交点之间的距离是 axx 41|| 21 −=−  

因 0>a 故 141|| 21 <−=− axx  

故 21 xm >+ ，于是 0)1( >+mf  

453、设函数 f(x)=|lgx|,若 0<a<b,且 f(a)>f(b). 
证明:ab<1. 

证明：因 0<a<b,故 10 <<
b
a

，lg 0<
b
a  

f(a)>f(b) ⇒ |lga|>|lgb|⇒ |lga|2-|lgb|2>0 

又|lga|2-|lgb|2＝（lga+lgb）（lga-lgb）＝（lgab）（lg
b
a
） 0>  

因此 lgab 0< ，故 ab<1  (函数不等式) (好题) 
509、实数 m、n、x、y，满足 m2+n2=a,x2+y2=b( a b≠ ),求 mx+ny的最大值 
(不等式) 

解 1：设（mx+ny）2 abyxnm =++≤ ))(( 2222
，故 mx+ny的最大值是 ab  

解 2：设 m＝ αcosa ，n＝ αsina ，x＝ βcosb ，y＝ βsinb  

故 mx+ny＝ abab ≤− )cos( βα  
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523、已知两个正变量 x y, 满足 4x y+ ＝ ，则使不等式
1 4 m
x y

+ ≥ 恒成立的实数m的取

值范围是__________ (不等式) 

解： +=++ 5)41)((
yx

yx 94254
=+≥+

y
x

x
y

， 4=+ yx  

yx
41

+
4
9

≥ ，取等号的条件是




=+
=

4
4
yx

xy
即










=

=

5
16
5
4

y

x
 

故当










=

=

5
16
5
4

y

x
时

yx
41

+ 最小值=
4
9
，于是

4
9 m≥ ，m的范围是 ]

4
9,(−∞  

527、 已知，x>0,y>0,若 x+2y-30=0,求 8
9
x xlg lg+ 的最大值。 

解：lg(x/9)+lg8y=
9

8lg xy = ≤
•
9

)2(4lg yx
=

+ 2)
2
2(

9
4lg yx 2100lg

9
154lg

2

==
×  

528、在△ABC内求一点 P，使│AP│2+│BP│2+│CP│2的值最小．(不等式) 

解：设 ),( 11 yxA ， ),( 22 yxB ， ),( 33 yxC , ),( yxP  

则 +2|| PA +2|| PB 2|| PC  

2
1

2
1 )()( yyxx −+−= 2

2
2

2 )()( yyxx −+−+ 2
3

2
3 )()( yyxx −+−+  

＝ xxxxx )(23 321
2 ++− yyyyy )(23 321

2 ++−+ 2
3

2
2

2
1 xxx +++ 2

3
2

2
2

1 yyy +++  

＝ 2321 )
3

(3
xxxx ++

− 2321 )
3

(3
yyyy ++

−+ 2
3

2
2

2
1 xxx +++ 2

3
2

2
2

1 yyy +++  

2321 )
3

(3
xxx ++

− 2321 )
3

(3
yyy ++

−  

因此当
3

321 xxxx ++
= 且

3
321 yyyy ++

= 时 +2|| PA +2|| PB 2|| PC 取最小值 
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解法 2、因 PAPBAB −= 故 PAPBPAPBAB •−+= 2
222

 

同理 PBPCPBPCBC •−+= 2
222

, PCPAPCPACA •−+= 2
222

 

三式相加得 

PBPCPCPAPBPAPCPBPACABCAB •−•−•−++=++ 222222
222222

, 

2222222
)()(3 PCPBPAPCPBPACABCAB ++−++=++  

+++=++ 2222
)()(3 PCPBPAPCPBPA

222
CABCAB ++

222
CABCAB ++≥  

当且仅当 0=++ PCPBPA 时上式取等号 

因此 P是△ABC的重心时
222

PCPBPA ++ 取最小值 )(
3
1 222

CABCAB ++  

547、已知 y=x2(x,y∈R)，求证 log2 (2x+2y)> 
7
8

 (不等式) 

证：
yxyxyx +=≥+ 2222222

2

22 xx+=  
12 >Q  

∴ )(
2
11)22(log 2

2 xxyx ++≥+ ＝ 8
7)

2
1(

2
1 2 ++x

8
7

≥  

548、（１）过点 P(1,4)引一条直线,使它在两坐标上截距为正值,且它们的和最小,
求这条直线方程 
（２）求与两坐标（截距为正值）所围成的直角三角形ＡＯ Ｂ面积最小时ｌ方

程(直线与圆) (不等式) 

（1）解：设直线 l的方程为 )0,0(1 >>=+ ba
b
y

a
x  

则 )0,0(141
>>=+ ba

ba
（1） 

942545)41)(( =+≥++=++
a
b

b
a

ba
ba  

9≥+ ba  

当且仅当 时上式取等号即 ab
a
b

b
a 24

==  

于是得 3=a ， 6=b   

故直线 l的方程是 1
63

=+
yx  
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553、若正数 a,b满足 ab-a-b≥1,则 a+b的取值范围是(不等式) 
解：因 ab-a-b≥1, 

故 ab≥a+b+1 
所以 

122 ++≥≥+ baabba ，设 tba =+  

因此 12 +≥ tt ，   )1(42 +≥ tt ，  8)2( 2 ≥−t  

222 +−≤t 或 222 +≥t ，因 0>t ，故 222 +≥t  

于是 a+b的取值范围是 ),222[ +∞+  

663、已知两个正变量 x y, 它们满足 x y 4+ = 求使不等式
1 4 M
x y

+ ≥  恒成立的实

数M的取值范围. (不等式) 

解：
1 4 41 4 5 2 4 9y xx y
x y x y

( )( )+ + = + + + ≥ + =  

故 9)41(4 ≥+
yx

，
4
941

≥+
yx

 

当且仅当
yx
41

= 即
5
4

=x ，
5

16
=y 时等号成立 

故
yx
41

+ 最小＝
4
9
，于是

4
9

≤M  

682、已知 Ryx ∈, ,函数 )(xfy = 由关系 )0(1
4

2
2

>=+ xyyx
确定，求 22

11
yx

+ 的最

小值(不等式) 

解： =++ )
4

)(11( 2
2

22 yx
yx

≥+++ 1
4
1

4 2

2

2

2

y
x

x
y

4
91

4
1

4
12 ≥++  

因 1
4

2
2

=+ yx
，故 22

11
yx

+
4
9

≥  

当且仅当 2

2

2

2

4y
x

x
y

= 即 22 2yx = 时上式取等号 

因 0>xy ， 1
4

2
2

=+ yx
，故此时










=

=

3
6
3

32

y

x
或










−=

−=

3
6
3

32

y

x
 

所以当










=

=

3
6
3

32

y

x
或










−=

−=

3
6
3

32

y

x
时 22

11
yx

+ 取最小值，最小值是
4
9  
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718、用数学归纳法证明 n
n

n <+ )11( ),3( +∈≥ Nnn (推理与证明) 

证明：（1）当 n=3时成立，（自已验证） 

（2）假设当 )3( ≥= kkn ，即 k
k

k <+ )11(  

当 1+= kn 时 <
+

+ +1)
1

11( k

k
1

1
)

1
11(),

1
11()11( +<

+
+=

+
+<

+
++ k

k
kk

k
k

kk
k  

因此当当 1+= kn 时时原式也成立 

综上，当 +∈≥ Nnn ,3 时，原式总成立 

719、已知 cba ,, 三个正数成等差数列，公差不为零， +∈≥ Nnn ,3  

用数学归纳法证明： nnn bca 2>+ (推理与证明) 

证明：因为 cba ,, 三个正数成等差数列，所以 bca 2=+  

（1）当 n=2时，因为公差不为零，所以 ca ≠ ，所以 

2
2

22 2
2

)( bcaca =
+

>+ ，于是当 n=2时原式成立 

（2）假设当 )2( ≥= kkn 时原式成立，即 kkk bca 2>+  

当 1+= kn 时 
1 1

1 1 0
2 2 2

k k k k k k k k
k k a c a c a c ac ca a c a ca c ( )( ) ( )( )+ +

+ + + + + − − − −
+ − = = >  

因此 111 22)(
2

))(( +++ =•>+=
++

>+ kkkk
kk

kk bbbcabcacaca  

于是当 n=k+1时原式成立 

综上，当 +∈≥ Nnn ,2 时，原式总成立 

911、(不等式) 

已知
)(1
)(14

xf
xfx

−
+

= ，正实数 21 , xx 满足条件， 1)()( 21 =+ xfxf ， 

求 )( 21 xxf + 的最小值 

解 1：
)(1
)(14

xf
xfx

−
+

= ，得
14

21
14

214
14
14)(

+
−=

+
−+

=
+
−

= xx

x

x

x

xf  

1
14

2
14

22)()(
2121 =

+
−

+
−=+ xxxfxf ，

14
2

14
21

21 +
+

+
= xx  

442421444 212121 +•+•=++++ xxxxxx  
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212121 424434 xxxxxx ++ ≥+=− ， 0)14)(34( 2121 ≥+− ++ xxxx  

故 94,34 2121 ≥≥ ++ xxxx
，于是

5
4

10
21

14
21)(

2121 =−≥
+

−=+
+ xxxxf  

解 2：
)()()()(1
)()()()(1

)(1
)(1

)(1
)(1

44
2121

2121

2

2

1

121

xfxfxfxf
xfxfxfxf

xf
xf

xf
xfxx

+−−
+++

=
−
+

•
−
+

=  

91
]

2
)()(

[

21
)()(

2
)()(

)()(2
2212121

21 =+
+

≥+=
+

=
xfxfxfxfxfxf

xfxf  

5
4

10
21

14
21)(

2121 =−≥
+

−=+
+xxxxf  

913、 (不等式) (函数) 

设 1>a ， 10 << b ，求 ab ba loglog + 的取值范围 

解：因 1>a ， 10 << b  

故 0log <ba ， 0log >− ba  

2
log

1log ≥
−

+−
b

b
a

a ， 2
log

1log −≤+
b

b
a

a  

即 2loglog −≤+ ab ba  

917、(数列) (不等式) 

用数学归纳法证明 )2(
2

2
12

1
4
1

3
1

2
1

≥
−

>
−

+++ nn
nL  

证明：（1）当 2=n 时，
6
5

3
1

2
1

＝左边＝ + ， 0右边＝ ， 右边左边 >  

此时原不等式成立 

（2）假设当 )2(k ≥= kn 时，原式成立即
2

2
12

1
4
1

3
1

2
1 −

>
−

+++
k

kL  

则 )2(1k ≥+= kn 时，
12

1
12

1
2
1

12
1

4
1

3
1

2
1

1 −
++

+
++

−
++++ +kkkk LL左边＝  

2
1

2
2

2
1

2
1

2
1

2
2

2

kkk
k

kkk ＝＝

个

+
−

++++
−

>

444 8444 76

L ，
2

1−k
右边＝  

所以， 右边左边 > ，即 1k +=n 时，原不等式也成立 
由数学归纳法原理得，原不等成立 
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966、(不等式) 
设 a、b、c>1,则 loga b+2logb c+4logc a的最小值为(  ) 

A、2   B、4    C、6    D、8 

解： 683
log

4
log
log2

loglog4log2log 3 =≥++=++
cb

c
bacb

aa

a
acba  

968、(不等式) 

求证： 2
!

1
!3

1
!2

11 <++++
n

L  

证明： 1=n 时 21 <  

当 2≥n 时 212
)1(

1
32

1
21

11
!

1
!3

1
!2

11 <−=
−

++
×

+
×

+≤++++
nnnn

LL  

982、(不等式) 
已知正数 x，y满足 x+y=1，求 

  （1）
yx
12

+ 的最小值； 

  （2） )1)(1(
y

y
x

x ++ 的最小值 

解：（1） 223122)12)(( +≥+++=++
x
y

y
x

yx
yx ， 1=+ yx  

22312
+≥+

yx
取等号的条件是





=+
=

1
2

yx
yx
即







−=

−=

12

22

y

x
 

故当






−=

−=

12

22

y

x
时

yx
12

+ 最小值= 223+   

（2）因
4
1)

2
( 2 =

+
≤

yxxy ，
x

xy 1
+= 在 ]

4
1,0( 上递减 

故
4
254

4
121211)1)(1( =++≥++≥+++=+++=++

xy
xy

xy
xy

x
y

y
x

xyx
y

y
xxy

y
y

x
x  

于是
4

25)1)(1( ≥++
y

y
x

x  

当且仅当
2
1

== yx 时取等号，因此
4

25)1)(1( 最小值为
y

y
x

x ++  

984、(不等式) 
已知 1≥x ，求证 11 −−<−+ xxxx  

证明：要证 11 −−<−+ xxxx （1） 

只要证
1

1
1
1

−+
<

++ xxxx
（2） 

因为 11 −+>++ xxxx  
于是（2）式成立，于是（1）式成立 
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990、(不等式) 
已知 3a=2，2b=3，则 a+b的值所在的区间是（    ） 

A、（0，1）    B （1，2）     C   （2，3）     D （3，4） 
解： 2log 3=a ， 3log 2=b  

3log
3log

13log2log 2
2

23 +=+=+ ba  

由于 23log1 2 <<  

考察函数
x

xy 1
+= 在 )2,1( 上递增，于是 )3,2(∈+ ba  

1106、(不等式) 

已知 2 2 3x y xy+ + = ，求 2 2x y+ 的范围 

解：
22

2222 yxxyyx +
≤≤

+
− ，于是

2
)(3

2

22
22

22 yxxyyxyx +
≤++≤

+  

即
2

)(33
2

2222 yxyx +
≤≤

+
， 62 22 ≤+≤ yx  

1111、(不等式) 
已知 521 =−++ yx 求 yx + 的最小值 

解： tx ＝1+ ，则 ty −− 52＝ ， 50 ≤≤ t  
于是 12 −= tx ， 2)5( 2 +−= ty  

2
27)

2
5(226102 22 +−=+−=+ tttyx  

因 50 ≤≤ t 故 yx + 的最小值＝
2

27
=+ yx  

1143、(不等式) 
用一批长为 2.5m的条形钢截成长为 60cm和 43cm的两种规格的毛坯，要使

余下的废料最少，则材料的利用率是_______（ 零件毛坯的长度和
利用率＝

钢材总长
） 

解：设截成长 60cm与 43cm的分别为 x和 y根，余下的为 zcm 

Nyx ∈, ， 0)4360(250 ≥+−= yxZ  

罗列各种情况 
当 1=x 时，y取 3， Z最小，当 2=x 时，y取 3， Z最小 
当 3=x 时，y取 1， Z最小，当 4=x 时，y取 4， Z最小 
比较 4个 z的最小值，可得，当 2=x ，y＝3时， Z最小 

此时
250
249

250
129120

250
4360

=
+

=
+ yx  
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1186、 (不等式) 
如果有 B(0,6),C(0,2)两点,A是 x轴负半轴上的一点,问 A在何处时, 

∠BAC有最大值,并求出最大值. 

解：设 A(-a,0) (a>0) 

则
a

k AB
6

= ，
a

k AC
2

= ，则 

=
+

−
=∠

ACAB

ACAB

kk
kkBAC

1
tan =

+

−

2

121

26

a

aa
3
3

122
4

12
4

=≤
+

a
a

 

当且仅当
a

a 12
= 即 32=a 时上式取等号 

因此 )0,32(−A 时， BAC∠ 取最大值
6
π  

1188、(不等式) 

已知 x2+y2+z2=1， +∈ Rzyx ,, 求
y
xz

x
yz

z
xy

++ 最小值。 

解： 3)(3)(3)( 2222 =++=•++•+•≥++ xzy
x
yz

y
xz

z
xy

y
xz

x
yz

x
yz

z
xy

y
xz

x
yz

z
xy  

于是
y
xz

x
yz

z
xy

++ 最小值为 3  

1269、(函数) (不等式) 

求 2
2

1
2

2 3
y x x

x x
= + +

+ +
的值域 

解 2 22 3 1 2 2t x x x( ) [ , )= + + = + + ∈ +∞ ，则
1 3y t
t

= + − 在 2[ , )+∞ 上递增 

于是
1
2

y [ . )∈ − + ∞  

1394 
http://bbs.pep.com.cn/thread-287656-1-1.html 

已知 0a b> > ，求证： 2)(
ba

ba abba
+

>  

证明：要证 2)(
ba

ba abba
+

> ，只要证 )ln(ln
2

lnln bababbaa +
+

>+  

0ln)(ln)( >>⇔−>−⇔ babbaaba  
 
 
 
 

http://bbs.pep.com.cn/thread-287656-1-1.html
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1428、 
已知： x y, 为实数，且 1 2x a a y, , , 成等差数列， 

1 2x b b y, , , 成等比数列，则
2

1 2

1 2

a a
b b

( )+
的取值 

范围是(      ) 
A、R    B、 0 4( , ]    C、 4[ , )+∞    D、 0 4( , ] [ , )−∞ +∞U   

解： ),4[]0,(22)()( 22222

21

2
21 +∞−∞∈+

+
=

++
=

+
=

+ U
xy

yx
xy

xyyx
xy

yx
bb
aa

 

 


