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廖老师网上千题解答分类十六、超纲不等式 
12、求证：无论 n取何值， 

3 3 3
2 2 23 3n

− − −
+ + + <L１ ２  

证明：设
3
2f x x( )

−
=

 

 
3 3
2 2

1 1
1 2 4

n n

n n
n f n f n f x dx x dx n n( ) ( ) ( ) ( , , )

− −

− −
= = × < = =∫ ∫

  

…,  
3 3 3 3 1 1
2 2 2 2 2 2

1 11
3 2 2 2 3

t t t

t t t
n x dx x tlim lim[ ] lim[ ]

− − − − − −

→+∞ →+∞ →+∞
+ + + < + + − + − + =∫L

   

１ ２ １ ＝１ =１  

15、15、已知三角形 ABC ,求证：
3

sinsinsinsin CBACBA ++
>++  

提示：用琴生不等式  设 ),(,, 21 baxxx n ∈L ，若 )(xfy = 是区间 ),( ba 上的上凸函

数，则
n

xfxfxf
n

xxxf nn )()()(
)( 2121 +++

≥
+++ LL  

若 )(xfy = 是区间 ),( ba 上的下凸函数，则 

n
xfxfxf

n
xxxf nn )()()(

)( 2121 +++
≤

+++ LL
 

 
 
 
 
 
 
 

16、已知： +∈ Rzyx ,, 求证：
2
3

≥
+

+
+

+
+ yx

z
zx

y
zy

x   

证法 1：（高考）设 mzy =+ ， nzx =+ ， pxy =+  

则
2

mpnx −+
= ，

2
npmy −+

= ，
2

pnmz −+
=  

=
+

+
+

+
+ yx

z
zx

y
zy

x
m

mpn
2

−+
n

npm
2

−+
+

p
pnm

2
−+

+  

=
2
3)(

2
1

−+++++
p
n

n
p

p
m

m
p

n
m

m
n

2
3

2
36

2
1

=−×≥  

证法 2：（竟赛）

=
+

+
+

+
+ yx

z
zx

y
zy

x
yx

yxzyx
zx

zxzyx
zy

zyzyx
+

+−++
+

+
+−++

+
+

+−++ )()()(
 

3)111)(( −
+

+
+

+
+

++=
yxzxzy

zyx

2
33

2
93)111)](()()[(

2
1

=−≥−
+

+
+

+
+

+++++=
yxzxzy

yxzxzy  
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24、已知 x y z, , 均为实数且满足 4x y z+ + = ，求 xy yz zx+ + 的最大值 

解： 222 222222 zyxyzxzxy ++≤++  

⇒ 222 zyxyzxzxy ++≤++  

⇒ 222)(3 zyxyzxzxy ++≤++ yzxzxy 222 +++  

⇒ 2)(
3
1 zyxyzxzxy ++≤++ ＝

3
16  

90、已知角 A为定角,P`Q分别在角 A的两边上,PQ为定长,当 P`Q处于什么位置
时,三角形 APQ的面积最大?  
解：设 AP=x，AQ=y 

则：APQ的面积＝ Axy sin
2
1  

x2+y2-2xycosA=PQ2 

x2+y2≥2xy 

∴PQ2+2xycosA≥2xy 

xy≤
)1(2

2

COSA
PQ
−

 

APQ的面积＝ Axy sin
2
1

≤
)1(4

sin2

COSA
APQ

−
2

tan4

2

A
PQ

=  

当且仅当 x＝y＝

2
sin2 A
PQ

时上式取等号 

110、a b c , , 都不等于 0，a b+ 不等于 0，a b c+ + 不等于 0, +
a
.1

+
b
.1

=
c
.1

cba ++
.1
， 

求证： 0ab bc ac+ + <  (联赛) 

证明： +
a
.1

+
b
.1

=
c
.1

cba ++
.1

⇔ ))(( abacbccba ++++ ＝abc  

⇔ ])(][)[( abbaccba ++++ ＝ abc ⇔ 0)()()( 22 =+++++ bacabbacba  

⇔ 0])[( 2 =++++ cabbcacba  

Q 0≠+ ba ， 02 =+++∴ cabbcac  

02 <−=++∴ cabbcac （ 0≠c ） 

注本题：没有“a+b不等于 0”这一条件结论也成立，你们可试一试应怎么证 
 

A P

Q

x

y
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111、若 x+y=1 

求证：
7 1 1 9
4 4

x y
x y

( )( )≤ − − ≤  

证明：
1 1x y
x y

( )( )− − =
x
x .1 2−

=
−

•
y
y .1 2

x
xy ).1( + xyyx

y
yx

+=++=
+

• 2)1)(1().1(  

xyyx
≤

+
−

4
)( 2

⇒
+

≤
4

)( 2yx xy≤−
4
1

⇒≤
4
1

≤
4
7 xy+2

4
9

≤  

注如果条件中有 是正数和yx 时，
1 1 9

2
4

x y
x y

( )( )< − − ≤   

113、 若 x+y=1，求证 2 3 2 3

8
3

x y
x y y x

+ ≤
+ +

(联赛) 

 证明： 3232 )( yyxxyx ++=+ = 3)( xyxy ++ 32 xy +=  
2 1

2 4
x yxy ( )+

≤ =  

=+ 32 yx 32 xy + = =
+++

2
.2233 yxyx

=
−+

2
.22 22 xyyx 2 5 3

2 8
xy.−

≥  

2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3

1 8
3

x y x y x y
x y y x x y x y x y x y

+
+ = + = = ≤

+ + + + + +
 

122、设 x≥y≥z≥
12
π
，且 x＋y＋z＝

2
π
，求 cosxsinycosz的最大值和最小值。(联赛) 

解：
2
π

=++ zyxQ ，x≥y≥z≥
12
π

 

)(
2

zyx +−=∴
π

≤
3

)
1212

(
2

ππππ
=+− ， sin(y-z)≥0 

∴cosxsinycosz＝ )]sin()[sin(cos
2
1 zyzyx −++ ＝ )]sin([coscos

2
1 zyxx −+  

x2cos
2
1

≥
8
1

3
cos

2
1 2 =≥

π
 

当且仅当 x
3
π

= ，y＝z＝
12
π
时 cosxsinycosz取到最小值

8
1

 

∵x≥y≥z≥
12
π
，sin(x-y)≥0 

∴cosxsinycosz＝ )]sin()[sin(cos
2
1 yxyxz −−+ ＝ )]sin([coscos

2
1 yxzz −−  

z2cos
2
1

≤
8

32
4

6
cos1

12
cos

2
1 2 +

=
+

=≤

π
π

 

当且仅当 x＝y＝
24
5π
，z＝

12
π
时 cosxsinycosz取到最大值

8
32 +
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129、已知：a b c, , 为正实数， 1=++ cba ，求证： 14
27
13 222 <+++≤ abccba  

(联赛) 
证明：不妨设 0≥≥≥ cba  
Q 1=++ cba  

3
1,

3
2

≤≥+∴ cba ， 1
3
22 <≤c  

≤+++ abccba 4222 ≤+++ abccba 4222 abcba 2222 +++  

122)( 2 <−−++= bcaccba  

设 tctba −=+=+
3
1

3
2 )

3
10( ≤≤ t  

abccba 4222 +++ abcabbcaccba 4222)( 2 +−−−++=  

)21(2)(21 cabbac −−+−= )21()(
2
1)(21 2 cbabac −+−+−≥  

)2
3
1()

3
2(

2
1)

3
2)(

3
1(21 2 tttt ++−+−−= ＝ )

6
5(

27
13 2 tt −+=

27
13

≥  

177、已知a b c, , 是正实数。求证： ≤++
c
a

b
c

a
b 333 )()()(

c
a

b
c

a
b

++ (竟赛) 

证明： 333 )()()(
c
a

b
c

a
b

++ -3
c
a

b
c

a
b

••• -=(
c
a

b
c

a
b

++ )[ −++ 2)(
c
a

b
c

a
b 3(

c
a

b
c

a
b

++ )] 

设 333 )()()(
c
a

b
c

a
by ++= ,

c
a

b
c

a
bx ++=  

则 )3(3 2 xxxy −=−  

33 23 +−−=− xxxxy  

设 )(xf 33 23 +−−= xxx  

33 3 =••≥++=
a
c

c
b

b
a

c
a

b
c

a
bxQ  

∴则 )(/ xf 163 2 −−= xx 04)1(3 2 >−−= x  

故 )(xf 在 ),3[ +∞∈x 上递增， )(xf ≥ 0)3( =f  

因此 xy ≥ ，原不等式得证 
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200、已知 x,y,z是实数,求 222

2
zyx

xzxy
++

+
的最值.(联赛)  

解： 222

2
zyx

xzxyt
++

+
=设  

（1）当 0=y 时则 0=t  

（2）当 0≠y 时则

1)()(

2
y
x

22 ++

+
=

y
z

y
x

y
z

t  

设
y
zn

y
xm == , 则 

t
y
z

y
x

=+
2 ]1}()[( 22 ++

y
x

y
x

⇔ tnm =+ 2 ]1[ 22 ++ nm  

Q =+−+ )(5)2( 222 nmnm 0)2( 2 ≤−− nm  
∴ −++ 2222 )1( nmt 0)(5 22 ≤+ nm  

设 22 nmq += ，则 2
2

)1(
5
+

≤
q

qt  

①当 0=q 时 0,0 == yx ，则 0=t  

②当 0≠q 时 2
2

)1(
5
+

≤
q

qt
qq

q
21

5
2 ++

=
4
5

21
5

≤
++

=

q
q

 

2
5

2
5

≤≤−∴ t  

当且仅当 1=q 时取等号 

因此当
5

52,
5
5

==
y
z

y
x

时 222

2
zyx

xzxyt
++

+
=设 取最大值

2
5  

当
5

52,
5
5

−=−=
y
z

y
x

时 222

2
zyx

xzxyt
++

+
=设 取最小值

2
5

−  

202、已知： 2 2x y z, , [ , ]∈ −  
求证： 4xy yz xz+ + ≥ −  
证明：（1）当 zyx ,, 全正负，则 4−≥++ xzyzxy  
（2）当 zyx ,, 至少之一为 0，不妨设 z=0.则 xyxzyzxy =++  
由于 ]2,2[, −∈yx 因此 4−≥xy  
（3）当 zyx ,, 两个正，一个负，不妨设 yx, 为正，z为负则 

=+++ 4xzyzxy xzyzyxyxxy +++++−− 22422  
= 0)2)(()2)(2( ≥+++−− zyxyx  
（3）当 zyx ,, 两负，一个正，不妨设 yx, 为负，z为正则 

=+++ 4xzyzxy xzyzyxyxxy ++−−+++ 22422  
= 0)2)(()2)(2( ≥−+−−− zyxyx  
综上原式成立 
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203、已知 x、y、z都是非负实数，且 x＋y＋z＝1． 
求证：x(1－2x)(1－3x)＋y(1－2y)(1－3y)＋z(1－2z)(1－3z)≥0，并确定等号成立
的条件．(联赛) 

证明：不妨设 0≥≥≥ zyx ，由于 x＋y＋z＝1 

3
1,

3
2

≤≥+∴ zyx ，可设 tztyx −=+=+
3
1

3
2

（
3
10 ≤≤ t ） 

x(1－2x)(1－3x)＋y(1－2y)(1－3y)＋z(1－2z)(1－3z) 

= )(6 333 zyx ++ zyxzyx +++++− )(5 222  

= ]3))([(6 222 xyzxzyzxyzyxzyx +−−−++++ 1)(5 222 +++− zyx  

= 222 zyx ++ 118666 ++−−− xyzxzyzxy  

=2 xyzxzyzxy 18888 +−−−  

=2 xyzxzyzxy 18888 +−−−  

=2 )(8)94(2 yxzzxy +−−−  

)(8)94(22 yxzzxy +−−−= = )31(2)
3
2)(

3
1(81 txytt +−+−−=  

)31(
2

)()
3
2)(

3
1(82

2

tyxtt +
+

−+−−≥  

)31()
3
2(

2
1)

3
2)(

3
1(82 2 tttt ++−+−−≥ = )311(

2
1 2 tt − 0≥  

230、已知ΔABC的三边长为 a,b,c,求证： 1
2 2 2 8
A B Csin sin sin ≤ (高考不要求) 

证明： 33 )
3

222(sin)
3

2
sin

2
sin

2
sin

(
2

sin
2

sin
2

sin

CBACBA
CBA ++

≤
++

≤  

=
8
1)

6
(sin 3 =

π  

258、已知 1 1a n n N, , +> > ∈ ,证明: 1 1n
na n a

a a
( )− ≥ −  

证明 =
−
−

)1(
)1(

2

2

aa
aa

n

n

=
−

−
)1(
)1(

2

2

aa
aa

n

n

na
1
（ )123 −+++ naaa L  

>
na

1 nnaaan
1

123 )( −••• L ＝ na
1 nan nn =

1
1 )(

2

，故原式成立 
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287、已知 a>b>c， 

(1)求证 当 p <4 时， 1 1 0p >
a b b c c a

+ +
− − −

  恒成立 

(2)从另一个角度推广， m、n、p 满足什么条件， 0m n p >
a b b c c a

+ +
− − −

恒成立? 

a=3,b=2,c=1, p=10,1/(a-b) + 1/(b-c) + p/(c-a)<0 

证明：（1）设 bau −= ， cbv −= ，则 )( nmac +−=−  

ac
p

cbba −
+

−
+

−
11

＝ =
+

−+
vu

p
vu
11

＝
)(

)( 2

vuuv
puvvu

+
−+  

=
+

−
≥

)(
4

vuuv
puvuv 0

)(
)4(

>
+
−

vuuv
puv  

（2）要使
ac

p
cb

n
ba

m
−

+
−

+
−

＝ =
+

−+
vu

p
v
n

u
m

＝
)(
))((

vuuv
puvmvnuvu

+
−++  

=
+
−

≥
)(

4
vuuv

puvuvmn 0
)(

)4(
>

+
−
vuuv

pmnuv
恒成立 

pmn >4只要  

118、已知： x y R, ,+∈ x+y=1，  求证： +
+ 32 yx
x

≤
+ 32 xy
y

3
8 (联赛) 

证明：当 x与 y非负时 

因 1=+ yx ，故
4
1)

2
( 2 =

+
≤

yxxy  

=
+ 32 yx
x

=
++ 32 )( yyxx

x
=

++ yxyx
x

233 =
+−+ yxxyyx

x
222  

=
+−+ yxxyyx

x
22 3)(

≤
−− )3(1 xxy

x
=

−− )3(
4
11 x

x
x

x
+1
4  

同理 ≤
+ 32 xy
y

y
y

+1
4  

 +
+ 32 yx
x

≤
+ 32 xy
y

x
x

+1
4

=
+

+
y

y
1
4

=
++

+++
)1)(1(

)(4
yx

xyyxyx
=

+
+

xy
xy

2
)21(4  

=
+

−+
=

xy
xy

2
12)2(8

3
8

4
12

128
2

128 =
+

−≤
+

−=
xy
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323、已知 k==
β
α

β
α

cos
cos

sin
sin 33

，则 k的取值范围是____  (联赛) 

解：由 k==
β
α

β
α

cos
cos

sin
sin 33

得 

βα sinsin 3 k= ， βα coscos3 k= （ ,0sin 3 ≠α 0cos3 ≠α ） 

266 cossin k=+ αα  

=+= αα 662 cossink )1,
4
1[2sin

4
31cossin31 222 ∈−=− ααα  

324、设 ABCD是面积为 2的长方形，P为边 CD上的一点，Q为△PAB的内切

圆与边 AB的切点．乘积 PA • PB的值随着长方形 ABCD及点 P的变化而变化，
当 PA • PB取最小值时，（1）证明：AB≥2BC；（2）求 AQ • BQ的值．(联赛) 
解：（1）设 PA= a，PB= b  

则 1
2
1sin

2
1

===∠ ∆ ABCDABC SSAPBab  

APB
ab

∠
=

sin
2  

故当 °=∠ 90ABC 时 ab取最小值 2 
取 AB的中点 O，连 PO，则 AB=2PO 
由垂线段最短得 PO≥BC，故 AB≥2BC 

（2）AQ+BQ=AB= 22 ba +  

     AQ-BQ=AE-BF=（AE+PE）-(BF+PF)= a b−  
两式平方相减得 
4AQ• BQ＝ 42 =ab 故 AQ • BQ＝1 

327、已知：abcd=1、a、b、c、d 为正数(联赛) 

求证：
1

1
+++ cba 1

1
+++

+
dba 1

1
+++

+
dca

1
1

1
≤

+++
+

dcb
 

证明：因 )()()()( 4444444444 cbaabccbacba ++≥++=++  

故
1

1
+++ cba 44444

4

)( abcdcbaabc
abcd

+++
≤

4444

4

dcba
d

+++
≤  

同理
1

1
+++ dba 4444

4

dcba
c

+++
≤ ，

1
1

+++ dca 4444

4

dcba
b

+++
≤ ，

1
1

+++ dcb 4444

4

dcba
a

+++
≤ 相加可得原不等式 

 

O

FE

Q

P
D C

BA



 9

328、（讲座）(联赛) 

已知： +∈ Rcba ,, ，求证：（1） )(33 baabba +≥+ （2） )(444 cbaabccba ++≥++  

（3）
abcba

abc
++ 33 abccb

abc
++

+ 33 133 ≤
++

+
abcac

abc  

（4）
abcdcba

abcd
+++ 444 abcddba

abcd
+++

+ 444 abcddca
abcd

+++
+ 444

 

1444 ≤
+++

+
abcddcb

abcd  

证明：（1） 0))(()( 233 ≥−+=+−+ bababaabba  

（2）
3

))(( 333
444 cbacbacba ++++

≥++ )( cbaabc ++≥  

（3）因 )(33 baabba +≥+ 故
abcba

abc
++ 33 abccb

abc
++

+ 33 abcac
abc

++
+ 33

 

abcbaab
abc

++
≤

)( abccbbc
abc

++
+

)( abccaac
abc

++
+

)(
 

cba
c

++
=

cba
a

++
+ 1=

++
+

cba
b  

（4）因 )(444 cbaabccba ++≥++  
故

abcdcba
abcd

+++ 444 abcddba
abcd

+++
+ 444 abcddca

abcd
+++

+ 444

abcddcb
abcd

+++
+ 444  

abcdcbaabc
abcd

+++
≤

)( abcddbaabd
abcd

+++
+

)( abcddcaacd
abcd

+++
+

)(

abcddcbbcd
abcd

+++
+

)(
 

=
dcba

d
+++ dcba

c
+++

+
dcba

b
+++

+ 1=
+++

+
dcba

a  

（5）可推广 
 

332、(讲座)幂平均数不等式(超出联赛) 
（1）定义： α次幂平均数 

设 nbbb ,,, 21 L 是 n个正数， 0≠α ， 

称M )(α = α
ααα 1

21 )(
n

bbb n+++ L
为 nbbb ,,, 21 L 的α次幂平均数， 

规定 nbbb ,,, 21 L 的 0次幂平均数M )0( = n
nbbb L21  

（2）幂平均数不等式： 
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设 nbbb ,,, 21 L  的α ， β 次幂平均数分别为 M )(α 和 M )(β ，则当 βα < 时

M )(α ≤  M )(β ，当且仅当 nbbb === L21 时取到等号。 

证一个特殊情况 

要证
β

βββ
α

ααα 1
21

1
21 )()(

n
bbb

n
bbb nn +++

≥
+++ LL

)( βα >  

只要证
n

bbb
n

bbb nn
βββ

α
βααα +++

≥
+++ LL 2121 )(  

由
ββββ

α
β
α

ααα
nn bbbbbb +++≥+++++

−

LLL 21

1
1

1

21 )111()(  

βββα
β

α
β

ααα
nn bbbnbbb +++≥+++

−
LL 21

1

21 )(  
例 1、已知 a,b,c均为正实数，且 a2+b2+c2=12。求证：a3+b3+c3≥24(联赛) 

证明：由幂平均数不等式得 2
1222

3
1333

)
3

()
3

( cbacba ++
≥

++
 

故 2
1

3
1333

4)
3

( ≥
++ cba

=2， 24333 ≥++ cba  

例 2、已知 +∈ Rcba ,, ，求证（1） )(33 baabba +≥+ (联赛) 

（2） )(444 cbaabccba ++≥++  
例 3、已知 +∈ Raaa n,,, 21 L 求证 

)( 2121
11

2
1

1 nn
n

n
nn aaaaaaaaa +++≥+++ +++ LLL (超出联赛) 

证明：
n

aaa
n

aaa nn
n

n
nn +++

≥
+++ +

+++ LL 211
111

2
1

1 )(  

n

n
nn

n
nn

n
aaaaaa

1
2111

2
1

1
)( +

+++ +++
≥+++

LL  

)()()( 212121
21

nnn
nn aaaaaaaaa

n
aaa

+++≥+++
+++

≥ LLLL
 

350、已知 x,y∈R, 122 ≤+ yx ,求|x+y|+|y+1|+|2y-x-4|的范围 

解：因 122 ≤+ yx  

故 11 ≤≤− x ， 11 ≤≤− y  

|y+1|+|2y-x-4|＝y+4+x-2y＝4+x-y 

(1)当 x+y 0≥ 时 z=|x+y|+|y+1|+|2y-x-4|＝x+y+4+x-y＝4+2x 

因 x ]1,
2
2[−∈ 故 z ]6,24[ −∈  

(2)当 x+y 0< 时 z=|x+y|+|y+1|+|2y-x-4|＝-x-y+4+x-y＝4-2y 

因 y )
2
2,1[−∈ 故 z ]6,24( −∈  

综上|x+y|+|y+1|+|2y-x-4|的范围 ]6,24[ −是  
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372、是否存在这样的 P值,使适合不等式 5|3||4| 2 ≤−++− xpxx 的 x的最大值为 3,若

存在，求出此值；若不存在，说明理由。 

解：假设存在 P值满足条件，则 3必是方程 

5|3||4| 2 =−++− xpxx 的根 

由此得 5|3| =−p ， 8=p 或 2−=p  

（1）当 8=p 时 

5|3||4| 2 ≤−++− xpxx 就是 5|3||84| 2 ≤−++− xxx  

解集为 ]3,2[ ，x的最大值为 3，适合 

（2）当 2−=p 时 

5|3||4| 2 ≤−++− xpxx 就是 5|3||24| 2 ≤−+−− xxx  

易知 x=4是不等式的解故，x的最大值不为 3，从舍去 

综上，这样的 P＝8满足条件 

383、已知 0,0,0 >>> cba ， 求证 332 abccbaabba −++<−+  

证明：要证 332 abccbaabba −++<−+  

只要证 32 abcabc >+ （1） 

由于 0,0,0 >>> cba ，故 =+ abc 2 33 abcababc >++  

即（1）成立，因此原式成立 

409、a，b为非负数，c，d为正数,b+c≥a+d ，求
b c

c d a b
+

+ +
的最小值。 (竞赛) 

解：设
2

dcbaM +++
= ，,因 b+c≥a+d 

故 b+c＝M+P, a+d =M-P(p )0≥ ) 

不妨设 c+d＝M+q, a+b =M-q(q )0≥ ) 

=
+

+
+ ba

c
dc

b
=

+
+

+
−

+
+

dc
b

ba
b

ba
cb

qM
b

qM
b

M
PM

+
+

−
−

+
q-

 

= ≥
+−

−
+

))((
2

q- qMqM
bq

M
PM

))((
)(2

q- qMqM
qqM

M
pM

+−
−

−
+  

qM
q

M
M

+
−≥

2
q-

=
qM

qMqM
M

qMqM
+

−−+
−

−++ )(
q)-(2

 

2
1

q)-(2
−

+
−

+
+

=
qM
qM

M
qM

2
12

2
1

2
12 −=−≥  

当且仅当 0=p ， 0=a ,
qM
qM

M
qM

+
−

=
+

q)-(2
时上式取等号 

即 0 2 2 1 2 1a= b c d, , ,= = − = + 时，
b c

c d a b
+

+ +
取最小值

2
12 −  
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416、已知： )( +∈=++ Raazyx ,
2

2
222 azyx =++ ，求证：

3
20 ax ≤≤ (竞赛) 

证明：把 yxaz −−= 代入
2

2
222 azyx =++ 得 

++ 22 yx 2)( yxa −−
2

2a
= 按 y整理得 

+22y yax )(2 − −+ 22x 0
2

2
2

=+
aax  

由于 Ry ∈ ，因此 0)
2

22(8)(4
2

22 ≥+−−−
aaxxax  

化简得 023 2 ≤− axx ，所以
3

20 ax ≤≤  

469、设 a,b,c,d 是满足 ab+bc+cd+da=1的非负实数,求证 

3
13333

≥
++

+
++

+
++

+
++ cba

d
bad

c
adc

b
dcb

a   (联赛) 

证明：由柯西不等式得 

)(
3333

cba
d

bad
c

adc
b

dcb
a

++
+

++
+

++
+

++
)]()()()([ cbadbadcadcbdcba +++++++++++  

22222 )( dcba +++≥ （1） 

)()()()( cbadbadcadcbdcba +++++++++++  
= cdbdadbcaccdabbdbcadacab +++++++++++  
= cdbdbcadacab 222222 +++++  

222222222222 dcdbcbdacaba +++++++++++≤ = )(3 2222 dcba +++ （2） 

（1）÷（2）得
cba

d
bad

c
adc

b
dcb

a
++

+
++

+
++

+
++

3333
 

63

222222222222 addccbbadcba +++++++
=

+++
≥ 3

1
6

2222
=

+++
≥

dacdbcab
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480、证明不等式: ++
22

11 +
33

1
nn

1
+L < 3(n∈N+)   (综合难题) 

证法 1：当 n=1时原式成立 

当 n 2≥ 时 =
nn

1
=

nn2
2

<
+ nnnn
2

1
2

−+− nnnnn
 

＝ =
−+− 1)1(

2
nnnn

=
−−−
−−−

)1()1(
]1)1[(2

22 nnnn
nnnn

nn
nnnn

)1(
]1)1[(2

−−
−−−  

)1
1

1(2
nn

−
−

=  

++
22

11 +
33

1
nn

1
+L  

−+<
1

1[(21 +)
2

1
2

1( +− )
3

1
1

1(
−

+
n

L )]1
n

−  

−+= 1(21 3)1
<

n
 

综上原式成立 
证法 2：证法 1：当 n=1时原式成立 
当 n 2≥ 时 

1 2 2 2 2
2 1 1 1 1

2 1 1 12
1 1

n n n n n n n n n n n n n n n n

n n
n n n n

( ) ( )( )

( ) ( )
( )

= = < =
+ − + − − + −

− −
= = −

− −

 

                                                                                                                                                                                                    

++
22

11 +
33

1
nn

1
+L  

−+<
1

1[(21 +)
2

1
2

1( +− )
3

1
1

1(
−

+
n

L )]1
n

−  

−+= 1(21 3)1
<

n
   

(以上两个方法其实是同一种方法,我第一次做时想要放缩后拆项相消,但有一点
硬凑的做法,证法 2 是证法 1的完善) 
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619、已知关于 t的二次方程 ),(02 Ryxytxt ∈=++ 的实数 ]1,1[−∈t ，那么 ),( yxP
的集合在平面区域的形状是______ (方程) (线性规划) (圆锥曲线) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

650、求证： 1
3 3 3 3

a b b a
a b b a a b b a

+ ≤ ≤ +
+ + + +

(不等式) (竟赛) 

证明： 
易知 a,b同号，不妨设，a,b为正 

=
+

+
+

≤
+

+
+

)
33

(2)
33

( 2

ab
b

ba
a

ab
b

ba
a

22

22

3103
)6(2

baba
abba

++
++

= ， 

因 3 22 310 baba ++ 222 )()6(2 bababa −=++−  

故 1
3103

)6(2
22

22

≤
++

++
baba

abba  

要证 

1
33

≥
+

+
+ ab

a
ba

b  

只要证 1
33

2
33

≥
++

+
+

+
+ ab

a
ba

b
ab

a
ba

b  

只要证 −≥
++

1
33

2
ab

a
ba

b )
33

(
ab

a
ba

b
+

+
+

 

＝
)3)(3(

)233()1033( 2222

abba
abababba

++
++−++

)3)(3(
)233()1033( 2222

abba
abababba

++
++−++

=  

)3)(3(
8

abba
ab

++
=  

即证 0)(4)3)(3(2 2 ≥+⇔≥++ baababba  
因此右边成立 
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685、已知 A,B,C 为三角形的三个内角,x, y,z为任意实数, 

求证: CxzByzAxyzyx cos2cos2cos2222 ++≥++  

(解三角形) (不等式) (竟赛) 

证法 1: CxzByzAxyzyx cos2cos2cos2222 −−−++  

= )cos(2)coscos(2 222 CAyzzyCzAyxx +++++−  

++++−= 22 )coscos()coscos(2 CzAyCzAyxx 2)sinsin( CzAy −  

++−= 2)]coscos([ CzAyx 2)sinsin( CzAy − 0≥ 故原式成立 

证法 2： CxzByzAxyzyx cos2cos2cos2222 −−−++  

= ByzzyCzAyxx cos2)coscos(2 222 −+++−  

0)sinsin(4
sinsin8sin4sin4

)]cos(cos[cos8sin4sin4
)cos2(4)coscos(4

2

2222

2222

222

≤−−=

+−−=

+−+−−=

−+−+=∆

CzAy
CAyzCzAy

CACAyzCzAy
ByzzyCzAy

 

故原式成立 

699、设 +∈ Rxxx n,,, 21 L ，且 121 =+++ nxxx L (不等式) 

求证：
1

1
111

2

2

2
2

1

2
1

+
≥

+
++

+
+

+ nx
x

x
x

x
x

n

nL  

证明： )111)(
111

( 21

2

2

2
2

1

2
1

n
n

n xxx
x

x
x

x
x

x
++++++

+
++

+
+

+
LL  

1)(

)1
1

1
1

1
1

(

2
21

2
2

2

2
2

2
2

1
1

2
1

=+++=

+•
+

+++•
+

++•
+

xxx

x
x

xx
x

xx
x

x

n

n

L

L
 

因为 1111 21 +=++++++ nxxx nL  

所以
1

1
111

2

2

2
2

1

2
1

+
≥

+
++

+
+

+ nx
x

x
x

x
x

n

nL  
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704、A+a=1 B+b=1 C+c=1(A、B、C、a、b、c是正数)  
求证：Ab+Bc+Ca<1(不等式) (竟赛) 
证明：Ab+Bc+Ca = Ab( C+c) + Bc (A+a)+Ca (B+b ) 
= AbC+ Abc+ Bc A +Bc a+ Ca B+ Ca b  
< (A+a)(B+b)(C+c)=1(正数和局部小于整体) 

750、求证： nn nnn )
3

(!)
2

( >>   (n≥ 6， +∈ Nn )(不等式) (竟赛) 

证明：（1）设
!

)
2

(

n

n

a
n

n =  

nn

n

n

n

n

nn
n

n
n

n

n

a
a

)11(
2
1)1(

2
1

)
2

(

!
)!1(

)
2

1( 1

1 +=
+

=•
+

+

=

+

+  

由于当 2≥n 时， 2)11( >+ n

n
，因此， 11 >+

n

n

a
a

， nn aa >+1  

因 =6a 1
!720

729
!6

36

>==na ，故当 6≥n 时 1>na  

即 1
!

)
2

(
>

n

n n

，故 !)
2

( nn n >  

（2）设
!

)
3

(

n

n

b
n

n =  

nn

n

n

n

n

nn
n

n
n

n

n

b
b

)11(
3
1)1(

3
1

)
3

(

!
)!1(

)
3

1( 1

1 +=
+

=•
+

+

=

+

+  

当 +∈ Nn 时 3)11( <+ n

n
， 11 <+

n

n

b
b

， nn bb <+1  

因 =6b 1
720
64

!6
26

<= ， 

故当 6≥n 时 1<nb ，即 1
!

)
3

(
<

n

n n

，故 !)
3

( nn n <  

综上，原不等式得证 
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773、非负数 a,b,c满足 1=++ cabcab ，求证:2（a+b+c）≥3 

证 1：设 ctbatcba −=+=++  

abccabcab 2+++
27
2

3
)

3
(2

3
)( 32

3
2 ttcbacba

+=
++

+
++

≤  

因 1=++ cabcab 故 1
27
2

3

32

>+
tt  

若
2
3

<t 则 1
27

)
2
3(2

3

)
2
3(

27
2

3

32
32

=+<+
tt

与上式矛盾 

故
2
3

≥t 原式成立 

证 2： 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3a b c a b c ab bc ca ab bc ca( )+ + = + + + + + ≥ + + =  
2 2 3 3a b c( )+ + ≥ >  

782、已知， 1,,, ≤∈ + abcRcba ，求证： cba
b
c

a
b

c
a

++≥++ (不等式) (竟赛) 

证明：要证原不等式成立只要证 

)(222 cbaabcaccbba ++≥++  

只要证 3 5223 2523 2253 2
3

222

)()( cbacbacbacbaabc
abc

accbba
++=++≥

++  

因为 13 ≤abc 所以 accbba
abc

accbba 222
3

222

++≥
++  

于是只要证 3 5223 2523 225222 cbacbacbaaccbba ++≥++ （1） 

因为 3 225
222

3
cbaacbaba

≥
++

（2）， 3 252
222

3
cbabacbcb

≥
++

（3） 

3 522
222

3
cbacbacac

≥
++

（4） 

由（2）+（3）+（4）得（1）因此原不等式成立 
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874、(不等式) 

已知 +∈ Rzyx ,, ， 1222 =++ zyx ，求
z

xy
y
zx

x
yz

++ 的最小值 

解：因 )(3)( 2 cabcabcba ++≥++  

故 3)(3)( 2222 =++≥++ zyx
z
xy

y
zx

x
yz  

因 +∈ Rzyx ,, ,于是 3≥++
z
xy

y
zx

x
yz  

当且仅当
3
3

=== zyx 时上式取等号 

因此
z

xy
y
zx

x
yz

++ 的最小值为 3  

951、(不等式) (竟赛) 
设 +∈ Rzyx ,, ,且 1=xyz ，证明： 

4
3

)1)(1()1)(1()1)(1(

333

≥
++

+
++

+
++ xy

z
zx

y
zy

x  

证明：不妨设 zyx ≤≤<0  
则 0)1)(1()1)(1()1)(1( >++≥++≥++ xyzxzy  

于是
)1)(1(

1
)1)(1(

1
)1)(1(

1
xyzxzy ++

≤
++

≤
++

 

又因为 333 zyx ≤≤  
由切比雪夫不等式得 

]
)1)(1(

1
)1)(1(

1
)1)(1(

1[)(
3
1

)1)(1()1)(1()1)(1(

333

333

xyzxzy
zyx

xy
z

zx
y

zy
x

++
+

++
+

++
•++≥

++
+

++
+

++
 

)1)(1)(1(
3)(

3
1 333

zyx
zyxzyx
+++

+++
•++=  

由幂平均数不等式得 

3
)

3
( 3

1333 zyxzyx ++
≥

++
即

9
)( 3

333 zyxzyx ++
≥++  

由均值不等式得 
3)

3
3()1)(1)(1( zyxzyx +++

≤+++ 故 3)3(
27

)1)(1)(1(
1

zyxzyx +++
≥

+++
 

于是 ≥
+++

+++
•++

)1)(1)(1(
3)(

3
1 333

zyx
zyxzyx

3
1

9
)( 3zyx ++

3)3(
)3(27

zyx
zyx

+++
+++  

＝
4
3

)1
3

3(

3

)13()3(
)(

2

3

3

2
2

3

=
+

≥
+

++

++
=

+++
++

xyz

xyz

zyx

zyx
zyx

zyx  
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952、(不等式) 
如果 a,b,c,d,e为实数，且 a+b+c+d+e=8,a2+b2+c2+d2+e2=16,试求 e的最

大值。 
解：由柯西不等式得 

22222 )())(1111( dcbadcba +++≥++++++  

于是 22 )8()16(4 ee −≥− 即 0165 2 ≤− ee  

解得
16
50 ≤≤ e ，故

5
16

最大＝e  

953、(不等式) (解三角形) (竟赛) 
已知 A,B,C 为三角形的三个内角,x, y,z为任意实数, 

求证: CxzByzAxyzyx cos2cos2cos2222 ++≥++  

证法 1: CxzByzAxyzyx cos2cos2cos2222 −−−++  

= )cos(2)coscos(2 222 CAyzzyCzAyxx +++++−  

++++−= 22 )coscos()coscos(2 CzAyCzAyxx 2)sinsin( CzAy −  

++−= 2)]coscos([ CzAyx 2)sinsin( CzAy − 0≥ 故原式成立 

证法 2： CxzByzAxyzyx cos2cos2cos2222 −−−++  

= ByzzyCzAyxx cos2)coscos(2 222 −+++−  

0)sinsin(4
sinsin8sin4sin4

)]cos(cos[cos8sin4sin4
)cos2(4)coscos(4

2

2222

2222

222

≤−−=

+−−=

+−+−−=

−+−+=∆

CzAy
CAyzCzAy

CACAyzCzAy
ByzzyCzAy

 

故原式成立 

974、(不等式) (知识介绍) (竟赛) 

问契比雪夫不等式的证明 

若 naaa ≤≤≤ L21  ， nbbb ≤≤≤ L21 ，则

n
bababa

n
bbb

n
aaa

n
bababa nnnnnnn 112121212211 +++

≥
+++

•
+++

≥
+++ − LLLL

证明：要证
n

bbb
n

aaa
n

bababa nnnn +++
•

+++
≥

+++ LLL 21212211 （1） 

只要证 ))(()( 21212211 nnnn bbbaaabababan ++++++≥+++ LLL  
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即证 ++++++++≥+++ )()()( 2122112211 nnnn bbbabbbabababan LLL  

)( 21 nn bbba +++++ LL  

即证 nnnn babababababan +++≥+++ LL 22112211 )(  

13221 bababa n++++ L  

24231 bababa n++++ L  

…… 

1121 −++++ nnn bababa L （2） 

因为 naaa ≤≤≤ L21 ， nbbb ≤≤≤ L21 由排序不等式得 

nnnn babababababa +++≥+++ LL 22112211  

132212211 babababababa nnn +++≥+++ LL  

≥+++ nnbababa L2211 24231 bababa n+++ L  

…… 

≥+++ nnbababa L2211 1121 −+++ nnn bababa L  

于是（2）式成立，因此（1）成立 

同理可证
n

bababa
n

bbb
n

aaa nnnnn 11212121 +++
≥

+++
•

+++ − LLL
 

989、(不等式) 
已知 a,b,c属于实数,且 632 =++ cba a+2b+3c=6,求证 632 222 ≥++ cba  

证明： ])3()2(][)3()2(1[)32(6 222222222 cbacba ++++=++  
36)32( 2 =++≥ cba  

于是 632 222 ≥++ cba  
1006、(不等式) (高考不要求) 

nn bbbaaa LL 2121 ,,, 大于等于 0，求证： 

n
nn

n
n

n
n babababbbaaa )())(( 22112121 +++≤+ LLL   

证明： 









+

++
+

+
+ nn

n

ba
a

ba
a

ba
a

n
L

22

2

11

11
n

nn

m

bababa
aaa

)())(( 2211

21

+++
≥

L
L

 









+

++
+

+
+ nn

n

ba
b

ba
b

ba
b

n
L

22

2

11

11
n

nn

m

bababa
bbb

)())(( 2211

21

+++
≥

L
L  

相加得 

n

nn

m
n

nn

m

bababa
bbb

bababa
aaa

)())(()())((
1

2211

21

2211

21

+++
+

+++
≥

L
L

L
L  

于是 n
n

n
n

n
nn bbbaaabababa LLL 21212211 )())(( +≥+++  
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1013、(不等式) 
已知 a,b,c,A,B,C是实数，A,a非零 

若 |||| 22 CBxAxcbxax ++≤++ 对于任意 Rx ∈ 恒成立 

求证： |4||4| 22 ACBacb −≤−  

证明： |||| 22 CBxAxcbxax ++≤++ 等价于 
2222 )()( CBxAxcbxax ++≤++  

0)])())][()()[( 22 ≤−+−+−+++++ CcxBbxAaCcxBbxAa  

（1）






≤−+−+−

≥+++++

0)()()(
0)()()(

2

2

CcxBbxAa
CcxBbxAa

或（2）






≥−+−+−

≤+++++

0)()()(
0)()()(

2

2

CcxBbxAa
CcxBbxAa

 

依题意（1）或（2）对任意 Rx ∈ 恒成立 
（Ⅰ）若（1）对任意 Rx ∈ 恒成立， 

由（1）得






≥−+−+−

≥+++++

②cCxbBxaA
①cCxbBxaA

0)()()(
0)()()(

2

2

  

则








≤−−−−

≤++−+

≤≤−⇒≥−≥+

⑤cCaABb
④cCaABb

A③aAaAaA

0))((4)(
0))((4)(

0,0

2

2  

由④+⑤得 0)(822 22 ≤+−+ acACBb ，即 22 44 BACacb −≤− ⑩ 

由③得 1
||
||,0 ≤>

A
aA  

由①+②得 02 ≥++ CBxAx 恒成立，故 042 ≤− ACB ，即 04 2 ≥− BAC  

由（1）得






++≤++

−−−≥++

⑦CBxAxcbxax
⑥CBxAxcbxax

22

22

 

设 cbxaxxf ++= 2)( ， CBxAxxg ++= 2)( ，  

若 0>a ，由⑦得
A

BAC
A

Bg
A

Bf
a

bf
a

bab
4

4)
2

()
2

()
2

(
4

4 22 −
=−≤−≤−=

−  

于是 222 4)4(4 BACBAC
A
abab −≤−•≤− ， ACBacb 44 22 −≥−  

若 0<a ，由⑥得
A

BAC
A

Bg
A

Bf
a

bf
a

bab
4

4)
2

()
2

()
2

(
4

4 22 −
−=−−≥−≥−=

−  

于是 222 4)4(4 BACBAC
A
abab −≤−•

−
≤− ， ACBacb 44 22 −≥−  

因此总有 ACBacb 44 22 −≥−    ⑾ 

由⑩与⑾得 |4||4| 22 ACBacb −≤−  
（Ⅱ）若（2）对任意 Rx ∈ 恒成立，同理可证 |4||4| 22 ACBacb −≤−  
综上所述，原命题成立 
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1117、(不等式) 
在等比数列 na{ }中， 0na > ，已知正整数 k 满足 1 2 1ka a a+ + + =L ，

1 2

1 1 1 4
ka a a

+ + + =L ，则 1 2 ka a aL ＝______ 

解：由柯西不等式得 

22

2
2

1
1

21
21 )111()111)(( k

a
a

a
a

a
a

aaa
aaa

k
k

k
k =•++•+•≥++++++ LLL  

于是 42 ≤k ，故 1=k 或 2=k  

当 1=k 时由已知 11 =a 且 41

1

=
a

矛盾 

故 2=k ， 121 =+ aa ， 411

21

=+
aa

解得
4
1

21 =aa  

1157、(不等式) 

实数 x,y满足 2 2 4x y+ = ，则
2

2
xy

x y+ −
的最小值是______ 

解：设 tyx =−+ 2 ，则 22 )2()( +=+ tyx ， tttxy 44)2(2 22 +=−+=  

于是 44
2

2 2

+=
+

=
−+

t
t

tt
yx
xy  

8)(2)( 222 =+≤+ yxyx ， 22−≥+ yx ， 2222 −−≥−+= yxt  

于是 2224
2

2
+−≥+=

−+
t

yx
xy  

1187、(不等式) (高考不要求) 
x2+2xy-y2=7,则 x2+y2的最小值是？ 

解： tyx = ，代入 x2+2xy-y2=7，得 72 2222 =−+ ytyyt  

于是
12

7
2

2

−+
=

tt
y ， =z

12
)1(7)1( 2

2
2222

−+
+

=+=+
tt

tytyx  

772 22 +=−+ tzztzt ， 072)7( 2 =−−+− zzttz  
（1）当 7≠z 时， 04948)7)(7(44 22 ≥×−=+−+=∆ zzzz  

解得
2

27
2

27
≥−≤ zz 或  

因为 0>z ，故
2

27
≥z 且 7≠z  

（2）当 7＝z 时， 1=t ，于是 7＝z 也适合 

综上
2

27
≥z ，于是 x2+y2的最小值为

2
27  
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1301、已知 2 2 1x y+ = ，求证： 2 22 2 2x xy y− ≤ + − ≤  
不用三角函数怎样证？ 

证明：设 y tx= ，则代入 2 2 1x y+ = ， 2 2 1txx )(+ = ，则 2
2

1
1

x
t

=
+

 

设
2

2 2 2 2 2 2 2
2

1 2
2 2 1 2

1
t tz x xy y x tx tx x t t
t

( ) ( ) + −
= + − = + − = + − =

+
 

故 2 41 141 0 02 1z t t z z z( ) ( )( )∆+ − + − = − + −= ≥， ，解得 2 2z− ≤ ≤  
 
1321 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=22448&show=0 
若 0 3a b c a a b c bc 4 2, , ( )+ + + = −＞ 且 ,则2a b c+ + 的最小值为（  ） 

（A） 3 -1       (B) 3 +1   (C) 2 3 +2    (D) 2 3 -2 

解 1： bcacabcbacba 2444)2( 2222 +++++=++ = 
2222 )13(4)324(4)()324(42])([4 −=−≥−+−=−+++++ cbbccbbccbaa

于是 )13(22 −≥++ cba 选 D 

解 2： 

 =+++ bccbaa )( bcbcacaba
2
1

2
12 ++++  

)(
4
1

2
1 222 cbbcacaba +++++≤ = 2)2(

4
1 cba ++  

 
1325 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=22470&start=0#bottom 
柯西不等式的证明， 
设 ),,2,1(, niRbRa ii L=∈∈  

则 ))(()( 22
2

2
1

22
2

2
1

2
2211 nnnn bbbaaabababa ++++++≤+++ LLL : 

证法 1：因为 0)()()( 22
22

2
11 ≥−++−+− nn bxabxabxa L 对 Rx ∈ 恒成立 

即 0)()(2)( 22
2

2
12211

222
2

2
1 ≥++++++−++ nnnn bbbxbababaxaaa LLL  

对 Rx ∈ 恒成立，于是

0))((4)(4 22
2

2
1

22
2

2
1

2
2211 ≤++++++−+++=∆ nnnn bbbaaabababa LLL  

所以 ))(()( 22
2

2
1

22
2

2
1

2
2211 nnnn bbbaaabababa ++++++≤+++ LLL  

证法 2： 
设 ),,,( 21 naaaa L= ， ),,,( 21 nbbbb L= ，则 

1
(||||

,cos
22

2
2

1
22

2
2

1

2211 ≤
++++++

+++
==

nn

nn

bbbaaa

bababa
ba

baba
LL

L
 

所以 ))(()( 22
2

2
1

22
2

2
1

2
2211 nnnn bbbaaabababa ++++++≤+++ LLL  

 
 
 
 

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=22448&show=0
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=22470&start=0#bottom
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1326 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=22470&start=0#bottom 

排序不等式的证明 

设有两组数 naaa ,,, 21 L ， nbbb ,,, 21 L 满足 naaa ≤≤≤ L21  ，

nbbb ≤≤≤ L21 ， inniii babbb ,,,, 321 L 是 nbbb ,,, 21 L 的一个排列则有

nninniiinnn babababababababababa +++≤+++≤+++ − LLL 22113322111121

当且仅当 naaa === L21 或 nbbb === L21 时上式取等号的证明 

证明：设 =1T inniii babababa +++ L332211 ， 1bbik =  

在 1T 中我们让 ikki baba +11 变成 11 ikik baba + ，其他的项不变， 

记变后的式子为 2T ，则 

21 TT − = )()( 1111111 iikkikiikikikki bbabbababababa −+−=−−+  

= ))(( 11 ikik bbaa −−  

因为 ikik bbbaa =≥≤ 111 , ，所以 21 TT ≤  

由此可见中按上面的方法，把 1b 调到与 1a 相乘，调后的式子变大（或不变），接

着把把 2b 调到与 2a 相乘，一样有调后的式子变大（或不变），如此调整下去，

直到调整成 nnbababa +++ L2211 为最大。 

于是 nninniii bababababababa +++≤+++ LL 2211332211  

同理可证： inniiinnn bababababababa +++≤+++ − LL 3322111121  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=22470&start=0#bottom
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1348 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23526&start=12&show=0 

若 1a b| | | |+ < ，证明方程 02 =++ baxx 的两个实根的绝对值小于 1 
证明： 设 02 =++ baxx 的两根为 21 , xx ，则 

axx −=+ 21 ， bxx =21  
因 1|||| <+ ba ，故 ||||1 2121 xxxx ++> （1） 
故 0)(||||)(1)1)(1( 21212121212121 ≥++−++>++−=−− xxxxxxxxxxxxxx  

即 0)1)(1( 21 >−− xx 故




>
>

01-
01-

2

1

x
x

或




<
<

01-
01-

2

1

x
x

 

因 11 21 >> xx 且 ，则（1）不成立 
故 11 21 << xx 且  
因 0)(||||)(1)1)(1( 21212121212121 ≥+++++>+++=++ xxxxxxxxxxxxxx  

即 0)1)(1( 21 >++ xx 故




>+
>+

01
01

2

1

x
x

或




<+
<+

01
01

2

1

x
x

 

因 1-1- 21 << xx 且 ，则（1）不成立 
故 1-1- 21 >> xx 且  
综上， 11-11- 21 <<<< xx 且  
故 1||1|| 21 << xx 且  

1349 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0 

a、b、c属于有理数 且满足|a|<1 |b|<1 |c|<1求证：ab+bc+ca+1>0 
证： 
（1）当 a、b、c至少一个为零时，显然成立 
（2）当 a,b,c同号，则 ab,bc,ac都为正数，不等式成立 
（3）当 a、b、c两正一负时，不妨设 a>0、b>0、c<0，则 
ab+bc+ca+1=ab+c(a+b)+1> ab-(a+b)+1=(a-1)(b-1)>0 
（4）当 a、b、c两负一正时，不妨设 a<0、b<0、c>0则， 
ab+bc+ca+1=ab+c(a+b)+1> ab+(a+b)+1=(a+1)(b+1)>0 
综上所述，原式成立 
1350 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0 

a、b、c、d都是正数 求证下列不等式中至少有一个不正确。  
（1） a+b<c+d（2）.(a+b)(c+d)<ab+cd（3）.(a+b)cd<ab(c+d) 
证明：假设（1）（2）（3）都成立 

由（3）.(a+b)cd<ab(c+d) )(
4

)( 2

dcba
+

+
≤ ，得 cddcba 4))(( >++  

又有（2）.(a+b)(c+d)<ab+cd 

故 cdcdab 4>+ ，即 abcd
3
1

< （4） 

由（1） a+b<c+d和（2）.(a+b)(c+d)<ab+cd， 
得 cdabba +<+ 2)( ， cdabab +<4 ， abcd 3>  ，（5） 

由（4）（5）得 abab 3
3
1

> ，故 0<ab ，与已知矛盾 

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23526&start=12&show=0
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0
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1367 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=24081&start=0&show=0 

已知： 1,,0 << cba ， 1ab bc ac+ + =  

求
1 1 1

1 1 1a b c
+ +

− − −
的最小值，并给出证明 

解： 222
222222

222
cbacacbbaacbcab ++=

+
+

+
+

+
≤++  

即 acbcabcba ++≥++ 222  

于是 3)(3222)( 2222 =++≥+++++=++ acbcabacbcabcbacba  

所以 3≥++ cba  

又 1,,0 << cba ，于是 33 <++≤ cba  

9)1)(1)(1(3
)1)(1)(1(

13

)]1()1()1)[(
1

1
1

1
1

1(

33 =−−−•
−−−

≥

−+−+−
−

+
−

+
−

aaa
aaa

bba
cba

 

于是
2

339
33

9
)(3

9
1

1
1

1
1

1 +
=

−
≥

++−
≥

−
+

−
+

− cbacba
 

等号成立的条件是




=++

==

3cba

cba
解得

3
3

=== cba  

于是 时当
3
3

=== cba
2

339
1

1
1

1
1

1 +
=

−
+

−
+

−
最小值

cba
 

1368 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=24194&start=12&show=0 

已知 1,0.0 =+>> baba ，求证
4
81)1)(1( 22 ≥++

b
b

a
a  

证法 1： 222222

1)1)(1(
a
b

b
a

ba
ab

b
b

a
a +++=++ 21

++
ab

ab  

411)()(1
222

2

2

2

222222 ++≥+++++=
+

+
+

++
ba

ab
a
b

b
a

a
b

b
a

ba
ab

a
bab

b
baa

ba
ab  

设
4
1)

2
( 2 =

+
≤=

baabx ，则 222

1)(1
x

xxf
ba

ab +==+  

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=24081&start=0&show=0
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=24194&start=12&show=0
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因 021)( 3 <−=′
x

xf ，故 )(xf 在（0， ]
4
1
上递减，  

故
4
65)

4
1()( =≥ fxf ，即

4
651

22 ≥+
ba

ab  

4
814

4
65)1)(1( 22 =+≥++

b
b

a
a  

证法 2: 222222

1)1)(1(
a
b

b
a

ba
ab

b
b

a
a +++=++ 21

++
ab

ab  

411)()(1
222

2

2

2

222222 ++≥+++++=
+

+
+

++
ba

ab
a
b

b
a

a
b

b
a

ba
ab

a
bab

b
baa

ba
ab  

因
4
1)

2
( 2 =

+
≤

baab  

故 0)44)(14(
4

4654
4

651
22

22

22

2233

22 ≥
−−−

=
+−

=−+
ba

abbaab
ba

baba
ba

ab  

于是
4
651

22 ≥+
ba

ab  

所以
4
814

4
65)1)(1( 22 =+≥++

b
b

a
a  

 
1410、 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=288583&page=1#pid2998125 
已知正实数， cba ,, 满足 1=++ cba  

求证：
10
27

1
1

1
1

1
1

222 ≤
+

+
+

+
+ cba

 

证明： 

0
)1(50

)43()31(5
)1(50

)1)(13(9)31)(31(5)13(
50
9

10
9

1
1

2

2

2

2

2 ≤
+

=−
=

+
+−+−+

=−+−
+ a

aa
a

aaaaa
a

即 )13(
50
9

10
9

1
1

2 −−≤
+

a
a

，同理 )13(
50
9

10
9

1
1

2 −−≤
+

b
b

， )13(
50
9

10
9

1
1

2 −−≤
+

c
c

 

于是三式相加得：
10
27

1
1

1
1

1
1

222 ≤
+

+
+

+
+ cba

 

注：之所以能找出
9 9 (3 1)

10 50
a− + − 是通过待定系数法得到的 

再举一个例子：设正实数 cba ,, 满足 1=++ cba ，求证： 2 2 2

3 3 3 9
1 1 1

a b c
a b c

+ + +
+ + ≤

+ + +
 

分析：由于当
1
3

a b c= = = 时原式取等号，且 2

3 3
1

a
a

+
=

+
 

于是设 2

3 13= ( )
1 3

a m a
a

+
− −

+
其中 m为待定系数，令

1=
3

a 得，
9=

10
m −   

可以证明 2

3 9 13 ( )
1 10 3

a a
a

+
− ≤ − −

+
， 

同理证明 2

3 9 13 ( )
1 10 3
b b

b
+

− ≤ − −
+

， 2

3 9 13 ( )
1 10 3
c c

c
+

− ≤ − −
+

 

三式相加就证明了原不等式 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=288583&page=1#pid2998125


 28 

1417、 
赫尔德不等式 

若 ),,2,1(, niRbRa ii L=∈∈ ++ ， 111
=+

qp
， 0,0 >> qp  

则 nn
qq

n
qqpp

n
pp babababbbaaa +++≥++++++ LLL 2211

1

21

1

21 )()(  

证明：令
qq

n
qqpp

n
pp bbb

by
aaa

ax 1

21

1
11

21

1
1

)(
,

)( +++

=

+++

=

LL
 

由 11
11 yx
q

y
p

x qp

≥+ 得 

qq
n

qqpp
n

pp
q

n
qq

q

p
n

pp

p

bbb

b

aaa

a
bbbq

b
aaap

a
1

21

1
1

21

1

21

1

21

1

)()(
)()(

+++

•

+++

≥
+++

+
+++

LL
LL

同理 

q
n

qqp
n

ppq
n

qq

q

p
n

pp

p

bbb
b

aaa
a

bbbq
b

aaap
a

+++
•

+++
≥

+++
+

+++ LLLL 21

2

21

2

21

2

21

2

)()(
 
…… 

qq
n

qq

n

pp
n

pp

n
q

n
qq

q
n

p
n

pp

p
n

bbb

b

aaa

a
bbbq

b
aaap

a
1

21

1

21
2121 )()(

)()(
+++

•

+++

≥
+++

+
+++

LL
LL

于是 1＝ )(1)(1

21

21

21

21
q

n
qq

q
n

qq

p
n

pp

p
n

pp

bbb
bbb

qaaa
aaa

p +++
+++

+
+++
+++

L
L

L
L  

qq
n

qqpp
n

pp

nn

bbbaaa

bababa
1

21

1

21

2211

)()( ++++++

+++
≥

LL

L
 

于是 nn
qq

n
qqpp

n
pp babababbbaaa +++≥++++++ LLL 2211

1

21

1

21 )()(  

α 次幂平均数，设 nbbb ,,, 21 L 是n个正数， 0≠α ， 

称M )(α = α
ααα 1

21 )(
n

bbb n+++ L
为 nbbb ,,, 21 L 的α 次幂平均数， 
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1418、 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=289921&page=1#pid30
10918 

幂平均不等式怎么证啊？ 

幂平均数不等式： 

设 nbbb ,,, 21 L  的α ， β 次幂平均数分别为 M )(α 和 M )(β ，则当 βα < 时

M )(α ≤  M )(β ，当且仅当 nbbb === L21 时取到等号。 

要证 β
βββ

α
ααα 1

21
1

21 )()(
n

bbb
n

bbb nn +++
≥

+++ LL
)( βα >  

只要证
n

bbb
n

bbb nn
βββ

α
βααα +++

≥
+++ LL 2121 )(  

由
ββββ

α
β
α

ααα
nn bbbbbb +++≥+++++

−

LLL 21

1
1

1

21 )111()(  

βββα
β

α
β

ααα
nn bbbnbbb +++≥+++

−
LL 21

1

21 )(  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=289921&page=1#pid30
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1419、平均数不等式 

设 naaa ,,, 21 L 是n个正数，则， n
n

n aaa
n

aaa LL
21

21 ≥
+++

，当且仅当 

naaa === L21 时上式取“＝”号 

这个定理的证法很多，每一种证法都是不等式证明的精典，我认为高中生最好理

解的证法是 

先证引理：若 ),,2,1( niRbi L=∈ + ， 121 =nbbb L ，则 nbbb n ≥+++ L21 ，当

且仅当 121 ==== nbbb L 时“＝”成立 

证明：当 1=n 时显然 

假设当 kn = 时若 121 =kbbb L 时，都有 kbbb k ≥+++ L21 ，当且

仅当 121 ==== kbbb L 时“＝”成立 

则当 1+= kn 时，因 11321 =+kkbbbbb L 于是在 121 ,,,, +kk bbbb L 不可

能全大于 1，也不可能全小于 1 

于是总有一个大于或等于 1，另一个小于或等于 1 

不妨设 1,1 21 ≤≥ bb  

因为 1)( 13211321 == ++ kkkk bbbbbbbbbb LL  

由归纳法假设 kbbbb k ≥++ +1321 L  

故 212113211321 bbbbbbbbbbbbbb kkkk −+++++=++++ ++ LL  

1)1)(1(11)1(1)1( 12221221 +≥−−++=−+−++=+−+≥ kbbkbbbkbbbk  

当且仅当 1132121 ===== +kbbbbbb L 时“＝”成立，故引理成立 

再证定理 

设
n

n

i
i aaa

ab
L21

= ，则 121 =nbbb L ，由引理得 

nbbb n ≥+++ L21 ，即 n
aaa

a
aaa

a
aaa

a
n

n
n

n
n

n

≥+++
L

L
LL 21

1

21

2

21

1  

故 n
n

n aaa
n

aaa LL
21

21 ≥
+++

 

 


