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廖老师网上千题解答分类十七、大纲二次曲线 

 
100、设抛物线 y=-x2+4 与直线 y=3x的交点为 A、B，P是抛物线上 A、B之间
的动点 
（1）求当三角形 ABP的面积最大时 P的坐标 
（2）若当与 AB 平行的直线与抛物线交于 C、D 两点，求证：线段 CD 始终被
平行于 y轴的定直线平分。 
解：（1）联立 y=-x2+4与 y=3x解得 A（-4，-12）、B（1，3） 
设 P（x，-x2+4）是抛物线上是 A、B之间的动点, 14 <<− x  

则 P到 AB的距离
10

|43| 2 −+
=

xxd
10

432 +−−
=

xx
104

25
10

4
25)

2
3( 2

≤
++−

=
x

 

当 x=
2
3

− 时d最大，即有三角形 ABP的面积最大此时 P的坐标是（
2
3

− ，
4
3
） 

（2）AB的斜率是3，线段 CD所在的直线方程是 y=3x+b 
联立 y=3x+b与 y=-x2+4 消 y得 x2+3x+b -4＝0 

则 xC+xD=-3, 因此 CD的中点总在直线 =x
2
3

− 上 

118、椭圆 C：是椭圆 1
4

2
2 =+

yx 的两个交点是 21 FF和 ，的 P在 C上（但不在 y

轴上）。求 21PFF∠ 的取值范围。 

解： 2=a ， 3=c  
设 2211 |||| rPFrPF == ， 4221 ==+ arr  

则
21

2
2

2
1

21 2
)2(

cos
rr

crrPFF −+
=∠

21

2
21

2
21

2
)2(2)(

rr
crrrr −−+

=  

=
−

=
21

21

2
24
rr

rr
2
11

)
2

(

212
22121

−=−
+

≥−=
rrrr

，故 °≤∠< 1200 21PFF  

127、已知圆 C:x2+y2-6x-55=0若一动圆M通过点 P(-3,0)且与圆 C內切，试求M
的圆心的轨迹方程 
解： 64)3(: 22 =+− yxC ，圆心为点 C（3，0） 
设动圆M半径为 r，圆M的圆心为M，则 rMC −= 8|| ， rMP =||  
∴ +|| MC 8|| =MP  
故圆心M的轨迹是以 C、P为焦点的椭圆，其中 3,4 == ca ， 72 =b  

所求的椭圆方程为 1
716

22

=+
yx  
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178、设已知椭圆
2 2

1
24 16
x y

+ = ，直线 1
24 8
x yl : + = ，P是 l上的一点，射线 OP交椭

圆与点 R，有点 Q在 OP上，并且满足 2OQ OP OR| || | | |= ，当点 P在直线上移动

时，求 Q的轨迹方程 

解：设 θ=∠xOP , OQ r| |= ， 1OR r| |=  

2OP r| |= ， ),( yxQ  

则 θcosrx = ①    θsinry = ②   
2

12 rrr = ③ 

∵ )sin,cos( 11 θθ ryrR =  

)sin,cos( 22 θθ ryrP = 分别在椭圆和直线上 

∴ +
24
cos22

1 θr
1

16
sin 22

1 =
θr

④， +
24
cos2 θr

1
8

sin2 =
θr

⑤ 

+
24
cos22

1 θr
=

16
sin 22

1 θr
+

24
cos2 θr

8
sin2 θr

⑥ 

 
把③代入⑥，并利用①②得 

+
24
cos2

2 θrr
=

16

2
2 θinrr

+
24
cos2 θr

8
sin2 θr

 

+
24

cos22 θr
=

16
sin 22 θr

+
24
cosθr

8
sinθr

 

+
24

2x
=

16

2y
+

24
x

8
y
（原点除外）为所求的方程 

190 、已知
2 2

1
4 3
x y

+ = 内有一点 1 1M ( , )− F为椭圆的右焦点，在椭圆上有一动点 P，

求 |||| PFPM +  最值。 
解：左焦点为 F1（-1，0），则 

=+ |||| PFPM  ||4|| 1PFPM −+  
当 P、M、F三点共线时 |||| 1PFPM − 取到最值 

|||| 1PFPM − 最大为 5|| 1 =MF ，最小为 5|| 1 −=− MF  
故 |||| PFPM +  最大为 54 + ，最小为 54 −  
 
 

θ

PQ R

o

l
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235、过抛物线的焦点的一条直线与抛物线交于 
两点 P、Q，经过点 P和抛物线的顶点的 
直线交准线于点M，求证MQ平行于 
抛物线的对称轴 
证明：用同一法 

过M点作 1MQ ∥对称轴 AF交直线 PQ于点 1Q  

作 PN ∥对称轴 AF交准线于点 N  

则
1

1

PQ
FQ

MP
MO

PN
OA

== ， =
1MQ

OF

1PQ
PF
， 

∵ OFOA =  

∴ •PN
1

1

PQ
FQ

•= 1MQ
1PQ

PF
，又 PN 1MQ=  

故 FQ1 1MQ= ，即 1Q 在抛物线上，因此 

点 1Q 与点Q重合，命题得证 

272、设定点 P的坐标为 0 0x y( , ) ,点M在椭圆
2 2

2 2 1
x y
a b

+ = 上,求|MP|R的最小值 

答：几何处理作出以定点为圆心的圆与椭圆相切就行了，代数计算不容易。 
对于特殊的情况可以选择直接消元或三解代换 

291、若直线 y=x+m和 1
4

2
2

=+ yx
相交于 A,B两点，当 m变化时， 

（1）求｜AB｜的最大值 
（2）求△AOB面积的最大值（0为坐标原点） 

解：联立 y=x+m与 1
4

2
2

=+ yx
消去主 y得 

1)(
4

2
2

=++ mxx
， 即 04485 22 =−++ mmxx  

0)5(16)1(8064 222 >−=−−=∆ mmm ， 55 <<− m  

｜AB｜＝ 2
5
∆
＝ )5(16

5
2 2m− ，当 0=m 时｜AB｜最大＝

5
104  

（2）原点到直线 x-y+m＝0的距离为
2

|| md =  

故 == dABS ||
2
1 25

5
24

2
1 m−•

2
|| m

• ＝ ≤− )5(
5
2 22 mm 1)

2
5(

5
2 2 =  

故当
2
52 =m 即

2
10

±=m 时△AOB面积的最大，最大值为 1 

Q1

OA

M

N

Q

P

F
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293、若抛物线 12 −= axy 上存在 AB 2点关于直线 x+y=0对称 

求实数 a的取值范围 

解 1：假设抛物线 12 −= axy 上存两点 A和 B满足条件 

设 A（m，n）则它关于直线 x+y=0对称点 B（ mn −− , ） 

由于 A，B在抛物线 12 −= axy 上，故 

12 −= amn （1）且 12 −=− anm （2） 

相减得 )( 22 nmanm −=+  

因 nm ≠ ， 0≠a 故
a

nm 1
=− ， n

a
m +=

1
代入（2）得 

0112 =−++
a

nan  

a41 −=∆ 0)11( >−
a

，得
4
3

>a  

解 2、假设抛物线 12 −= axy 上存两点 A和 B满足条件 

设直线 A B的方程为 bxy += ，A ),( 11 yx ，B ),( 22 yx  

联立 bxy += ， 12 −= axy 消 y得 

−2ax 01 =−− bx  

则
a

xx 1
21 =+ ， 0)1(41 >++=∆ ba （1） 

设弦 A B中点 ),( 00 yx  

则 =0x
a2

1
， 000 =+ yx ， bxy += 00  

消去 00 , yx 得
a2

1
− b

a
+=

2
1

故
a

b 1
−= 代入（1） 

a41+ 0)11( >+−
a

，得
4
3

>a  

382、双曲线的中心在原点，坐标轴为对称轴，两条渐近线互相垂直且过点 

（-2，0）的双曲线方程_______。 

解：设方程为 λ=− 22 yx  

（-2，0）代入方程求出 4=λ ，得出方程 2 2 4x y− =  
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393 、 )
2

,0( π
α ∈ ，方程 x2sinα +y2cosα =1表示焦点在 y轴上的椭圆，则α 的取

值范围是多少？ 

解： 1

cos
1

sin
1

22

=+

αα

yx  

因，焦点在 y轴上的椭圆， )
2

,0( π
α ∈  

故
αα cos

1
sin

1
< ， αα sincos < ， )

2
,

4
( ππ

α ∈  

394 、点 P 是椭圆 1
64100

22

=+
yx

上的一点，F1，F2是焦点，且∠F1PF2=60°，则

三角形 F1PF2的面积为多少？ 

解： 212121 sin
2
1 PFFPFPFS PFF ∠•=∆  

在△PF1F2中 

2121
2

2
2

1
2

21 cos2 PFFPFPFPFPFFF ∠•−+=  

212121
2

21 cos22)( PFFPFPFPFPFPFPF ∠•−•−+=  

)cos1(2)( 2121
2

21 PFFPFPFPFPF ∠+•−+=  

=• 21 PFPF /])[( 2
21

2
21 FFPFPF −+ [2 )cos1( 21PFF∠+ ] 

/])2()2[( 22 ca −= [2 )cos1( 21PFF∠+ ]= /2 2b= )cos1( 21PFF∠+  

212121 sin
2
1 PFFPFPFS PFF ∠•=∆ = 2b /sin 21PFF∠ )cos1( 21PFF∠+  

= 2b 212
1tan PFF∠ =

3
364

2
60tan64 =

°  

399、如图所示,两根带有滑道的铁杆,分别绕着定点A和B(|AB|=2a)在平面内转动,
并且转动时两杆保持交角为 45° ,求两杆交点 P的轨迹 
解：以 AB中点为原点，以 AB所在的直线为 x轴， 

建立平面直角坐标系则 A(-a,0), A(a,0),设 ),( yxP ， 

因 °=∠ 45APB ， 

故 1|
1

| =

−
•

+
+

−
−

+

ax
y

ax
y

ax
y

ax
y

 即 |2||| 222 ayayx =−+  

)0()( 222 >=−+ yaayx 或 )0()( 222 <=++ yaayx  

O y

x

P

BA
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401、设 P 是椭圆 1
1625

22

=+
yx

上一点，∠F1PF2=30°，则三角形 F1PF2的面积为

多少？解： =∆ 21PFFS 2b 212
1tan PFF∠ = )32(16

2
30tan16 −=

°  

 公式推导见第 394题 

410、椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

上有一点 P使得OP PA⊥  (O为原点,A为椭圆长

轴的一个端点),试求椭圆离心率的取值范围  (非常好的编题方法) 
解：因 PAOP ⊥  

故点 P在圆
4

)
2

(
2

22 ayax =+− （ 0≠y ）（1）上 

又点 P在椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x )0( ax << （2）上 

故方程组（1）（2）在 ax <<0 上有解 
由（1）（2）消去 y得 

2)
2

( ax − )0(
4

2
2

2

22

>>−=− baba
a

xb
（ yx <<0 ） 

即 222 )( xba − 0223 =+− baxa  

ax =1 （舍去）或 22

2

2 ba
abx

−
=  

由 a
ba

ab
<

− 22

2

得， 222 ab < ， 222 )(2 aca <− ， 22 2ca <  

2
2

>=
a
ce ，又 10 << e ，故

2
2 1<< e  

413、过定点 A(-2,-1)倾斜角为 45°的直线与抛物线 2y ax= 交与 B,C,且|BC|是
|AB|.|AC|的比例中项,求抛物线方程  
解：直线 BC的方程是： 21 +=+ xy 即 1+= xy 与 2axy = 联立消去 y得 

012 =−− xax ，设 )1,( 11 +xxB ， )1,( 22 +xxC  

则
a

xx 1
21 =+ ，

a
xx 1

21 −= ， 041 >+=∆ a ，
4
1

−>a  

则 =−+=−= ]4)[(2)(2|| 21
2

21
2

21
2 xxxxxxBC )41(2 2 aa

+  

|AB||AC|= 2
2

2
1 )2(2)2(2 ++ xx =2 2

2121 )422( +++ xxxx  

=+= 2)41(2
a

|41|2 +
a

 

因 =2|| BC |AB||AC|，故
aa
41

2 + = |41| +
a

解得 11 −=a ，
4
1

2 =a ，
4
1

3 −=a  

由于
4
1

−>a 故
4
1

=a ,因此抛物线方程是 2

4
1 xy =  
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430、点 P是以 F1，F2为焦点椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

上的一点， 1PF 02 =• PF ， 

2
1tan 21 =∠ PFF ，求此椭圆的离心率。 

解： °=∠ 9021PFF ，
2
1tan 21 =∠ FPF ，可设 tPF 2|| 1 = ， tPF =|| 2 ，则 tc 52 =  

+|| 1PF atPF 23|| 2 == ， ===
t
t

a
ce

3
5

3
5  

 431、（1）已知 OFQ∆ 面积为 S，且 1=• FQOF ，若 2
2
1

<< S ，求向量 FQOF与

的夹角θ的取值范围。 

（2）设 )2(|| ≥= ccOF ，
4
3cS = ，若以 O 为中心，F 为焦点的椭圆经过 Q 点，

当OQ取最小值时，求椭圆的方程。 

解：（1）设向量OF 与 FQ的夹角为θ，则 

=• FQOF 1cos|||| =• θFQOF  

⇒
θcos

1|||| =• FQOF  

∆ OFQ的面积为 

S= =−• )sin(||||
2
1

θπFQOF •θsin
2
1

=
θcos

1
θtan

2
1  

因 2
2
1

<< S 故 2tan
2
1

2
1

<< θ ， 4tan1 << θ ， 4arctan
4

<< θ
π  

（2）如图建立直角坐标系 

设 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

（a>0、b>0），S= θtan
2
1 = c

4
3
， =θtan c

2
3  

S= =−• )sin(||||
2
1

θπFQOF =• θsin||
2
1 FQc c

4
3
， =|| FQ

θsin2
3
， 

=2|| OQ =+ 2)( FQOF ++
22

FQOF FQOF •2  

= +2c 2
sin4

9
2 +
θ

= +2c 2)cot1(
4
9 2 ++ θ += 2c 2)

9
41(

4
9

2 ++
c

+= 2c
4

171
2 +

c
 

由 2≥c 得 42 ≥c ，故 =2|| OQ +2c ≥+
4

171
2c

+4
2

17
4

17
4
1

=+  

当 2=c 时
2

17|| min =OQ ，此时 =θtan 3
2
3

=c ，
10
3sin =θ ，

10
1cos =θ  

=|| FQ
θsin2

3 =
2
10
，作 OFQM ⊥ 交OF 的延长线于M 

则 =|| QM || FQ =θsin
2
10

10
3

• ＝
2
3  

x

y

O

Q

FO

Q

F



 8

=|| FM || FQ θcos
2
10

=
10
1

• ＝
2
1
，

2
5|| =OM  

故 ,
2
5(Q )

2
3
代入椭圆方程 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

得 1
4
9

4
25

22 =+
ba

① 

又 4222 ==− cba ② 

由①②解得 6,10 22 == ba ，椭圆方程为 1
610

22

=+
yx  

454、设是 F1，F2双曲线 x2-y2=4的两个焦点，Q是双曲线上任一点，从 F1引∠

F1QF2的平分线的垂线，垂足为 P，则 P点的轨迹方程是(圆锥曲线) 

解：延长 PF1 交 2QF 于点M 

因 F1M是∠F1QF2的平分线的垂线，垂足为 P 

故 ||||||
2
1||

2
1|| 22 QMQFMFPO −==  

22
2
1||||||

2
1

12 ==×=− aaQFQF  

故则 P点的轨迹方程是 

422 =+ yx   

455、直线 y=kx+1与双曲线 2 2 1x y− = 的左支交于 A,B两点，直线 l过点 

P（-2，0）和 AB中点，求直线 l在轴上截距 b的取值范围。(圆锥曲线) 

解：联立




=−

+=

1
1

22 yx
kxy

消 y得 1)1( 22 =+− kxx ,即 022)1( 22 =−−− kxxk  

因直线 y=kx+1与双曲线 x2-y2=1的左支交于 A,B两点 

故 ⇒















>
−
−

<
−

>−=−+=∆

±≠

0
1

2

0
1

2
048)1(84

1

2

2

222

k

k
k

kkk
k

21 << k  

设 AB的中点为 ),( 00 yx 则 20 1 k
kx

−
= ， =+

−
= 1

1 2

2

0 k
ky 21

1
k−

 

因直线 l过点 P（-2，0）和 AB中点，故 )2(
2

1

1

2

2

2

+
+

−

−= x

k
k

k
k

y ＝ )2(
22 2

2

+
−+

x
kk

k  

直线 l在轴上截距 b 2

2

22
2

kk
k
−+

=  

因 21 << k ，故 b
21)1(2

2
2 −+

=

kk

2 4 2 2( , ) ( , )∈ +∞ −∞ − +U  

x

y

MP

F2F1

Q

o
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457、双曲线 x2-y2=a2的两个焦点分别为 F1，F2，P为双曲线上的任意一点， 
求证:|PF1|，|PO|，|PF2|成等比数列。(圆锥曲线) 
证明： y)(x,P设 则 x2-y2=a2, y2= x2-a2，|PO|2＝x2+y2=2 x2-a2 

因 x2-y2=a2的离心率为 2=e ，准线为
22

2 a
a

ax ±=±=  

故|PF1| • |PF2|= 2222
2

2 2|2||
2

|2|
2

||
2

| axaxaxaxeaxe −=−=−=−•+  

故|PO|2|＝PF1| • |PF2|，于是|PF1|,|PO|,|PF2|成等比数列 

482、一动圆与圆 2 2 6 5 0x y x+ + + = 外切,同时与圆 2 2 6 91 0x y x+ − − = 内切,求动

圆圆心的轨迹方程明它是什么曲线(圆锥曲线) 
 
解：两已知圆分别是 

4)3( 22 =++ yx   圆心 )0,3(1 −F ，半径 21 =r           

100)3( 22 =+− yx 圆心 )0,3(2F ，半径 102 =r    

设动圆圆心为 ),( yxC 半径是 r，则 

rrrCF +=+= 2|| 11  

rrrCF −=−= 10|| 22  

故 || 1CF 12|| 2 =+ CF  

因此C点的轨迹是一个以 21 FF和  

为焦点的椭圆，其中 6=a ， 3=c  

故 33=b  

所以所求的方程是： 1
2736

22

=+
yx  

489、已知抛物线 )0(2 >= aaxy (a>0)焦点为 F,一直线交抛物线上两点 M.N,设

|MF|=r,|NF|=R,求
Rr
11

+ (圆锥曲线) 

如图 

a
R

r
a

R
r

2
1

2
1

−

−
= ， 

a
rRr

2
− Rr

a
R

−=
2

 

a
rRr

2
2 =

a
R
2

+ ，
R

a 14 =
r
1

+  

R

3-3
O

y

x

r2=10

R

r1=2

C

F2F1

O

P=
1
2a

R

r

r
R

N1
M1

Y

X

F

N

M
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495、动圆的圆心在抛物线 y2＝8x上，且动圆恒与直线 x＋2＝0相切，则动圆必
过的定点是______(圆锥曲线) 
提示:看一看图，你就知道了 
然后想一想如何证明 

答:过动圆必过的定点是焦点 2 0F( , )  

因为动圆的半径是 r = |AD|, 
而|FA|=AD|= r  

498、已知双曲线 12

2

2

2

=−
b
y

a
x

和椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

m
x  

 (a>0,m>b>0)的离心率互为倒数，那么以 a、b、m为 
边长的三角形是_________(圆锥曲线) 

解：双曲线的离心率
a

bae
22

1
+

=  

椭圆的离心率
m

bme
22

2
−

=  

因 121 =ee 故 •
+

a
ba 22

1
22

=
−

m
bm  

222222 ))(( mabmba =−+ ，
224222222 mabmbbama =−+−  

042222 =−+− bmbba ，
222 mba =+  

以 a、b、m为边长的三角形是直角三角形 

505、对于抛物线 2 4y x= 上任意一点 Q,点 P(a,0)都满足|PQ|≥|a|,求 a的取值范围. 

(圆锥曲线) 

解：设 ),( yxQ ，则 

44)2(42)(|| 22222 −++−=++−=+−= aaxxaaxxyaxPQ  

由于 ),0[ +∞∈x 因此 

（1）当 02 ≥−a 即 2≥a 时 最小＝|| PQ 44 −a || a≥ 解得 a=2 

（2）当 02 <−a 即 2<a 时 最小＝|| PQ ||2 aa = || a≥ 解得 a 2<  

综上 2≤a  
 
 
 

x=-2

O

y

x

A
D

F
2-2
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506、(1)抛物线 y2=2px(p>0)上有两个动点 A,B 及一个定点 M,F 为焦点,若
|AF|,|MF|,|BF|成等差数列,求证:线段 AB的垂直平分线过定点 Q; 
(2)在(1)中若|MF|=4,|OQ|=6(O为原点),求抛物线方程. (圆锥曲线) 

证明：设 ),( 11 yxA , ),( 22 yxB , ),( dcM ， ),( 00 yxAB中点  

抛物线 y2=2px(p>0)的焦点 )0,
2

( pF ,准线
2
px −=  

因|AF|,|MF|,|BF|成等差数列 
故 2|MF|＝|AF|+|BF| 

所以 2 )
2

( pc + ＝ )
2

( 1
px + + )

2
( 2

px +  

cxx 221 =+ ， cx＝0  

因为 1
2

1 2 pxy = ， 2
2

2 2 pxy = ，所以 )(2 21
2

2
2

1 xxpyy −=−  

AB的斜率＝
021

2
y
p

yy
pk =

+
= ，AB的垂直平分线斜率

p
y

k
01

−=−  

AB的垂直平分线方程 =− 0yy )( 0
0 xx

p
y

−−  

=− 0yy )(0 cx
p
y

−− ， =y )(0 pcx
p
y

+−−  

当 pcx −= 时总有 0=y  

514、M是抛物线 y2=x上一点，N是圆(x+1)2+(y-4)2=1关于直线 x-y+1=0对称曲
线 C上的一点，求|MN|的最小值. (圆锥曲线) 
解：圆(x+1) 2+(y-4)2=1关于直线 x-y+1=0对称曲线 C的方程 

(x-3) 2+y2=1圆心 O1（3，0），半径 R=1 
2 2 2 2

1 1 1MN MO R MO| | | | | |= − = −  

可转化为求 1MO| |的最小值 

设M（x,y）, y2=x， 0≥x  

则|M 1O |2=（x-3）2+y2 

＝（x-3）2+x= x2-5x+9 

=
4

11)
2
5( 2 +−x  

故当
2
5

=x 时|M 1O |最小＝
2
11
，|MN|的最小值.= 1

2
11

−  

 

Q

O1O

Y

X

N
M
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515、给定抛物线 C：y2=4x，F为 C的焦点，过点 F的直线 l与 C相交于 A、B

两点，设 l的斜率为 1，求向量OA
uuur
和向量OB

uuur
 (圆锥曲线) 

解：因 F（1,0） 

故直线 AB： 1−= xy 与 y2=4x联立求出 

A（ 222,221 ++ ），B（ 222,221 −− ） 

于是 =OA )222,221( ++ ， =OB )222,221( −−  

 
516、中心在原点的椭圆的左右焦点为 F1、F2在 x轴上，点 P在椭圆上.若线 
段 PF1的中点在 y轴上那么|PF1|是|PF2||的(    ) 
A.7倍          B.5倍     C.4倍          D.3 倍(圆锥曲线) 
解：因段 PF1的中点 A在 y轴上 
故 轴XPF ⊥2  

a
bPF

2

2 || ＝  

a
ba

a
baPF

222

1
22|| −

=−＝  

于是 =
||
||

2

1

PF
PF 1)(22

2

2

2

22

−=
−

b
a

b
ba  

若 22

2

=
b
a

选 D。若 42

2

=
b
a

选 A 

=
||
||

2

1

PF
PF

=
−
2

222
b

ba
2

2

22

22

1
1

e
e

ca
ca

−
+

=
−
+  

若
3
6

=e 选 B。若
5
15

=e 选 C。 

529、已知抛物线 2y x= 上三点 A、B、C，且 A(-1，1)，AB⊥BC，当点 B在抛

物线上移动时,求点 C的横坐标的取值范围. (圆锥曲线) 

解：设 ),( 2bbB ， ),( 2ccC ， cb ≠ ， 1−≠b ， 1−≠c  

因为 BCAB ⊥ , )1,1( 2 −+= bbAB ， ),( 22 bcbcBC −−=  

所以 0))(1())(1( 222 =−−+−+=• bcbbcbBCAB  

0))(1(1 =+++ bcb ， 01)1(2 =+++ bcb  

04)1( 2 ≥−+=∆ c ， 13 ≥−≤ cc 或  

B

A

1 X
O F

y

x

y

A
P

F2F1 O
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530、已知正方形一条边 AB 在直线 y=x+4 上，顶点 C、D 在抛物线 2y x= 上，

求正方形边长。(圆锥曲线) 
解：设正方形的边长为 d 
则直线 CD与直线 AB： x-y+4=0上平行且距离为 d 

可设直线 CD的方程为 x-y+m=0，则 dm
=

−
2

|4|
（1） 

联立 x-y+m=0与 y2=x，设交点 ),( 11 yxC ， ),( 22 yxD  

消 x得 y2
-y+m=0， myyyy ==+ 2121 ,1 ， 041 >− m  

2
212 ))(11( yy

k
d −+= =−+ ]4)[(2 21

2
21 yyyy )41(2 m− （2） 

联立（1）（2）解得




=

−=

23

2

d

m
或





=

−=

25

6

d

m
 

正方形边长为 23 或 25  

552、已知三角形 ABC，B(-1,-1)，C(2,1).若点 A在抛物线 y=x2 -6上移动,求三
角形的重心 G的轨迹方程. (圆锥曲线) 
解：设 G（x,y）A(m,n) 

则
3

1+
=

mx ，
3
ny = ， 62 −= mn   

故 13 −= xm ， yn 3=  

代入 62 −= mn 得 6)13(3 2 −−= xy ， 2)
3
1( 2 +=− yx （ 2/77±≠x ） 

560、设双曲线 1
4

2
2

=− yx
的焦点为 1 2F F, ，点 P在双曲线上，且 021 =• PFPF ，

求 |||| 21 PFPF (圆锥曲线) 

解： 5,1,2 === cba  

因为 021 =• PFPF ，所以 021 =• PFPF  

于是 22
2

2
1 )2(|||| cPFPF =+ ， 2

21
2

21 )2(||||2|)||(| cPFPFPFPF =+−  

因为 22
21 )2(|)||(| aPFPF =− ，所以 44)2()2(||||2 222

21 ==−= bacPFPF  

于是 2|||| 21 =PFPF  



 14 

564、已知椭圆 1
2

2
2

=+ yx , 求斜率为 2的平行弦的中点轨迹方程(圆锥曲线) 

解：设斜率为 2的弦的两个端点为 ),( 11 yx ， ),( 11 yx ，弦中点为 ),( yx  

则 1
2

2
1

2
1 =+ yx

， 1
2

2
2

2
2 =+ yx

，相减得 

0))((
2

))((
2121

2121 =−++
−+ yyyyxxxx  

0)(
2

)(

21

21
21

21 =
−
−

++
+

xx
yyyyxx  

因为 2
21

21 =
−
−

xx
yy

， xxx 221 =+ ， yyy 221 =+  

故 04 =+ yx  于是所求的轨迹是直线 04 =+ yx 的椭圆内部的一条无端点的线段 

571、  设双曲线 )0,0(12

2

2

2

>>=− ba
b
y

a
x

右焦点为 F，右准线与两条渐近线交于

A、B两点，那么双曲线的离心率为_________(圆锥曲线) 

解：如图渐近线 1l ： x
a
by =  

准线 AB：
c

ax
2

=  

故 =|| AE =Ay •
a
b

c
a 2

c
ab

= ， 

−= cEF || 2 =
c

a 2

c
b2

 

由 BFAF 22 ⊥ 得， =|| AE || 2EF  

故
c

ab
c

b2

= ， ba = ，于是 2=e  

 

 

 

 

x

y

ME

l2

B

l1

oF1 F2

D
A
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594、设椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

的焦点为 21, FF ，P是椭圆上任意一点， 21PFF∠

的最大值为
3

2π
。设斜率为 k的直线 l交椭圆于M、N两点， l与以原点为圆心，

短半轴长为半径的圆相切。若MN长度的最大值为 4，求椭圆的方程(圆锥曲线) 

解：设 11 || rPF = ， 22 || rPF = 则 arr 221 =+   

=
−−+

=
−+

=∠
21

2
21

2
21

21

22
2

2
1

21 2
42)(

2
4

cos
rr

crrrr
rr

crrPFF
21

2
21

2

2
424

rr
crra −−

 

=
−

=
21

21
2

2
24
rr

rrb
2
1

3
2cos121

)
2

(2

41
2
4

2

2

221

2

21

2

−==−=−
+

≥−
π

a
b

rr
b

rr
b  

于是
2
1

2

2

=
a
b

， 22 2ba = 椭圆方程为 1
2 2

2

2

2

=+
b
y

b
x

，即 222 22 byx =+  

直线 mkxy += 与 222 byx =+ 相切，于是 b
k

m
=

+ 21
||

， 21|| kbm +=  

由 mkxy += 与 222 22 byx =+ 消 y得， 222 2)(2 bmkxx =++  

即 0224)12( 2222 =−+++ bmmkxxk  

|12|
)22)(12(416

|| 2

22222

+

−+−
=

k
bmkkm

MN ＝
|12|

)224(4
2

2222

+

−+−−

k
bmkb

 

＝
|12|

2242
2

2222

+
+−

k
bmkb

|12|
2)1(242

2

22222

+
++−

=
k

bkbkb
 

=
+

=
12

22
2

22

k
kb

12
||22

2 +k
kb
当 0=k 时 0|| =MN  

当 0≠k 时 =|| MN 4
22
22

||
1||2

22
==≤

+
bb

k
k

b  

故 4=b ， 162 =b ， 322 22 == ba ，因此所求的椭圆方程为 1
1632

22

=+
yx  
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597、已知抛物线 2 2y px= (p>0)的一条焦点弦 AB被焦点 F分成 m,n两部分 

（1）若 m=n，求 1 1
m n

+  

（2）若 m不等于 n，求 1 1
m n

+  (圆锥曲线) 

解（1）若 m=n则 m=n＝P，
pnm
211

=+  

（2）若 m≠n则如图
pn
mp

n
m

−
−

= ， mnnpmpmn −=− ， 

npmpmn +=2 ，
m
1

pn
21

=+  

此题给我们的启发是：从特殊情况入手可能可以发现一般的规律 
 
 
 
 
 
 
 
 
600、已知直线 l:x=m,( m＜-2)与 x轴交于点 A，动圆M与直线 l相切，并且于
圆 O：x2+y2=4相外切，（1）求动圆的圆心M的轨迹 C的轨迹方程；（2）若过原
点且倾角为 60°的直线与曲线 C交于M，N两点，问是否存在以MN为直径的
圆经过点 A？若存在，求出 m的值，若不存在，说明理由。(圆锥曲线) 
解：动圆M的圆心为(x,y)，半径为 R，则 

|| mxR −= ， 224 yxR +=+ ，于是 224|| yxmx +=+−  

当 m＜-2 时， mx ≥ ， 222 )4( +−=+ mxyx ， )2
2
1)(4(2 +−−= mxmy 为所求的

曲线 C轨迹方程 
（2）过原点倾角为 60°的直线为 xy 3= 代入曲线 C的方程，则 

−23x 0)2
2
1)(4()4( =−−+− mmxm  

−23x 0)4(
2
1)4( 2 =−+− mxm ，设 )3,( 11 xxM ， )3,( 22 xxN  

则
3

4
21

mxx −
=+ ，

6
)4( 2

21
mxx −

=  

因为 =• ANAM •− )3,( 11 xmx )3,( 22 xmx − = 2121 3))(( xxmxmx +−−  

= 0)(4 2
2121 =++− mxxmxx ，所以

3
)4(2 2m− 0

3
)4( 2 =+

−
− mmm

， 0832 =+− mm

无实根，因此不存在m适合条件，注：第 2小题用几何法更容易 

nm

M NF

X

Y

M1 N1

nm

P

O m
n

O

P

m
n

N1
M1

Y

X

F

N

M
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611、 )1(12
2

2

>=+ ay
a
x

的短轴的一个端点 B(0,1)为直角的顶点，作椭圆的内接等

腰 ABC∆ 问这样的三角形是否存在？如果存在最多有几个？(圆锥曲线) 
 解：假设存在，设腰长为 d，一腰所在的直线方程为 1+= kxy （ 0>k ），另一

腰所在的直线方程为 11
+−= x

k
y  

联立 1+= kxy 与 12
2

2

=+ y
a
x

消 y得， 0222
2

2

=++ kxxk
a
x  

0]2)1[( 222 =++ kaxkax ， ,01 =x 22

2

2 1
2

ka
kax

+
−=  

此腰长＝ •+ 21 k 22

2

1
2

ka
ka

+
 

另一腰长＝ •+ 2

11
k

2

2

2

1

12

k
a

k
a

+

•
＝ •+ 21 k 22

22
ak

a
+

 

于是 •+ 21 k 22

2

1
2

ka
ka

+
•+= 21 k 22

22
ak

a
+

 

即
221 ka

k
+

＝
22

1̀
ak +
， 0)1(1 223 =−+− kak  

0)1)(1( 22 =−++− kakkk  
故 01)-1,1 22 =++= kakk （或 （1） 
（1）判别式 =−−=∆ 4)1( 22a )1)(3( 22 +− aa  
因为 1>a  

故当 3>a 时（1）有两个不等实根，且不为 1，此时这样的三角形有三个 

当 3=a 时（1）有两个相等实根，且不为 1，此时这样的三角形有两个 

当 31 << a 时（1）有无实实根，此时这样的三角形只有一个 

629、两抛物线准线相互垂直，两抛物线相交于 A，B，C，D四点，问 A，B，C，
D四点的关系(圆锥曲线) 

解：设其中一条为 pxy 22 = ，则另一条为 )(2)( 1
2 hyphx −=−  

即 022 =− pxy ， 0)(2)( 1
2 =−−− hyphx  

若这两条曲线有四个交点 

则圆： +− pxy 22 0)(2)( 1
2 =−−− hyphx 必过四个交点 

于是四个交点共圆 
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631、过抛物线焦点 F的直线与抛物线相交于 A,B两点，若 A,B在抛物线的准线
上的射影分别为 A1,B1，则 1 1A FB∠ = ______(圆锥曲线) 
A. 45°  B. 60°   C. 90° D. 120°  
解：|AA1|=|AF| ⇒ 52 ∠=∠  
AA1 X∥ 轴⇒ 51 ∠=∠  
因此 21 ∠=∠  
同理 43 ∠=∠  
于是 °=∠+∠ 9031 , °=∠ 9011FBA  
632、过抛物线 2 4y x= 的焦点作一条倾斜角 
为α 的弦 AB，若 AB 8≤ ，则α 的取值范围是？(圆锥曲线) 
解: 如图 8=AB  
取 AB中点 C,作 AA1,BB1,,CD垂准线 

则|CD|＝ ||
2
1|)||(|

2
1

11 ABBBAA =+ =4 

作 MCDFM 于⊥ ,因|MD|=P=2 
于是|CM|=2，设|CF|=t,则|AF|=t+4 
|AN|=t+2 
由相似成比例得 

42
2

+
=

+ t
t

t
， 82 =t ，于是 22=t  

 
因此 °=∠ 45MCF ,此时 °= 45α  

由于|AB|≤8,于是 ]
4

3,
4

[ ππ
α ∈  

634、有两直线 ,1l ,2l 倾斜角分别为 150°，和 30°，且 1l 上有一点 A， 2l 上有一点

B，AB间的距离为 32 ，M为 AB的中点，求M点的轨迹方程。 

解：不妨设 21 , ll 的方程分别为 yx 3±= ，合在一起为 22 3yx = (圆锥曲线) 

AA yx 3−= , BB yx 3=  

设 ),( yxM ，则 xxx BA 2=+ ， yyy BA 2=+  

12)()( 22 =−+− BBA yyxx
A

（1） 

因 AA yx 3−= , BB yx 3=  

故 yyyxx ABAB 32)(3 =+=− , 

3
2)(

3
1 xxxyy ABAB =+=− 代入（1）得 12

3
412

2
2 =+

xy ， 1
9

2
2

=+ yx
为所求 

 

5

4
3

2
1

F
O

Y

X

B1

A1

B

A

2

t+2

4

t

N

D C

A

M

B

A1

B1

X

Y

O
F
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648、给定抛物线 C:y2=4x，F是 C的焦点，过点 F的直线 l与 C相交于 A,B两
点(1)设 l的斜率为 1，求向量 OBOA与 的夹角 
(2)设向量 FB  =q AF，若 4≤q≤9，求 l在 y轴上截距的范围(圆锥曲线) 
解：（1）焦点 F（1，0），直线 l： 1−= xy  
联立 1−= xy ， y2=4x消 x得 

0442 =−− yy ，设 ),
4

( 1

2
1 yyA ， ),

4
( 2

2
2 yyB ， 

421 =+ yy ， 421 −=yy ，
4

2
1y

1
4

2
2 =•

y
 

故有 

=• OBOA
4

2
1y

+•
4

2
2y

321 −=yy  

.4116116)(16
4
1

)16)(16(
16
1)16/()16/(||||

2
2

2
1

22
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

4
2

2
1

4
1

=+++=+++=

++=+⋅+=

yyyyyy

yyyyyyyyOBOA
 

于是
41

143
||||

,cos −=
⋅

=〉〈
OBOA
OBOAOBOA ，所以 OBOA与 的夹角为 .

41
413arccos−π  

（2）设 ),
4

( 1

2
1 yyA ， ),

4
( 2

2
2 yyB  因 AFqFB =  故 ),,

4
1(),1

4
( 1

2
1

2

2
2 yyqyy

−−=−  

即







−=

−=−

.12

2
1

2
2 ),

4
1(1

4
qyy

yqy
解得

q
y 42

1 =    qy 42
2 = ， qy 22 ±=  

因此 ),2,(),2,( qqBqqB −或 直线 l方程为 ),1(
1

2
)1(

1
2

−
−

−
=−

−
= x

q
q

yx
q

q
y 或  

l在 y轴上截距的
1

2
1

2
−

=
−

−=
q

q
b

q
q

b 或  

当 ]9,4[∈λ 时，
1

2
−

=
q

q
b

q
q 1

2

−
= 在[4，9]上是递减的，故 

3
4

4
3

≤≤ b  

或
1

2
−

−=
q

q
b

q
q 1

2

−
−= 在[4，9]上是递增

4
3

3
4

−≤≤− b  

综上 l在 y轴上截距的的范围是 ]
3
4,

4
3[]

4
3,

3
4[ U−−  

 
 
 
 
 

y

x
O F

B

A
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658、动直线 y+2=k(x-5)交抛物线 y2=4x于M、N，问抛物线上是否存在一点 P，
使得向量MP垂直 NP。(圆锥曲线) 
解：设M（x1，y1）,N（x1，y1）， 
联立 y+2=k(x-5) 与 y2=4x消 x得 

025
4

2 =−−− kyyk  

k
yy 4

21 =+ ，
k
kyy )25(4

21
+

−=  

=−+ )10( 21 xxk =++ 421 yy
k

k 44 +
， =+ 21 xx 2

2 4410
k

kk ++  

=21xx =
16

2
2

2
1 yy

2

2)25(
k

k +  

假设存在 ),( 00 yxP 使 NPMP ⊥ 恒成立 

因 =MP ),( 1010 yyxx −− ， =NP ),( 2020 yyxx −−  

故 )( 10 xx − )( 20 xx − + )( 10 yy − 0)( 20 =− yy  

21021
2

0 )( xxxxxx ++− + )( 21
2

0 yyy +− 0210 =+ yyy  

−2
0x 02

2 4410 x
k

kk ++ + 2

2)25(
k

k +
−+ 2

0y
k
4

0y 0)25(4
=

+
−

k
k  

−22
0 kx )4410( 00

2
0 xkxkx ++ + )42025( 2 ++ kk −+ 22

0 ky 4 ky0 0)820( 2 =+− kk  

+++− 22
00

2
0 )510( kyxx kyx )4124( 00 −+− + 0)44( 0 =+− x 对 Rk ∈ 恒成立 

因此， 0510 2
00

2
0 =++− yxx 04124 00 ＝且 yx −+− 044 0 =+− x且  

解得 10＝x ， 20＝y ，综上存在一点 P ），（ 21 使 NPMP ⊥ 恒成立 
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666、若动点(x,y)在曲线 )0(1
4 2

22

>=+ b
b
yx

上变化,则 x2 + 2y的最大值是多少? 

(圆锥曲线) (函数) 

解：因为 )0(1
4 2

22

>=+ b
b
yx  

所以， −= 42x 2

24
b
y
， byb ≤≤−  

x2 + 2y＝ 2

244
b
y

− + 2y＝ 4)
2

(4 2
2

2 +−− yby
b

++−−= 4)
4

(4 2
2

2

by
b 4

2b  

当 bb
≤<

4
0

2

，即 40 ≤< b 时，在 =y
4

2b
上，x2 + 2y取最大值

4
4

2b
+  

当 bb
>

4

2

，即 4>b 时，在 =y b上，x2 + 2y取最大值 b2  

668、直线 1+−= xy 与椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

相交于两点且线段 AB 的中点

在直线 l： yx 2= 上（1）求椭圆的离心率（2）若椭圆的右焦点关于直线 l的对

称点在圆 422 =+ yx 上，求椭圆方程(圆锥曲线) 

解：设 AB中点为M ),( 00 yx ，则 2

2

0

0 )1(
a
b

x
y

−=− 且
2
1

0

0 =
x
y

 

于是 =2

2

a
b

2
1
， 22 2ba = ，

2
1

2
2

2

22

2

2
2 =

−
==

b
bb

a
ce  ，

2
2

=e  

（2）右焦点 )0,(c 关于 yx 2= 的对称点 )
5
4,

5
3( cc  

在圆 422 =+ yx 上，故 42 =c ，于是 42 =b ， 82 =a ，椭圆方程为 1
48

22

=+
yx  
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669、椭圆 E的中心在原点 O，焦点在 x轴上，离心率为 2
3
，过 1 0C( , )− 的直线

l交椭圆于 AB两点且满足 BCCA 2=  

(1) 试用直线 l的斜率表示 OAB∆ 的面积 
(2) 当 OAB∆ 的面积取得最大值时求椭圆 E的方程(圆锥曲线) 

解：（1） )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x  

3
2

==
a
ce ，可设 mc 2= ， ma 3= ，则 mb =  

于是椭圆方程为 1
3 2

2

2

2

=+
b
y

b
x

，即 222 33 byx =+ ① 

设 l的方程为 )1( += xky （ 0≠k ）②， 

联立①②消 x得即 032)13( 22222 =−+−+ kbkkyyk  

设 A( 11 , yx )，B( 22 , yx )， )( 21 yy >  

则
13

2
221 +

=+
k

kyy ③，
13

3
2

222

21 +
−

=
k

kbkyy ④ 

当点 C在椭圆内部时 BCCA 2= ， ),1(2),1( 2211 yxyx −−−=+ ，故 21 2yy −= ⑤ 

③④⑤
13

4
21 +

=
k

ky ，
13

2
22 +

−=
k

ky ，
)13(3

93
2

2
2

+
+

=
k

kb  

于是
13
||6|| 221 +

=−
k

kyy  =∆OABS
2
1

=− || 21 yy
13
||3

2 +k
k  

（2） =∆OABS
13
||3

2 +k
k = ≤

+ ||
||

3
3

k
k

32
3

2
3

=  

当且仅当 3±=k 时上式取等号，此时
5
3

)13(3
93

2

2
2 =

+
+

=
k

kb  

222 33 bma ==
5
9

= ， 1
3

5
9

5 22

=+
yx  
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673、圆心在抛物线 y2=2x,且与 x轴和该抛物线的准线都相切的一个圆的方程是
（     ） 

   A、 0
4
1222 =−−−+ yxyx         B、 01222 =+−−+ yxyx x2+y2-x-2y+1=0 

    C、 01222 =+−++ yxyx        D、 0
4
1222 =+−−+ yxyx  (圆锥曲线) 

解：圆心在抛物线 y2=2x上与准线相切得：过焦点（
2
1
，0） 

    圆心在抛物线 y2=2x上与 x轴相切得：配方后有 2)( ry ±  
680、已知椭圆的中心为坐标原点，焦点在 x轴上，斜率为 1 且过椭圆右焦点 F
的直线交椭圆于 A,B两点，向量OA OB+

uuur uuur
与 3 1m ( , )= −

ur
共线，求椭圆的离心率 

(圆锥曲线) 

解：设椭圆方程为 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

， ),( 11 yxA ， ),( 22 yxB  

直线 AB斜率为 1， 1 2

1 2

1
y y
x x

−
=

−
， 

向量 1 2 1 2OA OB x x y y( , )+ = + +
uuur uuur

与 3 1m ( , )= −
ur

共线， 1 2 1 23x x y y( ) ( )− + = +  

由
2 2 2 2

1 1 2 2
2 2 2 21 1

x y x y
a b a b

,+ = + = 得
2 2 2 2 2 22

1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2

1 2

0 0
x x y y y yb

a b a x x
,− − −

+ = + =
−

得  

于是
2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 2

1 2 61 0 3 2
3 3 3

b ca b c a b b e e
a a

( ) , , ,+ × − = ⇒ = = − = = = =  

688、已知椭圆的中心在原点，焦点在坐标轴上，直线 1=+ yx ，与椭圆交于 A、

B两点，且|AB|= 22 ，AB的中点 C与椭圆的中心 D的连线的的斜率为
2
2
求椭

圆的方程。(圆锥曲线) 

解：设椭圆的方程为 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

 

则 2

2

)1(
2
2

a
b

−=− （可由代点相减得出）， 22 2ba = ， 

椭圆的方程为 1
2 2

2

2

2

=+
b
y

b
x

， 222 22 byx =+ 与 1=+ yx 联立消 y得 

02222)12( 22 =−+−+ bxx  

12
22

21
+

=+ xx ，
12
22 2

21
+

−
=

bxx  

|AB|2= =−+=−+ ]4)[(2))(1( 21
2

21
2

21
2 xxxxxxk ,8]

12
)1(24)

12
22[(2

2
2 =

+
−

+
+

b  

−=
+

− 4
12

)1(24 2b
2)12(

8
+

， =+− )12)(1(2 2b 222 + ， 122 +=b  

222 +=a ，椭圆的方程为 1
1222

22

=
+

+
+

yx
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689、如果椭圆 1
925

22

=+
yx

上一点 M 到此椭圆的一个焦点 F1的距离为 2，N 是

MF1的中点，O是椭圆中心，则线段 ON的长为_______(圆锥曲线) 

解：线段 ON是 21FMF∆ 的中位线，于是|ON|= =|MF|
2
1

2 4|)MF|(2a-
2
1

1 =  

691、直线 0y kx 1 k R( )− − = ∈ 与椭圆 )0(1
5

22

>=+ b
b
yx

恒有公共点，则b的取值

范围(圆锥曲线) 

解：y-kx-1=0就是 1+= kxy 过定点 )1,0(  

因此直线 y-kx-1=0(k∈R)与椭圆 )0(1
5

22

>=+ b
b
yx

恒有公共点的充要条件是 

定点 )1,0( 在椭圆上或内部。即 

11
5
0 22

≤+
b

解得， 1≥b  

693、设 F1、F2是椭圆 1
2

2
2

=+ yx
的两个焦点，过 F2做倾斜角为

4
π
的弦 AB，则△

F1AB的面积为_______(圆锥曲线) 

解 1：联立 1
2

2
2

=+ yx
与 1−= xy ，解得 )1,0( ， )

3
1,

3
4(  

故 2
3
4|| =AB ， =∆ ABFS

1 3
4

2
122

3
4

2
145sin||||

2
1

21 =×××=°FFAB  

解 2：注若交点数据较大，可按下面做法 

椭圆 1
2

2
2

=+ yx
的右焦点 )0,1( ，右准线 2=x ，

2
1

=e  

联立 1
2

2
2

=+ yx
与 1−= xy 消 得y 043 2 =− xx  

3
4

21 =+ xx =+−= )](4[|| 21 xxeAB =− ]
3
44[

2
1 2

3
4  

=∆ ABFS
1 3

4
2

122
3
4

2
145sin||||

2
1

21 =×××=°FFAB  
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695、如何证明双曲线的一个焦点到渐进线的距离为b？(圆锥曲线) 

证明： )0,0(12

2

2

2

>>=− ba
b
y

a
x

 

0=±
b
y

a
x

，即 0=± aybx  

右焦点 )0,(cF 到 0=± aybx 的距离 

=
+

±
=

22

|0|

ba
bcd b

c
bc

= ，同理可证左焦点 )0,(cF 到 0=± aybx 的距离 bd =  

700、 2 4y x= 过 )2,1( 的两条倾斜角互补的直线，与抛物线交于 A、B，求 BA xx +  

(圆锥曲线) 

解：(1) =
−
−

+
−
−

1
2

1
2

B

B

A

A

x
y

x
y

2
4

2
4

1
4

2

1
4

2
22 +

+
+

=

−

−
+

−

−

BAB

B

A

A

yyy
y

y
y  

0
)2)(2(

)4(4
=

++
++

=
BA

BA

yy
yy

， 4−=+ BA yy  

解：(1) =
−
−

+
−
−

1
2

1
2

B

B

A

A

x
y

x
y

2
4

2
4

1
4

2

1
4

2
22 +

+
+

=

−

−
+

−

−

BAB

B

A

A

yyy
y

y
y  

0
)2)(2(

)4(4
=

++
++

=
BA

BA

yy
yy

， 4−=+ BA yy  

708、若抛物线 y = ax2-1上总存在两点关于直线 x+y=0 对称,则实数 a的取值
范围是(     ). 

A.( 1
4

,+∞)  B.( 3
4

,+∞)    C.(0, 1
4

)   D.( 1
4

, 3
4

)(圆锥曲线) 

  做这道题最快的方法是什么?如果用常规方法又该怎么做? 

解 1(常规方法)设抛物线上 A( 11 , yx )两点 B( 22 , yx )于直线 x+y=0 对称 

直线 AB的方程为 bxy +=  

联立 bxy += 与 y = ax2
-1消 y得 

ax2
- bx − -1＝0 

于是 0441)1(41 >++=++=∆ aabba （1） 
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设弦 AB中点坐标为 ),( 00 yx  

== 00 ,
2
1 y
a

x =+ bx0 b
a

+
2
1  

因 ),( 00 yx 在对称 x+y=0上 

+
a2

1 b
a

+
2
1

＝0， =b
a
1

− 代入（1）得 

0441 >+− a ，
4
3

>a  

解 2(解本选择的方法) 
由选支的共性知， 0>a  

设抛物线上 A( 11 , yx )两点 B( 22 , yx )于直线 x+y=0 对称，则 1=ABk  

12
11 −= axy ， 12

22 −= axy  

相减得 )( 2
2

2
121 xxayy −=− ， ABk )( 21 xxa += ，

a
xx 1

21 =+  

设弦 AB中点坐标为 ),( 00 yx ， == 00 ,
2
1 y
a

x 0x−
a2

1
−=  

点 ),( 00 yx 在抛物线内部，由于 0>a ，于是 12
00 −< axy  

a2
1

− 1
4
1

−<
a

，所以
4
3

>a  

709、设双曲线 −2

2

a
x 12

2

=
b
y  (0＜b＜a)的半焦距为 c，直线 l 过点（a,0)和(0,b)，

已知原点到 l的距离为 c
4
3
，求双曲线的离心率。(圆锥曲线) 

解：已知原点到 l的距离＝ c
ba

ab
4
3

22
=

+
 

c
c

ab
4
3

= ， 234 cab = ＝ )(3 22 ba + ， 0343 22 =+− baba  

0)3)(3( =−− baba ， baba 33 ＝或=  

因 0＜b＜a 

故 ba 3＝ ， bc 2＝ ，
3

32
3

2
===

b
b

a
ce  
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717、已知:在平面直角坐标系 xOy中,过点 P(0,2)任作一条与抛物线 y=ax2(a>0)交
于两点的直线,设交点分别为 A,B,若∠AOB=90° 
(1)判断 A,B两点纵坐标的乘积是否为一个确定的值,并说明理由 
(2)确定抛物线 y=ax2(a>0)的解析式 

(3)当三角形 ABO面积为 4 2时,求直线 AB的解析式(圆锥曲线) 

解：（1）设过点 P(0,2)的直线的解析式为 2+= kxy ，设 A( 11 , yx )，B( 22 , yx ) 

2+= kxy 与 y=ax2联立消 y得， 022 =−− kxax  

则
a

xx 2
21 −= ， 

因为 ,, 2
22

2
11 axyaxy ==  

所以 == 2
21

2
21 )( xxayy 4)2( 22 =−

a
a ＝定值 

（2）设 A点在左边 

作 CxAC 轴于⊥ , DxBD 轴于⊥  

因为∠AOB=90°，所以∠AOC+∠BOD =90°， 
又因为∠AOC+∠OAC =90°，所以∠BOD=∠OAC 

所以△AOC∽△OBD，所以
DB
OC

OD
AC

= ，即
2

1

2

1

y
x

x
y −

=  

于是 02121 =+ yyxx ， 042
=+−

a
，

2
1

=a ，抛物线的解析式是 2

2
1 xy =  

（3）作 MyAM 轴于⊥ , NyBN 轴于⊥  

21 2
2
1)(2

2
1 xxSSS BOEAOEAOB •×+−•×=+= ∆∆∆  = 2412 =− xx  

因为 k
a
kxx 221 ==+ ， 42

21 −=−=
a

xx  

所以 =−+=− 21
2

12
2

12 4)()( xxxxxx 32164 2 =+k ， 42 =k ， 2±=k  

于是直线 AB的解析式是 22 +±= xy  

722、抛物线 y2=-2px(p>0)上一点M（x0,y0)和焦点的连线叫做点M处的焦半径，
它的值是用 x0，p表示(圆锥曲线) 

解：抛物线 y2=-2px(p>0)的准线为
2

: pxl −=  

作 11 MlMM 于⊥  

由抛物线的定义知：焦半径
2

)
2

(|||| 001
pxpxMMMF +=−−==  

E

N

M

O DC

B

A

y

x

2
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723、设 P为双曲线 1
4

2
2

=− yx
上一动点，O为坐标原点，M为线段 OP的中点，

则M点的轨迹方程是________ 

解：设 ),( 00 yxP ， ),( yxM ，则
2

0xx = ，
2

0yy = ， 1
4

2
0

2
0 =− yx

 

故 1)2(
4

)2( 2
2

=− yx
，即 14 22 =− yx 为所求 

设 P为双曲线 1
4

2
2

=− yx
上一动点，O为坐标原点，M为线段 OP的中点，则M

点的轨迹方程是________(圆锥曲线) 

解：设 ),( 00 yxP ， ),( yxM ，则
2

0xx = ，
2

0yy = ， 1
4

2
0

2
0 =− yx

 

故 1)2(
4

)2( 2
2

=− yx
，即 14 22 =− yx 为所求 

731、已知 A(0,7)，B(0,-7)，C(12,2)，以 C为一个焦点作过 AB的椭圆，椭圆另
一个焦点的轨迹方程是______(圆锥曲线) 
解：设另一个焦点 D(x,y) 

|||||||| BDBCADAC +=+  

即 ||15||13 BDAD +=+ ， 2|||| =− BDAD  

于是另一个焦点 D(x,y)的轨迹是以 A,B为焦点的双曲线的下支 

这里 48,7,1 2 === bca  

其方程是 )1(0
481

22

−≤=− yxy  
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738、定长为 3 的线段 AB 的端点的抛物线 2y x= 上移动，求 AB 中点到 y轴最

短距离及中点M的坐标(圆锥曲线) 

解：看图 1，弦 AB的中点 C ),( 00 yx 到 y轴的距离 

2
5

2
13|||||||||||| 111 =−=−≥−+=−+= PABPBFAFPBBAACC  

当且仅当 AB过焦点时等号成立（看图 2） 

于是
2
5|| 1 =最小CC ，此时，

2
5

0 =x  

AA xy =2
， BB xy =2

相减得， BABA xxyy −=− 22  

02
1
y

K AB = ，又
9

4

4
1

2
5

4
1

00

0

0 yy

x

yKK FCAB =
−

=
−

==  

于是 2
4
3,

8
9,

2
1

9
4

0
2

0
0

0 ±=== yy
y

y
，C )2

4
3,

2
5( ±  

741、求双曲线 06432 22 =+−− yxyx 关于直线 01 =+− yx 对称的曲线方程 

(圆锥曲线) 

解：设 ),( 00 yx 是已知曲线上的点，它关于直线 01 =+− yx 的对称点为 ),( yx  

则 06432 00
2

0
2

0 =+−− yxyx （1）， 010 =+− yx （2）， 010 =+− yx （3） 

由（2）（3）得 10 −= yx ， 10 += xy 代入（1）得 

0)1(6)1(4)1(3)1(2 22 =++−−+−− xyxy 化简后为所求 

742、以 )0,5(),0,5( 21 FF − 为焦点的双曲线与直线 3−= xy 有公共点，求实轴长的

范围(圆锥曲线) 

解：设双曲线方程为 1
25 2

2

2

2

=
−

−
a

y
a
x  

与 3−= xy 联立消 y得 0346)225( 24222 =−++− aaxaxa  

（1）当 0225 2 =− a 时方程有解，此时
2

25
=a  

（2）当 0225 2 ≠− a 时 

由 0≥∆ 得 0)17)(25( 22 ≥−− aa ，解得 1725 22 ≤≥ aa 或  

1705 ≤<≥ aa 或 且
2

25
≠a ，综上 1705 ≤<≥ aa 或  

C1

B1

A1

C
A

B

F

X

Y

y2=x
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744、定点 A（4，0）到双曲线上的点的 )0(222 >=− aayx 上的点的最近距离为

5，求双曲线方程，并求出此点的坐标。(圆锥曲线) 

设双曲线上的点为 ),( yxP ，则 

=2|| PA 2222222 1682)4()4( axxaxxyx −+−=−+−=+−  

= 22 8)2(2 ax −+−  

对称轴是 2=x ， x ),[],( +∞−−∞∈ aa U  

当 2≤a 时，在 2=x 上， 58|| 22 ＝最小＝ aPA − ， 3＝a  

当 2>a 时，在 ax = 上， 5168|| 22 =+− aaPA 最小＝ ，得 54 +＝a  

或 54 −＝a （舍） 

于是双曲线方程是 322 =− yx ，或 222 )54( +=− yx  

最近的点分别是 )1,2( ± 和 )0,54( +   

746、双曲线 )0,0(12

2

2

2

>>=− ba
b
y

a
x

的离心率
2

51+
=e ，A、F分别是它的左顶

点和右焦点，设 B ).0( b ，则 =∠ABF _______(圆锥曲线) 

解：
2

51+
==

a
ce  

于是
a
c
是方程 012 =+− xx 的根 

01)()( 2 =−−
a
c

a
c  

022 =−− aacc  

即 acb =2 ，故 °=∠ 90ABF  

 
 
 
 
 
 

y

x

B

FA c
b

a
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747、双曲线的交点问题 

(1) 5−= kxy 与双曲线 122 =− yx 的右支交于不同的两点，则 k的取值范围是____ 

(2)已知双曲线 1
49

22

=−
yx

，则过 A(3，1)且与双曲线有唯一交点的直线有（  ） 

A、1条  B、2条  C、3条  D、4条  (圆锥曲线) 
答： 
(1) k的范围是（1，正数 m），其中 1渐近线的斜率，正数 m由判别式 
(2)双曲线把平面分成三个部分，双曲线上，双曲线内部（焦点所在的区域），双
曲线外部。 
当点在双曲线上时可作 1条切线，当点在双曲线内部时不能作切线 
当点在双曲线外部时： 
①不在渐近线上可作2条切线②只在渐近线上可作1条切线③在两条渐近线的交
点上不能作切线 

本题 )1,3(A 在双曲线外部,且不在渐近线上因此可作 2条切线，再作两条与渐近线 

平行的直线，这四条线与双曲线都是仅有唯一的公共点，于是选 D 
748、一抛物线型拱桥水面离桥顶 2米水面宽 4M,若水面下降 1米,则水面宽?  
(圆锥曲线) 
解：如图建立坐标系 

设抛物线方程为 )0(22 >−= ppyx  

下降 1米,则水面宽为 l2  

)2,2( −A , )3,( −lB 在抛物线上 

故 p44 = ， pl 62 =  
解得 1=p ， 6=l  
故水面下降 1米,则水面宽为 62  

774、求证抛物线 pxy 22 = 的焦点弦长|AB|
θ2sin

2 p
=  (直线与圆) 

证明：设焦点弦方程为 )
2

(tan pxy −= θ  

与 pxy 22 = 联立消 y得 

0tan
4

)2(tan)(tan 2
2

222 =++− θθθ
pxpx  

|AB|＝ |||||||| 11 BBAABFAF +=+  

=
22
ppxx BA +++ ＝ pp

+
+

θ
θ
2

2

tan
)2(tan  

θθ
θ

θ
θ

22

2

2

2

sin
2

tan
sec2

tan
)2tan2( ppp

==
+

=  

(l,-3)

(2,-2)
1m

2m

2lm

O

y

x

4m
B

A

x

y

B1

A1
A

F

θ

B

O
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779、椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

的两个焦点为 1 2F F, ,以 1 2F F, 为边作正三角形，若

椭圆恰好正三角形的两边，求椭圆的离心率(圆锥曲线) 

解：如图 cFF 2|| 21 = ， cBF =|| 2 ， cBF 3|| 1 =  

=a2 +|| 1BF =+= ccBF 3|| 2 c)13( +  

于是 13
13

2
−=

+
==

a
ce  

781、P是以 F1，F2为焦点的椭圆上的一点，过 F2作角 F1PF2的外角平分线的垂

线，垂足为M，M的轨迹是圆，为什么？(圆锥曲线) 
解：如图设椭圆长半轴为 a 
延长 F2M交 F1P的延长线于点 B 
则M是 F2B的中点 
连 OM，因 O是 F1F2的中点 

故 aPFPFPBPFBFMO =+=+== )(
2
1)(

2
1

2
1

2111  

于是M的轨迹是以 O为圆心以 a为半径的圆 
评注：双曲线也有类似的结论,如下图 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
805、双曲线的中心在坐标原点 O，焦点在 X轴上，过双曲线的右焦点且斜率为

5
15
的直线与双曲线与 P、Q，OP垂直与 OQ，PQ长为 4，求双曲线的方程？ 

解：设双曲线的方程为 )0,0(12

2

2

2

>>=− ba
b
y

a
x  

  
( )










−=

=−

cxy

b
y

a
x

5
3

12

2

2

2

 

y

x
F2F1

B

A

O

P
B

F2F1

M

O

M
B

O
F2F1

P P

F1 F2
O

B
M

y

xO F2F1
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消 y得 (5b2－3a2)x2+6a2cx－(3a2c2+5a2b2)=0． 22

2222

21 35
53
ab

bacaxx
−
+

−=  

消 x得 (5b2－3a2)y2+2 15 b2cx+3b2c2-3a2b2=0． 22

2222

21 35
33

ab
bacbyy

−
−

=  

由OP⊥OQ得 02121 =+ yyxx ， 0
35
33

35
53

22

2222

22

2222

=
−
−

+
−
+

−
ab

bacb
ab

baca  

08)(3 22222 =−− baabc , 0383 4224 =−− abab  

0)3)(3( 2222 =−+ abab ，故 ab 3= ， ac 2= ， 2=e  

于是 a
ab

caxx −=
−

−=+ 22

2

21 35
6

， a
ab

bacaxx
4
9

35
53

22

2222

21 −=
−
+

−=  

由|PQ|=4，及
a
bkPO =<=

1
3

5
3

（注不能得|PQ|＝ 42)( 21 =−+ axxe ） 

只能得|PQ|2＝ 416]9)[
5
31(]4))[(1( 222

21
2

21
2 ==++=−++ aaaxxxxk  

故 1=a ，于是 3=b ，所求双曲线方程为 x2－
3

2y =1．   

832、渐近线为 y=±2x，并且直线 x-y-3=0所截的弦长为 8，求此双曲线。 

解：设双曲线方程 )0(4 22 ≠=− λλyx  

与 03 =−− yx 联立消 y得， 0963 2 =−−+ λxx  

依题意得  8
3

)9(12362
=

++ λ
，解得 12=λ  

835、已知直角坐标平面上点 Q（2，0）和圆 C： 2 2 1x y+ = ，动点 M 到圆的切

线长与|MQ|的比值分别为 1或 2时，分别求出点M的轨迹方程 

解：设 ),( yxM ，设切点 N 

(1)当 1
||
||
=

MQ
MN

时 1
)2(

1
22

22

=
+−

−+

yx

yx
化简后是一次方程表示直线 

(2)当 2
||
||

=
MQ
MN

时 2
)2(

1
22

22

=
+−

−+

yx

yx
化简后表示圆 
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847、已知椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

（ 0>> ba ）的左，右焦点为 1 20 0F c, F c( ) ( )− 、 ，。Q是

椭圆外的动点，满足 aQF 2|| 1 = ，点 P 是线段 QF1 与椭圆的交点，T 是 QF2 上的

点，满足 02 =•TFPT ， 02 ≠TF  

(1) 求 T的轨迹 
(2) 在点 T的轨迹上是否存在点 M，让△F1F2M的面积 S=b2，若存在求∠F1MF2

的正切(解几) 

解：（1） aPQPFQF 2|||||| 11 =+= ， aPFPF 2|||| 21 =+  

故 |||| 2PFPQ = ，因 02 =•TFPT 即 2TFPT ⊥  

故T是 2QF 的中点，连TO，则 aQFTO == ||
2
1|| 1  

故 T的轨迹是以 O为圆心以 a为半径的圆 

其方程是 222 ayx =+  

（2）假设 T的轨迹上的点 ),( 00 yxM 适合条件 

则 2
0 || byc = ①， 22

0
2

0 ayx =+ ② 

由①得
c

by
2

0 || = 当 a
c

by ≤=
2

0 || 时存在符合条件的点 M 

此时 acca ≤− 22 ， ee ≤− 21 （ e是离心率）解得
2

15 −
≥e ，又 10 << e 故

1
2

15
<≤

− e   代入②得 2

422

2

4
22

0 c
bca

c
bax −

=−= ， ),(
2422

c
b

c
bcaM ±

−
±  

取 ),(
2422

c
b

c
bcaM −

则
cx

yk
cx

yk MFMF −
=

+
=

0

0

0

0
21

,,  

2
22

1
tan 22

2

2
0

22
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

21 =
−

•
=

+−
=

−+
+

+
−

−
=∠

ca
c

bc

ycx
cy

cx
y

cx
y

cx
y

cx
y

MFF  

当
2

150 −
<< e 不存在 M适合条件 

 

y

x

T
P

Q

F2F1 O
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851、(直线与圆) 

已知点 P 为双曲线 )0,0(12

2

2

2

>>=− ba
b
y

a
x

上任意一点，过点 P 分别作渐近线，

垂足为 E、F， 求证：（1） PE PF| | | |• 为常数， 

（2）过点 P分别引两条渐近线的平行线交渐近线于点 A和 B，求证：平行四边
形 QAPB的面积等于常数 
证明：（1）渐近线方程是 0=± aybx ，设 ),( 00 yxP ，则 

22

22

22

22

22

2
0

22
0

2

22

00

22

00 ||||||||
||||

ba
ba

ba
ba

ba
yaxb

ba

aybx

ba

aybxPFPE
+

=
+

=
+
−

=
+

−
•

+

+
=•  

（2）渐近线 0=− aybx 的倾斜角为α，则 =
+

=
α

α
α 2tan1

tan22sin 22

2

2

2

1

2

ba
ab

a
b
a
b

+
=

+

•
 

所求面积为
α

α
αα

α
2sin

||||2sin
2sin

||
2sin

||2sin|||| PFPEPFPEPBPAS •
=••=•=  

ab
ab

ba
ba

ba
2
1

2

22

22

22

=
+

•
+

=  

854、(圆锥曲线) 
问题：双曲线相切的条数 
答：双曲线把平面分成三部分 
（1）过双曲线内部的点（含双曲线焦点的区域）与中心作 0条 
（2）过双曲线线上的点，渐近线上的点(除中心) 作 1条 
（3）过双曲线外部的点（除渐近线上的点与中心）作 2条 
855、(圆锥曲线) 
过 A（0，2）的直线与抛物线 y2=4x相交于两点 P，Q，求以 OP、OQ为邻边的
平行四边形的第四个顶点M的轨迹方程 

解：设过 A（0，2）的直线方程为 2+= kxy 与 xy 42 = 联立 

消 y得 04)44(22 =+−+ xkxk 则 

0
2
1

0321616)1(16
0

22
≠<⇒





>−=−−=∆

≠
kk

kkk
k

且   

2

44
k

kxx QQ
−

=+ ，
kk

kyy QP
4444

=+
−

=+  

设平行四边形的第四个顶点M ),( yx  

则
kkk

kxxx QQ
4444

22 −=
−

=+= ，
kk

kyyy QP
4444

=+
−

=+=  

消 k得 yyx 44 2 −= ，即 )1(4)2( 2 +=− xy 为所求 

（注 x,y的范围自已求） 
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873、(圆锥曲线) 
是否存在同时满足下列三个条件的双曲线?? 

(1)渐近线方程为
2
xy ±=  

(2)焦点在 X轴上 
(3)双曲线上动点 P与点 A(5,0)的最短距离为 3   
解：假设存在同时满足下列三个条件的双曲线 
由（1）（2）两个条件可设双曲线方程为 

λ=− 2
2

4
yx

（ 0>λ ） 

设 ),( 00 yxP 则 λ=− 2
0

2
0

4
y

x
， λ−=

4

2
02

0
x

y ， λ20 −≤x 或 λ20 ≥x  

λλ −+−=−++−=+−= 2510
4
5

4
2510)5(|| 0

2
0

2
0

0
2

0
2

0
2

0
2 xxxxxyxPA  

λ−+−= 5)4(
4
5 2

0x  

当 λ24 ≥ 即 40 ≤< λ 时， 35|| ＝最小＝ λ−PA ， 4−＝λ （舍去） 

当 λ24 < 即 4>λ 时，则当 λ20 =x 时 

925204|| 2 =+− λλ最小＝PA ， 16＝λ 或 1＝λ （舍去） 

综上存在同时满足下列三个条件的双曲线，其方程是 16
4

2
2

=− yx  

879、(圆锥曲线) 

如图，已知ΔOBC 的面积为
8

39
，双曲线 C 的对称轴是坐标轴，离心率

为 2，以直线 OA、OB 为渐近线，点 P 在双曲线上，且 PCBP 2= ， 求双曲线

的方程 

.解：设双曲线方程为 )0,0(12

2

2

2

>>=− ba
b
x

a
y

则 ac 2= ， ab 3=  

∴双曲线方程化为 222 33 axy =− ，渐近线 =y ±
3

x  

 
 
 

P
C

B

O x

y
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(2)设 B（ 3 m, m）、P2( 3− n,n) (m>0,n>0)  

则|OB|=2m , |OC|=2n 

∵tan∠xOB=
b
a =

3
3    

∴∠xOB= °30 ，∠AOB= °120  

21OPPS∆ =
2
1 |OA||OB| sin∠AOB = mn3 =

8
39
，于是 

8
9

=mn    ① 

∵P分 BC所成的比是 2   ∴P )
3

2,
3

323( nmnm +−
代入双曲线方程得 

2
22

3
9

)2(3
9

)2(3 anmnm
=

−
−

+    化简得 mna
9
82 =   ② 

①代入②得 12 =a ，∴双曲线方程为 33 22 =− xy  

883、(圆锥曲线) 

椭圆 )10(2222 <<=+ aayxa 上离顶点 A( a,0 )距离最远的点恰好是另一个顶点

),0( aA −′ 则a的取值范围是______ 

解：不设 P )0)(,( ≥xyx ，则 2

2

1
a
yx −= ，于是 

2
2

2
2 )(1|| ay

a
yAP −+−= ＝ 121 22

2

2

++−
− aayy

a
a

，由于 10 << a 于是 01
2

2

<
−

a
a  

这个二次函数开口向下，对称轴
12

3

−
=

a
ay ，定义域 ],[ aay −∈  

使这个二次函数在 ay −= 上取最大值的条件是 

对称轴
12

3

−
=

a
ay 在定义域 ],[ aay −∈ 的左边 

即 a
a

a
−≤

−12

3

，解得
2
2

≥a 又 10 << a ，故 1
2
2

<≤ a  

解法 2：以 A( a,0 )，过 ),0( aA −′ 的圆是 222 4)( aayx =−+  

依题意方程组






=+

=−+
2222

222 4)(
ayxa

aayx
只能有一解 ),0( aA −′  
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消 x得 032)1( 24322 =+−−− aayaya  

因一根为 a− ，设另一根为 2y ，则
1

3
2

24

2 −
+−

=−
a

aaay ，
1

3
2

3

2 −
−

=
a

aay  

因圆与椭圆只有一个公共点，于是 a
a

aa
−≤

−
−

1
3

2

3

又 10 << a ，解得 1
2
2

<≤ a  

与解法 2是同一个本质，把两曲线交点个数问题转化为方程的解的个数问题。 
我们已经知道了一元二次方程有两个实根的情况下去考虑二元二次方程组的解，

Δ不起作了，这一下我们要关注的是实根的范围，这一点可由曲线方程可是界定

了 x,y的范围进行思考。从 99 年起由两个二元二次方程的交点个数与方程组的
解的联系与讨论高考不作要求了，就目前的高考要求而言，本题以及参考题用解

法 1会更好一一点 
893、(圆锥曲线) 
已知抛物线 pxy 22 = 上的两动点 A、B及一定点M（ 00 , yx ），F为抛物线的

焦点，且|AF|、|MF|、|BF|成等差数列。 
（1）求证：线段 AB的垂直平分线经过定点 Q 
（2）|MF|=4，|OQ|=8，求抛物线方程。 
（3）对于（2）中的抛物线，问：A、B两点的距离为何值时， AQB∆ 面积最大？

试说明理由 
解：（1）设 ),( 11 yxA 、 ),( 22 yxB 、线段 AB的中点 ),( nmE  
因|AF|、|MF|、|BF|成等差数列。 

故 2|MF|=|AF|+|BF|，于是 )
2

()
2

()
2

(2 210
pxpxpx +++=+ ， 

2102 xxx += ，故 0
21

2
xxxm =

+
=  

因 1
2

1 2 pxy = ， 2
2

2 2 pxy = 故 )(2 21
2

2
2

1 xxpyy −=− ，
n
p

n
p

yy
pk AB ==

+
=

2
22

21

 

线段 AB的垂直平分线方程是 )( 0xx
p
nny −−=−  

即 )( 0 pxx
p
ny −−−= ，当 pxx += 0 时， 0=y  

于是线段 AB的垂直平分线过定点 )0,( 0 pxQ +  

（2）因|MF|=4，|OQ|=6，故 4
20 =+
px ， 60 =+ px  

解得 4,20 == px ，于是求抛物线方程是 xy 82 = 。 

（3）由（2） 20 =x  ，设直线 AB的方程是 )( 0xx
n
pny −=− 即 )2(4

−=− x
n

ny  

与 xy 82 = 联立消 y得 01622 22 =−+− nnyy ，于是 nyy 221 =+ ， 162 2
21 −= nyy  

]4))[(
16

1())(11(|| 21
2

21

2
2

212 yyyynyy
k

AB
AB

−++=−+=  

= )16)(16(
2
1)]162(44)[

16
1( 2222

2

nnnnn
−+=−−+  
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)0,6(Q 到 AB的距离是 222 16)26( nn +=+−  

ABQS∆ = )232)(16)(16(
24

116)16)(16(
4
1 222222 nnnnnn −++=+−+  

3
9
64]

3
)232()16()16([

24
1 3

222

=
−++++

≤
nnn  

当且仅当 22 23216 nn −=+ 即
3

162 =n 时上式取等号 

此时 2
3

16)
3

16(16
2
1)16)(16(

2
1|| 2222 =−=−+= nnAB  

894、(圆锥曲线) 
已知抛物线 yx 82 −= 的焦点为 F，其准线与 y轴交于点 A，过点 A作直线 l

交抛物线于M、N两点，点 B在抛物线的对称轴上，且 0)
2

( =•+ MNMNBM  

（1）求 B点的纵坐标的取值范围; 
（2） 是否存在 B点，使△BMN成为以∠ B为直角的等腰三角形？若存在求出
B点的坐标，若不存在说明理由。 
解：（1）依题题意 )2,0(A ，设线段MN的中点为 Q 

于是 BQMNBM =+
2

， 

因 0)
2

( =•+ MNMNBM ，故 MNBQ ⊥  

设 0168
8y

2
,2: 2

2
=++





−=

+=
+= kxx

x
kxy

kxyl 得由  

令 10)1(6464)8( 222 >>−=−=∆ kkk 得  
设 ),( 11 yxM 、 ),( 22 yxN 、 ),( nmQ ， ),0( 0yB  

则 kkxxm 4
2
8

2
21 −=

−
=

+
= ， 24 2 +−= kn  

∴MN的垂直平分线的方程为 

)4(124 2 kx
k

ky +−=−+ 即 241 2 −−−= kx
k

y  

令 6124 0
22

0 −<∴>−−= ykky Q  
（2） BMN∆ 是以∠ B为直角的等腰三角形的充要条件是 

||2|| BQMN =     ① 
因 kxx 821 −=+ ， 1621 =xx  

]4))[(1())(1(|| 21
2

21
22

21
2 xxxxkxxkMN −++=−+=  

= )1)(1(8)6464)(1( 2222 −+=−+ kkkk     ② 

因 )24,4( 2 +−− kkQ ， )24,0( 2 −− kB  

故 14416|| 222 +=+= kkQB             ③ 

由①②③得 18)1)(1(8 222 +=−+ kkk ， 2±=k ，因此存在 

O

l

Q

A

y

x

B
N

M
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895、设 1e 、 2e 分别为具有公共端点 21 FF、 的椭圆和双曲线，P 为两曲线的一个

公共点，且满足 021 =• PFPF ，则
2

2
2

1

2
2

2
1

ee
ee +
的值为(     ) 

A、1  B、
2
1   C、2  D、不确定   

解：因 021 =• PFPF 故 °=∠ 9021PFF  

设 nPFmPF == ||,|| 21 ，于是
椭

anm 2=+ （1）， 双anm 2|-| = （2） 

（1）2+（2）2得 )4()(2 2222
双椭 aanm +=+ ， 222 )2c(=+ nm  

于是 2
222

22 2
2

4
2

ccnmaa ==
+

=+ 双椭  

椭a
ce =1 ，

双a
ce =2 ，故 2

22

2

2

2

2

2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1 11

c
aa

c
a

c
a

eeee
ee 双椭双椭 ＝＝

+
++=

+  

22
2

2

2

22

==
+

c
c

c
aa 双椭＝  

898、(圆锥曲线) 
已知：A点在 x轴上，过 A点的直线与抛物线 pxy 22 = 交于 P、Q的两点，

试问：在 x轴上是否存在定点 A使 22 ||
1

||
1

AQAP
+ 为定值。 

证明：假设存在 )0,(aA ，使 22 ||
1

||
1

AQAP
+ 为定值 c。 

可设直线 amyx += ，与 pxy 22 = 联立消 x得 
0222 =−− papmyy ,设 ),( 11 yxA 、 ),( 22 yxB （ )0,0 21 <> yy ） 

则 payypmyy 2,2 2121 −==+  

2
2

1
2 1||,1|| ymAQymAP +−=+=  

则 2
2

2
1

2

2
2

2
1

2
2

22
1

222 )1()1(
1

)1(
1

||
1

||
1

yym
yy

ymymAQAP +
+

=
+

+
+

=+  

＝ c
mpa
apm

map
pamp

yym
yyyy

=
+
+

=
+

+
=

+

−+
)1()1(4

44
)1(

2)(
22

2

222

22

2
2

2
1

2
21

2
21  

apmmcpacpa +=+ 2222 ， 0)( 222 =−+− mpcpaacpa  

对m恒成立，故 00 22 =−=− pcpaacpa 且  

pa = ， 2

1
p

c = ，故存在定点 A（ 0,p ）使 22 ||
1

||
1

AQAP
+ 为定值 2

1
p
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921、已知直线 1+= mxyl： 与椭圆 222 =+ yaxC： 相交于 A、B 两点，若

OBOAOP +=  ，问：当 ma, 满足 12 2 =+ ma 时，求平行四边形 OAPB的面积 )(aS
的值域。 

解：




=+

+=

2
1

22 yax
mxy

消 y得 012)( 22 =−++ mxxma （1） 

因 12 2 =+ ma ，故 22 1 mma −=+  
于是（1）化为 

012)1( 22 =−+− mxxm （2） 
因为直线 l与椭圆C交于两点 
所以 0)1(44 22 >−+ mm 且 01 2 ≠− m （3） 
因为 10 ≠> aa 且 ，所以 

021 2 >− m 且 121 2 ≠− m （4） 

由（3）（4）解得
2
10 2 << m  

设 A ),( 11 yx ，B ),( 22 yx  

则
1

2
221 −

=+
m

mxx ，
1

1
221 −

=
m

xx  

]4))[(1())(1(|| 21
2

21
22

21
2 xxxxmxxmAB −++=−+=  

= 2

2

2
2

2
2

1
12]

1
4)

1
2)[(1(

m
m

mm
mm

−
+

=
−

−
−

+  

O到 AB的距离 =d
21

1
m+

, )(aS = )4,2(
1

2|| 2 ∈
−

=
m

dAB  

935、(圆锥曲线) 

椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

离心率为
2

2
，过椭圆的右焦点 F c o( , )的直线 l与

椭圆交于 A、B两点且与圆 2 2 23 2x c y c( )− + = 相切，若 AB的中点为 P， POF∆ 面

积为 2,求椭圆方程。 

解：
2

2
ce
a

= = ， 2 2a b c= = ，
2 2

2 2 1
2
x y
c c

+ = ，∴ 2 2 22 2x y c+ = ① 

过椭圆的右焦点 F c o( , )的直线 l与圆 2 2 23 2x c y c( )− + = 相切，于是 l的斜率为 1± ， 

故方程为 y x c( )= ± − ②，联立①②消去 x得 2 23 2 0y cy c± − =  

设 ),( 11 yxA ， 2 2B x y( , )，AB的中点 0 0P x y( , )，则 1 2
0 2 3

y y cy| | | |+
= = ， 

于是
2

2
6
cPOF∆ =的面积＝ ，

2 2

1
24 12
x y

∴ + =椭圆方程为  

P
B

A

y

x
O
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938、(圆锥曲线) 
已知点 A(1，2),过点（5，-2）且斜率为 k的直线与抛物线 y2=4x交于 B、C，

那么三角形 ABC的形状是 

解：设 ),
4

( 1

2
1 yyB  ， ),

4
( 2

2
2 yyC  

)2)(2(
16

1
4

2

1
4

2

21
2

2

2
2

1

1

++
=

−

−
•

−

−
=•

yyy
y

y
ykk ACAB  

B、C与点（5，-2）三点共线，于是 

5
4

2

5
4

2
2

2

2
2

1

1

−

+
=

−

+
y
y

y
y

， )20)(2()20)(2( 2
12

2
21 −+=−+ yyyy  

2
12

2
12

2
21

2
21 220220 yyyyyyyy +−=+−  

0)2022)(( 212112 =+++− yyyyyy  
因 12 yy ≠ 故 16)2)(2( 21 −=++ yy ，于是 1−=• ACAB kk ， °=∠ 90A  
955、(圆锥曲线) 

设中心在原点,焦点在 x轴上且离心率为
2
2
的椭圆交圆 x2+y2-4x-2y+

5
2

=0于

Ａ、Ｂ两点、若线段 AB是圆的直径.求(1)AB的斜率.(2)椭圆的方程 

解：（1）圆方程是
2
5)1()2( 22 =−+− yx  

因线段 AB是圆的直径，故圆心 )1,2( 线段 AB的中点，
2
52|| =AB  

设设 ),(),,( 2211 yxByxA ，则 2,4 2121 =+=+ yyxx  

依题意设椭圆方程为 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x  

且离心率为
2
2
故 22 2ba = ，于是椭圆 1

2 2

2

2

2

=+
b
y

b
x

， 222 22 byx =+  

22
1

2
1 22 byx =+ ， 22

2
2

2 22 byx =+  
相减得 0)(2 2

2
2

1
2

2
2

1 =−+− yyxx ,于是 044 =+ ABk ， 1−=ABk  
（2）由（1）得直线 AB的方程为 )2(1 −−=− xy ，即 xy −= 3  
与 222 22 byx =+ 联立消去 y得， 0218123 22 =−+− bxx  

于是
3
218,4

2

2121
bxxxx −

==+  

]4))[(1())(1(|| 21
2

21
22

21
22 xxxxkxxkAB −++=−+=  

10)
3
218416(2

2

=
−

×−=
b

，
4

39,
8
39 22 == ab ,故椭圆方程是 1

8
39

4
39

22

=+
yx  
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956、(圆锥曲线) 

双曲线 1
4

2
2

=− yx
右顶点为 A，P是双曲线上异于顶点的动点，从 A引双曲

线的两渐近线的平行线与直线OP分别交于 Q、R两点 

（1）无论 P在什么位置总有 |||||| 2 OROQOP =  
（2）设C为QR的中点，求其轨迹方程 

解：双曲线 1
4

2
2

=− yx
的右顶点为 )0,2(A  

两渐近线为 0
4

2
2

=− yx
，过 )0,2(A 点与渐近线两平行的两直线为 

0
4

)2( 2
2

=−
− yx     ① 

设 )0)(,( 000 ≠yyxP 则直线OP的方程是 x
x
y

y
0

0= ② 

且 1
4

2
0

2
0 =− yx

 即  44 2
0

2
0 =− yx  ③ 

联立①②消 y得 044)4( 2
0

2
0

22
0

2
0 =+−− xxxxyx  

设 ),(),,( 2211 yxRyxQ ，则 2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

21 4
4

4
4 xx

yx
xxx ==
−

=  

于是 |||||| 2 OROQOP =  
(2)设QR的中点坐标是 ),( yxC  

则
24

2
4

2
2

2
0

2
0

2
0

2
0

2
021 xx

yx
xxxx ==
−

=
+

= ④，
0

0

x
y

x
y

= ⑤ 

由④得 xx 22
0 = ，代入⑤得

x
y

x
xy

x
yxy

2

2

2

2

22
02

0
22

===  

代入③得 482
2

=−
x
yx 即 14)1( 22 =−− yx  

由④得 1
2

2
0 >=

x
x ，于是所求方程是 14)1( 22 =−− yx )1( >x  

980、(圆锥曲线) 
已知点 p 在以坐标轴为对称轴的椭圆上，点 p 到两焦点的距离分别为

5
3
25

3
4
和 ，过 p作长轴的垂线经过椭圆的一个焦点，求椭圆的方程。 

解： 525
3
25

3
42 =+=a ， 5=a  

因过 p作长轴的垂线经过椭圆的一个焦点 

故 5
3
22

=
a

b
半通径 ，

3
102 =b ，当焦点在 x轴时椭圆的方程为 1

3
105

22

=+
yx  

 



 44 

998、三角形ABC一边AB长为 4，其内切圆M与AB切于点E，满足 03 =+ BEAE   
（1）求动点 C的轨迹 H 
（2）若直线 CB与曲线 H的另一交点是 D，三角形 ABD的内心是 N，当|MN|=2
时，求 BC的长度 
解：(1) 以 AB所在的直线为 x轴，以 AB中点为原点建立坐标系 

03 =+ BEAE ， 4|| =AB  

1||,3|| == BEAE ， 

故 2|||||||| =−=− BEAECBCA  

故 C点的轨迹是以 A、C为焦点的双曲线的右支 

其 ,22 =a 42 =c ，于是 ,12 =a 32 =b  

轨迹 H的方程是 )1(1
3

2
2 >=− xyx  

 
 
（2） ABC∆ 的内切圆M与 AB切于点 E(1，0) 

ABD∆ 的内切圆 N与 AB切于点 E(1，0) 

于是 轴xMN ⊥  

连 BM、BN，则它们分别是 ABDABC ∠∠ 和 的角平分线 

于是 °=∠ 90MBN ，因为 2|MN| = ， 1|EB| =  

所以 MBN∆ 是等腰直角三角形，因此， 轴xCB ⊥  

于是 3|BC|
2

==
a

b  

1004、(圆锥曲线) 

已知点 P是抛物线 xy 22 = 上的动点，点 P在 y轴上的射影是M， 

点 A( 4,
2
7 )，则 |||| PMPA + 的最小值是______ 

解：作图， )0,
2
1(F ，准线

2
1

−=x  

注意 A( 4,
2
7 )在抛物线外面 

|||| PMPA + = =−+
2
1|||| PNPA

2
1|||| −+ PFPA  

2
9

2
143

2
1|| 22 =−+=−≥ AF  

Y

X

O E

M

C

BA

N

D

Y

X
O E

M

C

BA

F

B PN M

A

O

y

x
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1064、已知，椭圆 C： )0(
235

222

>=+ mmyx
，经过其右焦点 F且以 )1,1(=e 为

方向向量的直线 l交椭圆 C于 A、B两点，M为线段 AB的中点，设 O的椭圆的
中心，射线 OM交椭圆 C于 N点， 

（1）证明： ONOBOA =+   （2）求 OBOA • 的值 

解：椭圆 )0(
235

222

>=+ mmyx
中 

1

2
3

2
5 2

2

2

2

=+
m
y

m
x

，
2

22
2

2
3

2
5 mmmc =−= ， mc =  

因 )1,1(=e 为直线 l的方向向量，故 l的斜率为 1 

因此 l方程为 mxy −= 代入椭圆 222 15106 myx =+  

得 052016 22 =−− mmxx  

设 ),( 11 yxA ， ),( 22 yxB ,则
4

5
21

mxx =+ ，
16

5 2

21
mxx −=  

=+ 21 yy
4

3
21

mmxmx −=−+−  

),( 2121 yyxxOBOA ++=+ = )
4
3,

4
5( mm −

， )
8
3,

8
5(

2
mmOBOAOM −

=
+

=  

于是 =ONk
5
3

8
5
8
3

−=

−

m

m

 

射线 ON为 )0(
5
3

>−= xxy ，代入椭圆 222 15106 myx =+ 得 

4
3,

4
5 mymx NN −== ，故 )

8
3,

8
5( mmON −

= ,于是 ONOBOA =+  

（2） =• OBOA =+ 2121 yyxx ))(( 21212121 mxmxxxyyxx −−+=+  

＝
8

7
4

5
8

5)(2
2

2
22

2
2121

mmmmmxxmxx −=+−−=++−  

 
 
 
 

y

NM

B

A

xO



 46 

1127、已知 P 是以 1 2F F, 为焦点的椭圆
2 2

2 2 1 0
x y a b
a b

( )+ = > > 上的一点，若

1 2 0PF PF| |=
uuur uuuur

g｜  

1 2
1
2

PF Ftan∠ = ，则椭圆的离心率＝_______ 

提示：设 11 || rPF = ， 22 || rPF = 则 

arr 211 =+ ，
2
1

1

2 =
r
r

， 22
2

2
1 )2( crr =+  

1203、连结抛物线上任意四点组成的四边形可能是＿＿＿＿＿＿（填写所有正确
选项的序号） 
①菱形 ②有 3条边相等的四边形 ③梯形 ④平行四边形 
⑤有一组对角相等的四边形 
答：②③⑤ 
⑤的构造：先在抛物线上取两点，作其中垂线与抛物线交于另两点，得筝形 

1229、双曲线
2

2 1
3
yx − = 的实轴左顶点为 A右焦点为 F，在第一象限内任取双曲

线上一点 P，问是否存在常数m，使得 PFA m PAF∠ = ∠ ，证明你的结论 
解：设 ),( 00 yxP  

则 )1(3 2
0

2
0 −= xy ，

1
tan

0

0

+
=∠

x
yPAF ，

2
tan

0

0

−
−=∠

x
yPFA , 

2
0

2
0

00

2

0

0

0

0

)1(
)1(2

)
1

(1

1
2

2tan
yx

xy

x
y

x
y

PAF
−+

+
=

+
−

+
=∠  

＝
)1(3)1(

2
)1(3)1(

)1(2

00

0
2

0
2

0

00

−−+
=

−−+

+
xx

y
xx

xy
 

PFA
x

y
∠=

−
−= tan

20

0  

于是 PAFPFA ∠=∠ 2 ，故存在 m=2 
 

1245、设 P是双曲线
2

2 1
3
x y− = 的右支上的一个动点，F是双曲线的右焦点， 

A(3，1)， 

则 PA PF| | | |+ 的最小值是_________ 

解： aPFPAPFPA 2|||||||| 1 −+=+  

3226321)23(2|| 22
1 −=−++=−≥ aAF  

当且仅当 0PP与 重合时取等号 

O F

P

y

x
A

P0

P

A(3,1)

FF1

y

xO
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1254、(圆锥曲线) 

双曲线 12

2

2

2

=−
b
y

a
x  的左右焦点分别是 F1、F2，在左支上的弦 AB过 F1， 

若|AF2|+|BF2|=2|AB| 
求证： |AB|的长度为 4a 
证明： 2|AB|=|AF2|+|BF2|＝2a+|AF1|+2a +|BF1|=4a+|AB| 
于是|AB|=4a 
1272、(圆锥曲线) (竟赛) 
底面半径 r=1的圆柱，被过 A，D两点的倾斜平面所截，截面是离心率 

2
2
的椭圆，若圆柱母线截后最短处 AB=1,则截面以下部分的几何体积是 ______ 

提示：离心率为
2
2
，可得 2=

b
a

，b=r=1, 2=a ， 

248)2()2( 22 ＝上 −=−= bah ， π＝上v ， π3＝全v ， π3＝下v  

 
1386 
http://bbs.pep.com.cn/thread-286235-1-1.html 

已知抛物线 C: 2 2 ( 0)y px p= > ，直线 l过点 (4,0)P 且与 C交于 A,B两点，且对任

意直线 l均有OA OB⊥  

(1)求抛物线的方程(2)已知 PBAP λ= ，则当 3
3
1

≤≤ λ 时，求 | |AB 的最小值 

解：（1）设 ),( 11 yxA , ),( 22 yxB , 则 )0,
2

( pF  

设设焦点弦方程为 4+= tyx  

由 OBOA ⊥ 得， 02121 =+ yyxx ， 0
4 212

2
2

2
1 =+ yy

p
yy

 

于是 021 =yy （舍）或 2
21 4 pyy −=  

4+= tyx 与 pxy 22 = 联立消 x得 
0822 =−− pptyy ,故, pyy 821 −=  

于是 pp 84 2 −=− ， 2=p ， xy 42 =  

（2）设 ),
4

( 1

2
1 yyA ， ),

4
( 2

2
2 yyB  因 PBAP λ=  故 ),,4

4
(),

4
4( 2

2
2

1

2
1 yyyy

−=−− λ  

即







=−

−=−

.21

2
2

2
1 )4

4
(

4
4

yy

yy

λ

λ
解得

λ
162

2 =y    λ162
1 =y ， 

http://bbs.pep.com.cn/thread-286235-1-1.html
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]3)1()1[(16

16)1(16)1(1681616)44(

2)
44

()()(||

2

22

21
2

2
2

1
2

2
2

2
12

21
2

21
2

−+++=

+++−=+++−=

−++−=−+−=

λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ
λλ

λ
λ

λ p

yyyyyyyyxxAB

 

因 3
3
1

≤≤ λ ，故
3

1012 ≤+≤ λ
λ

 

故当 21
=+ λ

λ
即 1=λ 时 316|| 2 ×最小＝AB ， 34|| 最小＝AB  

 
1393 
http://bbs.pep.com.cn/thread-285152-1-1.html 
 
已知 F1、F2为椭圆的两个焦点，P为椭圆上一点，∠F1PF2=60°，求椭圆离

心率的范围。 
 

解 1：解：设 11 || rPF = ， 22 || rPF = 则 arr 221 =+   

=
−−+

=
−+

=∠=°
21

2
21

2
21

21

22
2

2
1

21 2
42)(

2
4

cos60cos
rr

crrrr
rr

crrPFF
21

2
21

2

2
424

rr
crra −−  

=
−

=
21

21
2

2
24
rr

rrb
121

)
2

(2

41
2
4

2

2

221

2

21

2

−=−
+

≥−
a
b

rr
b

rr
b  

故 12
2
1

2

2

−≥
a
b

，
2
1

≥e 又因为 1<e ，因此 1
2
1

<≤ e  

解 2：
°

=
−°+

+
⇒

°
=

−°
=

60sin
2

)120sin(sin
||||

60sin
2

)120sin(
||

sin
|| 2121 cPFPFcPFPF

αααα
 

这里 °<≤ 1200 α  

故 )1,
2
1[

)30sin(
2
1

cos
2
3sin

2
3

2
3

)120sin(sin
60sin

2
2

∈
°+

=
+

=
−°+

°
==

α
αα

ααa
ce  
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1424、 
http://bbs.pep.com.cn/thread-290520-1-3.html 
如图，点 F为双曲线 C的左焦点，左准线 l交 x轴于点 Q，点 P是 l上一点，已
知 1|||| == FQPQ ,且线段 PF的中点M在双曲线 C的左支上 
（1）求双曲线 C的标准方程 
（2）若过点 F的直线 l与双曲线 C的左右两支分别交于 A、B两点，设 FAFB λ= ,
当 ),6[ +∞∈λ 时，求直线的斜率的范围。 
解（1） 222 =− yx  
（2）解 1：点 )0,2(−F ， ),( 11 yxA ， ),( 22 yxB  
直线 AB的方程为： 2−= tyx 与 222 =− yx 联立消 y得 
 024)1( 22 =+−− tyyt  

于是
1

4
221 −

=+
t

tyy ，
1

2
221 −

=
t

yy  

若 MBMA λ= 则 12 yy λ= ，于是得
)1)(1(

4
21 λ+−

=
t

ty ，
)1)(1(

4
22 λ

λ
+−

=
t

ty  

代入（2）得， 
1

2
)1()1(

16
2222

2

−
=

+− tt
t

λ
λ  

于是 2121
1

8 2

22

2

++=
++

=
− λ

λ
λ

λλ
t

t  

因为 6≥λ ，故
6
4921

≥++
λ

λ ，
6
49

1
8
2

2

≥
−t
t

， 11
49
1,

49
48110 22 <≤≤−<

tt
，于是斜

率 ∈=
t

k 1 )1,
7
1[]

7
1,1( U−−  

解 2：设焦点 )0,2(−F ， ),( 11 yxA ， ),( 22 yxB , 

设 MBMA λ= , 故




=
+=+

12

12 )2(2
yy

xx
λ

λ
代入 222 =− yx 得 

2)22( 2
1

22
1 =−−+ yx λλλ    (1)   又 )2(22

1
2

1 =− yx  
得由 )2()1( 2λ− )1(2)]1(22)(1(2 2

1 λλλλ −=−+− x  

λλλ −−=−+ 1)1(22 1x ，
λ

λ
2

13
1

+−
=x ， 

设 )2( += xky 则
λ

λ
2

1)2( 11
+

•=+= kxky  

−
+− 2)

2
13(

λ
λ 2)

2
1( 22 =

+
λ

λk ， 

1)
2
1

1
1(8

)1(
8

1
81

)1(
16 2

22

2
2 −−

+
=

+
+

+
−=

+
+−

=
λλλλ

λλk  

因 ),6[ +∞∈λ 故
7
1

1
10 ≤
+

<
λ

， 1
49
1 2 <≤ k ， )1,

7
1[]

7
1,1( U−−∈k  

以上两种解法计算量相当若这个题目如果直接让你求λ的范围 

可由解 2 中的 2|
2

13||| 1 ≥
+−

=
λ

λx ，解得 223 −≤λ 或 223 +≥λ ，而用算法 1

就不容易了，可见要多掌握一些运算手段才能得心应手 
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1438 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=292188&extra=&page=1 

已知 AB与 CD是椭圆的两条割线,且 AB与 CD的斜率互为相反数,求证 AC
与 BD的斜率也互为相反数 

证明：设椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

上的四点 A、B、C、D 

因 AB与 CD的斜率互为相反数 
故可设直线 AB与 CD的方程分别为 

0=+− mykx 和 0=++ nykx  

这两条直线方程可合为方程 

0))(( =+++− nykxmykx  

于是过椭圆 0 222222 =−+ bayaxb  
与两条直线直线 AB与 CD的四个交点 A、B、C、D 
的曲线系方程是 0)())(( 222222 =−+++++− bayaxbnykxmykx λ  

0))()()1()( 2222222 =−+−+++−++ bamnynmxkmknyaxkb λλλ （1） 

由 1222 −=+ akb λλ 解得 22

2 1
ba

k
−
+

=λ 这时 

01 22

222
222 ≠

−
+

=−=+
ba

bkaakb λλ  

此时（1）是圆的方程，于是 A、B、C、D四点共圆，于是 65 ∠=∠  
因 AB与 CD的斜率互为相反数，故 43 ∠=∠  
所以 4653 ∠+∠=∠+∠ ，故 21 ∠=∠ ，故 AC与 BD的斜率也互为相反数 
1458、 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=284475&extra=&page=1 

已知椭圆
2 2

1
12 4
x y

+ = 上一点 ( 3, 3)C ，若椭圆上存在两点 ,P Q使 PCQ∠ 的

平分线总垂直于 x轴，证明 PQ
uuur
与 (3,1)a =

r
平行 

证明： 设 1 1 2 2( , ), ( , )P x y Q x y   

因 PCQ∠ 的平分线总垂直于 x轴，故 0CP CQk k+ = 总成立， 1 2

1 2

3 3 0
3 3

y y
x x

− −
+ =

− −
① 

设 y kx m= + 代入
2 2

1
12 4
x y

+ = ，整理并化简得： 

2 2 2(1 3 ) 6 3 12 0k x kmx m+ + + − =  ,
2

1 2 1 22 2

6 3 12,
1 3 1 3

km mx x x x
k k

−
∴ + = − =

+ +
 

①可化为 1 2

1 2

3 3 0,
3 3

kx m kx m
x x
+ − + −

+ =
− −

 

65
43 21

C

A D

B
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2 1 1 2

1 2 1 2
2

2 2

2

( 3)( 3) ( 3)( 3) 0
2 ( 3 3 )( ) 2 3( 3) 0
2 (3 12) 6 ( 3 3 ) 2 3( 3) 0

1 3 1 3
6(3k 4k 1) 3 3 3 0
6(3k 1)(k 1) 3 (3 1) 0

1 13 1=0 = (3,1)
3 3

/ /

x kx m x kx m
kx x m k x x m
k m km m k m

k k
km m

m k m
k k a

PQ a

− + − + − + − =
+ − − + − − =

− − −
− − − =

+ +
− + + − =

− − + − =

− =
r

uuur r

对 总成立

于是 ， ，又向量 的斜率为

因此

 

 
此题的一般情况 

椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

上的三点 0 0 1 1 2 2( , ), ( , ), ( , ),A x y B x y C x y 若 A是定点，且 AB与

AC的斜率互为相反数，求证 BC的斜率一定 

证明：
2 2

1 1
2 2 1x y

a b
+ = …①，

2 2
2 2
2 2 1x y

a b
+ = …②，

2 2
0 0
2 2 1x y

a b
+ = …③ 

由①-②得
2

1 2 1 2
2

1 2 1 2

( )
( )

y y b x x
x x a y y

− +
= −

− +
…④  

同理
2

1 0 1 0
2

1 0 1 0

( )
( )

y y b x x
x x a y y

− +
= −

− +
…⑤  

2
2 0 2 0

2
2 0 2 0

( )
( )

y y b x x
x x a y y

− +
= −

− +
…⑥ 

因为 AB与 AC的斜率互为相反数 

于是 1 0 2 0

1 0 2 0

0y y y y
x x x x

− −
+ =

− −
…⑦   1 0 2 0

1 0 2 0

0x x x x
y y y y

+ +
+ =

+ +
…⑧ 

由⑦得， 2 1 0 2 0 1 0 0 1 2 0 1 0 2 0 0 0x y y x x y x y x y y x x y x y− − + + − − + =  

由⑧得， 2 1 0 2 0 1 0 0 1 2 0 1 0 2 0 0 0x y x y y x x y x y x y y x x y+ + + + + + + =  

相减得 01 2
0 1 2 0 1 2

1 2 0

2 ( ) 2 ( ) 0, yy yx y y y x x
x x x

+
+ + + = = −

+
代入④得 

22
0 01 2

2 2
1 2 0 0

( )( )x b xy y b
x x a y a y

−
= − − =

−
一定  
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1459、
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=284686&page=1#pid29
61689 

已知一条斜率为定值 k的动直线与两抛物线 2 2, 2 3 3y x y x x= = − + 各有两个

交点，交点顺序是 A,B,C,D，求证：|AB|—|CD|为定值 
证明：设 1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 3 4( , ), ( , ), ( , ), ( , ),A x y B x y C x y D x y x x x x< < < ， 

于是 2 2
2 1 4 3| | 1 ( ),| | 1 ( ),AB k x x CD k x x= + − = + −  

2
2 3 1 4| | | | 1 [( ) ( )],AB CD k x x x x− = + + − + 设动直线为 y kx b= +  

由 y kx b= + 和 2y x= 得， 2 0kxx b− − = ，于是 1 4x x k+ =  

由 y kx b= + 和 22 3 3y x x= − + 得， 2 ( 3)2 3 0kx x b− + + − = ，于是 2 3
3

2
kx x +

+ =  

于是 2 3| | | | 1 [ ]
2

kAB CD k k+
− = + − 为定值 

1463、 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=283841&extra=&page=1 
已知椭圆(标准方程)的两个焦点在 x轴上，A，B是椭圆上两动点,分别以 A，

B为切点作椭圆的切线 1 2,l l ，当 1 2,l l 的夹角为定值时，求 1 2,l l 两直线交点 S的轨
迹，并说明轨迹的形状 

解：设过 0 0( , )S x y 椭圆
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

+ = > > 的切线为 y kx m= + ，  

联立{ 2 2 2 2 2 2
y kx m
b x a y a b

= +
+ = 消 y得 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2

( ) 2 0
4 4( )( ) 0

( ) 0,

a k b x a kmx a m a b
a k m a k b a m a b

a b k a b m a b m a k b
∆

+ + + − =
= − + − =

− − + − = = + ①
 

由于 0 0( , )S x y 在 y kx m= + 上，于是 0 0m y kx= − ② 

②代入①得 2 2 2 2 2
0 0 0 0( ) 2 0x a k x y k y b− − + − = ，以下同解 1 

设切线 1 2,l l 的斜率分别为 1 2, ,k k  

于是
2 2

0 0 0
1 2 1 22 2 2 2

0 0

2 ,x y y bk k k k
x a x a

−
+ = =

− −
 

(1)当 90θ = °时，
2 2

0
1 2 2 2

0

1y bk k
x a

−
= = −

−
，所求的方程为 2 2 2 2x y a b+ = +  

(1)当 90θ ≠ °时，

2 2
20 0 0

2 2 2 22
2 2 0 01 2 1 2 1 2

2 22
201 2 1 2

2 2
0

2 4( )( )
( ) 4tan | |

1 (1 ) (1 )

x y y b
x a x ak k k k k k

y bk k k k
x a

θ

−
−

− −− + −
= = =

−+ +
+

−

， 

2 2 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2 2
0 0

4 4
( )
a y b x a b
x y a b

+ −
+ − −

，所求的方程为

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0tan ( ) 4 4x y a b a y b x a b+ − − = + −  
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1464、 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=286761&page=1#pid2982676 
已知抛物线 ( )2 4 , 1, 2y x A= 是抛物线上一点，过点 )5 2N −（， 做直线交抛物线

于 B、C两点，试判断三角形 ABC的形状。 

解：设直线 BC的方程为 (x 1) ( 2) 1m n y− + − = ① 

直线 BC过 )5 2N −（， ，于是 4 4 1m n− =  

抛物线 2 24 ( 2) 4( 2) 4( 1)y x y y x= − + − = −可化为 ② 

把1 (x 1) ( 2)m n y= − + − 代入② 

2 (x 1) ( 2) (x 1) ( 2( 2) 4( 2)[ ] 4( 1)[ ])m n y m ny yy x− + − = − +−− + − −  

两边除以 2( 1)x − 得， 2 (2 4( 2)( ) [ ] 4[ ]
1 1

1 1)
1 1

) (n yy y m
x x

nm
x x

y− −
+ +

− −
+ =

− − − −
③ 

设
2
1

y k
x

−
=

−
代入③得 2 4 ( 4() )m nk m nkk k =+ ++  

即 2(1 4 ) 44 ) 0(4mn n mk k− −+ =+ ④ 

由于 B，C是①与②的交点，于是 B，C的坐标是③的解 

设 AB,AC的斜率分别为 1 2, ,k k 则 1 2,k k 是④的两根 

故 1 2
4 4

1 4 4
1m mk

n
k

m
− −

=
+

= = − ，故 AB AC⊥ ， ABC∆ 的是直角三角形 

   以上的解法是为了玩味此题而想出来的 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=286761&page=1#pid2982676


 54 

1466、 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=287704&page=1#pid2989789 

已知抛物线 2 2y px= ,过焦点Ｆ任做两互相垂直的直线与抛物线分别相交于

两点Ａ，Ｂ和Ｃ，Ｄ，问四点能否共圆?若可以,求出圆方程 

解：设一弦所在的直线为
2
px ty= + 代入 2 2y px= 得 2 22 0y ptx p− − =  

于是 2
1 2y y p= −  

故 2 2
1 2 2

1| || (1 ) | | (1B| )FA F k y y p
t

= + = + ,同理 2 2D|| || (1 )FC F t p= +  

Ａ，Ｂ,Ｃ，Ｄ四点共圆的充要条件是 B|=| || | D|||FA F FC F  

即
2

2

11 1 t
t

+ = + ，解得 t=±1 
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