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廖老师网上千题解答分类十八、超纲二次曲线 
92、已知某椭圆的焦点是 F1（-4，0）,F2（4，0）,过点 F2并垂直于 x 轴的直线
与椭圆的一个交点为 B，︱F1B︱+︱F2B︱=10,椭圆上不同两点 A、C满足条件：
︱F2A︱、︱F2B︱、︱F2C︱成等差数列（高考不要求） 
（1）求该椭圆的方程（2）求弦 AC中点的横坐标。 

解：设椭圆方程为 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

（ 0>> ba ） 

由︱F1B︱+︱F2B︱=10,得 5=a  
由 F1（-4，0）,F2（4，0）得 4=c ， 3=b  

故椭圆方程 1
925

22

=+
yx  

（2）由过点 F2并垂直于 x轴的直线与椭圆的一个交点为 B, 

得︱F2B︱＝ a
b2

＝
5

2b
＝

5
9
，离心率

5
4

=e  

由︱F2A︱、︱F2B︱、︱F2C︱成等差数列 

得︱F2A︱+︱F2C︱＝2︱F2B︱＝
5

18  

︱F2A︱+︱F2C︱＝
5
4
（ Ax−

4
25 + Bx−

4
25

） 

5
4
（ Ax−

4
25 + Bx−

4
25

）=
5

18  

Ax−
2
25

- Bx =
2
9
， Ax + Bx =8  

弦 AC中点的横坐标是 4 

286、已知椭圆
2 2

2 2 1y x
a b

+ = （a>b>0）,过中心 O 作互相垂直的两条铉 AC、BD，

设点 A、B的离心角分别为θ1θ2，求︱cos(θ1-θ2)︱的取值范围。 
解：点 A、B的离心角分别为θ1和θ2 

)sin,cos( 11 θθ baA ， )sin,cos( 22 θθ baB ， 

因 OBOA ⊥ ,故 0sinsincoscos 21
2

21
2 =+ θθθθ ba  

设 )cos(sinsincoscos 212121 θθθθθθ −=+=t  

=21 sinsin θθ 21 coscos θθ−t 代入得 

2
21

2 coscos ba +θθ 0)coscos( 21 =− θθt  

x

X=25/4
y

F2

C

AB



 2

22

2

21 coscos
ba

tb
−

−=θθ  

=21 sinsin θθ 21 coscos θθ−t ＝ +t 22

2

ba
tb
−
＝ 22

2

ba
ta
−

 

|)cos(| 21 θθ + += 21 coscos| θθ =|sinsin 21 θθ 22

2

|
ba

tb
−

− |22

2

ba
ta
−

−  

＝ 1|)(| 22

22

≤
−
+

ba
bat

，故 ≤|| t 22

22

ba
ba

+
−  

292、圆 122 =+ yx 和抛物线 2 2y=x − 上三个不同点 ABC若 AB和 AC和圆相切 

求证：BC也和圆相切 

证明：设抛物线 y= 22 −x 上三个不同点 A )2,( 2
11 −xx ，B )2,( 2

22 −xx  

C )2,( 2
33 −xx 则 

直线 AB： ))((2 121
2

1 xxxxxy −+=+−  

即 02)( 2121 =−−−+ xxyxxx  

与圆相切，则 1
1)(

|2|
2

21

21 =
++

+

xx
xx

 

故    032)1( 2
121

2
2

2
1 =−++− xxxxx  

同理  032)1( 2
131

2
3

2
1 =−++− xxxxx  

故 32 xx 和 是方程 032)1( 2
11

22
1 =−++− xxxxx 的两根 

故有
1

2- 2
1

1
32

−
+

x
xxx ＝ ，

1
3

2
1

2
1

32
−

−
x

xxx ＝  

直线 BC： 02)( 3232 =−−−+ xxyxxx  

圆心到直线 BC的距离 =
++

+
=

1)(

|2|
2

32

32

xx

xxd =

+
−

+
−

−

1
)1(

4

|2
1

3
|

22
1

2
1

2
1

2
1

x
x

x
x

1

)1(
)1(

|
1
1

|

22
1

22
1

2
1

2
1

=

−

+

−

−

x
x

x
x

 

故直线 BC与圆 122 =+ yx  也相切 
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325、已知椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x l过左焦点交椭圆于 AB ， 左准线与 x轴

交于M点，M与左焦点 F的连线的中点为 N。 
直线 AN交准线于 D，求证 BD平行于 x轴(高考不要求) 
证明：用同一法 

过 D点作 1DB ∥x轴交直线 l于点 1B  

作 AQ∥x轴交准线于点Q  

则
1

1

AB
FB

DA
DN

AQ
MN

== ， =
1DB

NF

1AB
AF
， 

∵ NFMN =  

∴ •AQ
1

1

AB
FB

•= 1DB
1AB

AF
，又 AF AQe •=  

∴ •AQ
1

1

AB
FB

•= 1DB
1AB

AQe •  

故 FB1 1DBe •= ，即 1B 在椭圆上，因此 

点 1B 与点 B重合，命题得证 

335、已知椭圆过M(1,2),以 y轴为准线,e=0.5     
求其上顶点和左顶点的轨迹方程（高考不要求） 
解：（1）设左焦点为（x,y） 

则
2
1

1
)2()1( 22

=
−+− yx

 

即 222 )
2
1()2()1( =−+− yx 为左焦的轨迹方程 

（2）设左顶点为（x,y），左焦点为（m,n） 

则
2
1

=
a
c

①， m
c

b
=

2

② 

把 2222 3ccab =−= 代入②得
3
mc = ,

3
2ma = ， mb

3
3

=  

caxm −=− = xmm
2
3

3
=⇒ ，又 yn = 代入左焦的轨迹方程得 

222 )
2
1()2()1

2
3( =−+− yx 为左顶点轨迹方程 

Q

B1
D

B

N
M F

A

O

l
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（3）设上顶点为（x,y），左焦点为（m,n）则 

xmmcmx
4
3

3
=⇒==− ， +=+= nbny m

3
3 = +n xynx

4
3

4
3

−=⇒  

代入左焦的轨迹方程得 222 )
2
1()2

4
3()1

4
3( =−−+− xyx 为上顶点轨迹方程 

346、已知点 P在圆 04322 =−++ yxyx 上，点 Q在射线 OP上，且|OP||OQ|=6，

求点 Q的轨迹方程。 
 

解：设 θ=∠xOP , 1rOP = ， rOQ = ， ),( yxQ  

则 θcosrx = ①    θsinry = ②   161 =rr ③ 

∵ )sin,cos( 11 θθ rrQ 在圆 04322 =−++ yxyx 上 

∴ ++ θθ 22
1

22
1 sincos rr 0sin4cos3 11 =−+ θθ rr  

即 0sin4cos3 11
2

1 =−+ θθ rrr  

两边乘以 2r 得 

0)sin)((4)cos)((3)( 11
2

1 =−+ θθ rrrrrrrr  

把①  ②  ③代入上式得 

0)16(4)16(3)16( 2 =−+ yx  

即 01643 =+− yx 为所求 

358、已知直线 l过椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

的左焦点 F交椭圆于 P、Q， A、B

是椭圆的左右顶点，求证：直线 PA与 QB交于点M在左准线上(高考不要求) 
证：设 1 1P x y( , ) , 2 2Q x y( , )， 0F c( , )− ，直线 PQ： x ty c= − ， 

直线 1

1

yPA y x a
x a

: ( )= +
+

 (1)   直线 2

2

yQB y x a
x a

: ( )= −
−

 (2) 

左准线
2ax

c
= −   (3) 

(3) 代入(1)得
2

1 1

1 1

y a c a yay a =
x a c c x a

( )( )
( )

−
= − +

+ +
 

(3) 代入(2)得
2

2 2

2 2

y a c a yay a =
x a c c x a

( )( )
( )

− +
= − −

− −
 

要证直线 PA与 QB交于点M在左准线上 

A
B

P

Q
M

x

y
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只要证： 1 2 1 2

1 2 1 2

a c a y a c a y c a y c a y=
c x a c x a ty c a ty c a
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

− − + − − +
⇔ =

+ − − + − −
 

2
1 2 1 22 0cty y b y y( )⇔ + + = (*) 

x ty c= − 与 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

联立消 x得 
2 2 2 2 2 2b ty c a y a b( )− + =  

2 2 2 2 2 42 0b t a y b cty b( )+ − − =  

故
4 2

2 2
1 2 1 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 0

b b ctcty y b y y ct b
b t a b t a

( ) ( ) ( )+ + = − + =
+ +

 

于是(*)成立 

377、已知双曲线过点 )4,2(−M , )4,4(N ,它的一个焦点为 )0,1(F ,则另一个焦点的

轨迹方程为（   ） 

A、 )0(1)0(1
16

)4(
25

)1( 22

≠=≠=
−

+
− yxyyx

或  

B、 )0(1)0(1
25

)4(
16

)1( 22

≠=≠=
−

+
− yxxyx

或  

C、 )0(1)0(1
16

)4(
25

)1( 22

≠=≠=
−

+
− xyxyx

或  

B、 )0(1)0(1
25

)4(
16

)1( 22

≠=≠=
−

+
− xyxyx

或  

解：设另一个焦点是 ),( yx 则 ),( yx ≠（1，0） 

−−++ 22 )4()2(| yx =−++ |)40()21( 22 −−+− 22 )4()4(| yx |)04()14( 22 −+−  

−−++ 22 )4()2(| yx 5| −−+−= 22 )4()4(| yx 5| 

−−++ 22 )4()2( yx 5 +−+−−= 22 )4()4( yx 5或

−−++ 22 )4()2( yx 5 −−+−= 22 )4()4( yx 5 

故 22 )4()2( −++ yx 22 )4()4( −+−= yx 或 +−++ 22 )4()2( yx =−+− 22 )4()4( yx 10 

注意到几何意义化简得 

1=x （y≠0）或 +
−
25

)1( 2x 1
16

)4( 2

=
−y

(y≠1） 

故选 A 
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437、双曲线 1
54

22

=−
yx

的左右焦点分别为 21, FF ，P是双曲线右支上一点， I 为

21FPF∆ 的内心，PI交 x轴于点 Q，若| 21 || PFQF = |，求 I分 PQ的比 

解：设| 21 || PFQF = |= t  

则 tQF −= 6|| 2 ， 4|| 1 += tPF  

由
||
||

||
||

2

1

2

1

QF
QF

PF
PF

=  

得
t

t
t

t
−

=
+

6
4

，解得 4=t  

故 I分 PQ的比 

==
IQ
PI

λ 2
6

=
− t
t  

443、设M(xo,yo) 是椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x  (a>b>0)是一点，r1 和 r2 分别是

点M与焦点 F1(-c,0) ，F2(c,0)的距离，.求证： r1=a+exo  ,  r2=a-eXo 
其中 e是离心率. (高考不要求) 
.证明： 

=== |||| 111 MMeMFr )]([
2

0 c
axe −−  

0

2

0 exa
c

a
a
cex +=•+=  

同理 === |||| 222 MMeMFr )( 0

2

x
c

ae −  

00

2

exaex
c

a
a
c

−=−•=  

462、 )(1
4 2

22

Nb
b
yx

∈=− 的两个焦点 1F 、 2F ， P 是双曲线上一点，且满足
2

2121 |||||| FFPFPF =• ， || 2PF 4< ，求双曲线方程。(圆锥曲线) (高考不要求) 

解：设 ),( 00 yxP ，双曲线的准线是
4

4
2 +

±=
b

x ，离心率
2

42 +
=

be  

因 =|| 2PF 4< 故 P在右支上 

=|| 2PF e −0(x )
4

4
2 +b

＝
2

42 +b
−0x 2 4<  

144)4( 2
0

2 <+ xb （1） 因 2
2121 |||||| FFPFPF =•  

x

y

4+t
t

6-tt

I

F2F1

P

QO

x

y

M2
M1

F2F1

M

O

l
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故 2e +0(x )
4

4
2 +b

−0(x )
4

4
2 +b

＝ 22 )42( +b  

故 −2
0x 16

4
16
2 =

+b
， =2

0x 16
4

16
2 +

+b
（2） 

把（2）代入（1）得 )4( 2 +b （ 16
4

16
2 +

+b
） 144<  

)4(1 2 ++ b 9< ， 22 <<− b ，因 +∈ Nb ,故 1=b  

471、设 )0,(aA （ )0>a ）， B、C分别是 x 轴 y轴上的点，非零向量 BP满足，

ACBP ⊥ ， BCBF 2= (圆锥曲线) 

（1）当 B在 x轴上运动时，求 P的坐标（x,y）满足的关系式 
（2）设 l是点 P的坐标所满足的方程的曲线 E在 P点处的切线，与 x轴交于M，
F是曲线 E的焦点，求证： PFM∆ 是等腰三角形 
（3）设 Q是曲线 E上异于 P的点，且 0=• OQOP ，求证直线 PQ过定点 

（注：改为 0=• OQOP ） 
解：（1） 
设 )0,(bB ， ),0( cC ， ),( yxP  

因 BCBP 2=  , =BP ),( ybx − , =BC ),( cb−  
则 ),(2),( cbybx −=−  

bbx 2−=− 且 cy 2=  

即 xb −= （1），
2
yc = （2） 

又 ACBP ⊥  , =BP ),( ybx − , =AC ),( ca−  
0)( =+−− cybxa （3） 

把（1）（2）代入（3）得 0
2

2
2

=+−
yax  

为所求的关系， axy 42 = )0( >x  
（2）设 ),( 00 yxP ，过 点P 曲线 E: axy 42 = 的切线 l的方程是 

)(2 00 xxayy += 它与 x轴的交点M(-x0,0) 
曲线 E: axy 42 = 的焦点 F )0,(a  
则 =|| PF P到准线 ax −= 的距离＝ ax +0  

=−−= )(|| 0xaMF ax +0  
故 =|| PF || MF ，因此 PFM∆ 是等腰三角形 

（3）设Q ),( 11 yx 因 0=• OQOP ， 

故 01010 =+ yyxx ， 0
16

1
10

2
1

2
02 =+ yyyy

a
， 2

10 16ayy −=  

设直线 PQ的方程为： mkxy +=  

F
M

P

B

C

AO x
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与 axy 42 = 联立消 x得 0
4

2 =+− myy
a

k  

则 akma
k
amyy 4164 2

10 −=⇒−==  

故 )4(4 axkakkxy −=−=  
当 时ax 4= 0=y ，因此直线 PQ总过定点 ），（ 04a  

569、 P是椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

上任意一点,F1、F2是椭圆的焦点, 

⊙C是△PF1F2的旁切圆,N为⊙C 
与 F1F2的切点,则 N的位置在(    ) (圆锥曲线) 
A、焦点与顶点之间   B、顶点  
C.在椭圆外 D、不确定. 
 解：选 D 
因为 NF2=F1D=PF2-PD 
NF1=F1E=PF1+PD 
相加得 NF1+NF2= PF1+ PF2=2a 
于是 NO=a 
故图中 N是右顶点 
 
若为左边的△PF1F2的旁切圆，则 N是左顶点 
若是下面的旁切圆，N可以变动如下图 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

注此题改为：P是椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

上任意一点,F1、F2是椭圆的焦点, 

⊙C是△PF1F2是与边 PF2相切的旁切圆，N为⊙C 
与 F1F2的切点,则 N的位置在(  ) 
A、焦点与顶点之间   B、顶点   C.在椭圆外 D、不确定. 
就选 B 
 
 

x

y

P
E

D

F2

C

F1 No

xN o

P

F1
F2
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570、已知一杯子的轴截面是抛物线 yx 22 =  (0≤y≤20). 今有一球放入杯中,球

的半径为 r ，且球与杯底相切,则 r的取值范围是 (    ) (圆锥曲线) 
A.1≤r≤2  B.1/2≤r≤2  C.0≤r≤1  D.这样的球不存在 
解： 

设圆的方程为 222 )( rryx =−+ （1） 

依题意此圆与抛物线 yx 22 = （2） 

只有一个公共点原点 
于是方程组（1）（2）只能有一个解 
（0，0） 
（2）代入（1）得 

22)(2 rryy =−+  

0)22(2 =−+ yry ， 0)22( =−+ ryy  

01 =y ， 222 −= ry ，考虑到 yx 22 = 中 0≥y  

要使方程组（1）（2）只能有一个解，于是 

0222 ≤−= ry 故 1≤r ，因此 10 ≤< r  

572、  设双曲线C的一个焦点为原点 O，对应的准线为直线 4−=x ，若点 ),1( aP −

在双曲线 C上，则实数 a的取值范围是_________(圆锥曲线) (高考不要求) 

解： =
−−−

+
=

)4(1
1

||
|| 2

1

a
PP
PO 1

3
1 2

>=
+ ea  

由此得 22>a 或 22−<a  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O

y

x

y

x

x=-4

OF1 F2

P(-1,a)
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573、已知双曲线的焦点 F1(0,2),相应的准线方程是 x+y=1,离心率 e= 2 ,则此双曲

线的方程是 

A. xy= 2       B. x2-y2= 2 ,   C. (x+1)(y+1)= 
1
2

    D.(x+1)(y-1)= 
1
2

 

(圆锥曲线) (高考不要求) 

解 1：设 ),( yxP 为双曲线上任意一点则 

2

2
|1|
)2(

1
|| 22

1 ==
−+
−+

=+
eyx

yx
yxP
PF

＝
的距离到

 

|1|)2( 22 −+=−+ yxyx , 222 )1()2( −+=−+ yxyx  

yxxyyxyyx 222144 2222 −−+++=+−+ , 03222 =−+− yxxy  

2
11 =−+− yxxy ,

2
1)1)(1( =−+ yx ，选 D 

623、一条倾斜角为 06 °的直线过椭圆左焦点 F与椭圆 
交于 A、B两点，若 FA的长度是 FB的长度的 2倍， 
求椭圆的离心率。(圆锥曲线) (高考不要求) 
解 1：设离心率为 e  
因 ||2|| FBFA =  
可设 tFB =|| ， tFA 2|| =  
作 左准线⊥1AA ， 左准线⊥1BB  

11 AABD ⊥  

则
e
tAA 2|| 1 = ，

e
tBB =|| 1 ,于是

e
t

e
t

e
tAD =−=

2||  

因 °=∠=∠ 60AFOA ,故 ||2|| ADAB =  

于是
e
tt 23 = ，

3
2

=e  

解 2：设椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x (1) 

FA的长度是 FB的长度的 2倍 
于是 2FA FB= −

uuur uuur
，设 1 1 2 2 0A x y B x y F c( , ), ( , ), ( , )−又  

于是 1 1 2 2 1 22FA x c y FB x c y y y( , ), ( , ),= + = + − = −
uuur uuur

 

设直线 AB的方程为 1
3

x y c= − 代入 (1)计算量大，可见几何法常常可绕过复杂

的计算 
 

x

y

D

F
2t

tB1

A1

B

A

o
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674、椭圆 1
23

22

=+
yx

上有动点 A和一定点 )
2
2,

2
3(B ，求|AB|的最大值 

(圆锥曲线) (不等式) (高考不要求) 
尝试 1：用参数方程 

设 θcos3=x ， θsin2=y ， =2|| AB 2)
2
3cos3( −= θx 2)

2
2sin2( −+ θ  

=
4

15sin2cos33cos2 +−− θθθ 失败 

尝试 2：用圆与椭圆相切 

设以 )
2
2,

2
3( 为圆心，以 r为半径的圆为 222 )

2
2()

2
3( ryx =−+−  

与椭圆 1
23

22

=+
yx

联立，消元受阻 

尝试 3：尝试 2由想到当圆与圆椭圆相切时，椭圆有公切线，只要求出切点可解
决问题 

于是设出切点（x0,y0），椭圆在（x0,y0）处的切线为 1
23
00 =+
yyxx

斜率为
0

0

3
2

y
xk −= ， 

切点（x0,y0）与圆心 )
2
2,

2
3( 连线的斜率为

2
3
2
2

0

0

−

−

x

y
 

于是

2
3
2
2

0

0

−

−

x

y

0

0

2
3

x
y

= 与 1
23

2
0

2
0 =+

yx
联立，化为 4次方程，算不下去 

尝试 4：由尝试 3有一点希望只是方程不好解于是想到 )
2
2,

2
3( 也在椭圆上 

于是写出 1
23

2
0

2
0 =+

yx
， 1

2

)
2
2(

3

)
2
3( 22

=+  

相减得， 0
2

)
2
2)(

2
2(

3

)
2
3)(

2
3( 0000

=
−+

+
−+ yyxx

， 
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0
)

2
3(2

)
2
2)(

2
2(

3

)
2
3(

0

000
=

−

−+
+

+

x

yyx
（2），把

2
3
2
2

0

0

−

−

x

y

0

0

2
3

x
y

= （1）代入（2） 

与（1）或与 1
23

2
0

2
0 =+

yx
合作解切点（x0,y0）还是失败 

尝试 5：设直线 AB的方程 )
2
3(

2
2

−=− xky  

代入 1
23

22

=+
yx

消 y得 

0)
2
3

2
2(3)32(3)23( 222 =−+−++ kxkkxk  

有一根
2
3
，另一根 x1，

2
3 + x1＝

23
)23(3

2 +
−

k
kk  

故 x1-
2
3
＝

23
)23(3

2 +
−

k
kk

-3＝
23

623
2 +

−−
k

k
，（） 

故 =2|| AB （ 21 k+ ）（x1-
2)

2
3
＝

)23(
)1)(623(

2

2

+
++

k
kk  

极值难求（求导遇复杂 4次方程） 
原始尝试：用几何画板 
 
 
 
 
 

683、设点 P是椭圆
2 24

1
25 25
x y

+ = 上的动点，点 Q 的坐标为 6 10( , )，求 PQ| |的

最小值(圆锥曲线) (不等式) (高考不要求) 

解：设
55
2

P( cos , sin )θ θ ，于是 

2 2 256 5 10
2

PA| | ( cos ) ( sin )θ θ= − + −  

4

2

-2

5 5

3.35
(3/2, 2 /2)

(x0,y0)
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= 2 2 2 21 53 8 6 5 10
73 2

( )[( cos ) ( sin ) ]θ θ+ − + − 21 53 6 5 8 10
73 2

[ ( cos ) ( sin )]θ θ≥ − + − ， 

{取＝条件

5106 5 4 32
3 8 5 5

sincos sin ,cos
θθ

θ θ
−−

= = =，即 }(1) 

= 2 21 198 15 20 98 25
73 73

( cos sin ) [ sin( )]θ θ θ φ− − = − +  

21 98 25 73
73

( )≥ − = {
4 31
5 5

sin( ) , sin ,cosθ φ θ θ+ = = =取＝条件 即 }(2) 

由于取＝条件(1)与(2)是一致的，因此 PQ| |最小＝73 

评注：这种题目的编法容易，解答只能碰运气。 
下面讲一讲为什么是这样 
一、我先编一个这样的题目 

设 P是椭圆 1
4

2
2

=+ yx
上的动点，求 P到定点 A )2,

65
134( 的距离的最小值 

解：设 2P( cos ,sin )θ θ ，  

=2|| PA 2)cos2
65

134( θ−=x 2)sin2( θ−+  

= )56(
56

1 22
22 +

+
+− 2)cos2

65
134[( θ ])sin2( 2θ−  

≥
61
1

+− )cos2
65

134(6[ θ )]sin2(5 θ− =
61
1

θcos12
65

1454( − )sin5 θ−  

{取＝的条件 =
−

6

cos2
65

134
θ

8
sin2 θ−

即
13
12sin =θ ，

13
5cos =θ }(3) 

=
61
1 )]sin(13

65
1454[ ϕθ +−

61
1

≥ ]13
65

1454[ −  

{取＝的条件 12 51
13 13

,sin( ) sin cosθ φ θ θ+ = =＝ 即 ，  }(4) 

由于取＝条件(3)与(4)是一致的，因此 || PA 最小＝
3965
609  

上面的条件可同时成立，于是 
二、说一说为什么不好解 
先要求出 6与 5 

就要先设 =2|| PA 2)cos2
65

134( θ−=x 2)sin2( θ−+  
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= )(1 22
22 nm

nm
+

+
+− 2)cos2

65
134[( θ ])sin2( 2θ−  

≥ 22

1
nm +

+− )cos2
65

134([ θm )]sin2( θ−n  

= 22

1
nm +

θcos22
65

134( mnm
−− )sinθn−  

=
22

1
nm +

)sin(42
65

134( 22 ϕθ ++−− nmnm  

22

1
nm +

≥ )sin(42
65

134( 22 ϕθ ++−− nmnm  

此处取等号的条件是， 

 =
−

m

θcos2
65

134

n
θsin2 −
，（5） 

224
2sin

nm
m
+

=θ ，
224

cos
nm

n
+

=θ （6） 

由此是解出 m=6与 n=5非常困难 
三、本题编法 

我是先让
13
12sin =θ ，

13
5cos =θ ，然后由（5）定出 m=6与 n=5 

最后去配凑出适合（6）的定点 A )2,
65

134( ，而编出来的 

692、设点 M为抛物线 pxx 22 =  (p>0)上一动点，F为焦点，O为坐标原点，求

||
||

MF
MO

|的范围(圆锥曲线) 

解：设 ),( yxP 则 =2)
||
||(

MF
MO

=
+

+
2

22

)
2

( px

yx t
ppxx

pxx
px

yx
=

++

+
=

+

+

4

2

)
2

(
2

2

2

2

22

 

)
4

(2
2

22 ppxxtpxx ++=+ ， 0
4

)2()1(
2

2 =+−−− tpxtpxt  

0)1()2( 222 ≥−−−=∆ ttptp  

3
4

≤t ，
3
4

≤t ，当且 px 2= 取等号 

3
320 ≤< t ,

3
320 ≤< t  
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706、过椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

的焦点的弦所在的直线的倾斜角为α，求 || AB  

解：设左焦点 )0,( cF − (圆锥曲线) 

=|| AB )(
22

c
a

c
axxe BA +++ ＝ axxe BA 2)( ++  

)(tan cxy += α 代入 222222 bayaxb =+ 消 y得 

22222222 )2(tan baccxxaxb =+++ α  

0tan)tan2()tan( 22222222222 =−+++ bacaxcaxab ααα  

=
+

−=+
α

α
222

22

tan
tan2

ab
caxx BA 222

22

sec
tan2

ca
ca

−
−

α
α  

=|| AB axxe BA 2)( ++ ＝ =+
−

− a
ca

ac 2
sec

tan2
222

22

α
α

222

22223

sec
tan22sec2

ca
acaca

−
−−

α
αα  

＝ 222

2223

sec
sec2sec2

ca
aca
−

−
α

αα
＝ 222

22

sec
sec2

ca
ab

−α
α
＝

α222

2

cos
2
ca
ab

−
 

αα 2222

2

cossin
2

ba
ab
+

=   以上各式都可为答案 

743、设椭圆 )0.(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

的两焦点为 21, FF 。长轴的两个端点分别为

21 , AA 。若椭圆上存在 Q点使 °=∠ 13521QAA ，求 e的范围。(圆锥曲线) 

解：不妨设Q ),( 00 yx  00 >y ，因为 )0,(),0,( 21 aAaA −  

所以 ax
yK QA +

=
0

0
1 ， ax

yK QA −
=

0

0
2  

2
0

22
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

21
2

11
tan

21

12

yax
ay

ax
y

ax
y

ax
y

ax
y

KK
KK

QAA
QAQA

QAQA

+−
=

+
•

−
+

+
−

−
=

+

−
=∠ （1） 

由于 12

2
0

2

2
0 =+

b
y

a
x

，因此 )( 2
0

2
2

2
2

0 yb
b
ax −= 代入（1）得 



 16 

1
)(

22
tan 22

0

2

2
02

2
2

0

0
1 −=

−
=

−
=∠

aby
ab

y
b
ay

ayQAA  

b
c
ab

ba
aby ≤=
−

= 2

2

22

2

0
22

， 22 cab ≤ ， 2222 ccaa ≤−  

4222 )(4 ccaa ≤− ， 4244 ee ≤− ， 044 24 ≥−+ ee ， 044 24 ≥−+ ee  

2222 −≥e 或 2222 −−≤e （舍）， 

222 −≥e 又因为 1<e ，因此 1222 <≤− e  

745、双曲线 )(1
4 2

22

+∈=− Nb
b
yx

的两个焦点 1F、 2F ， P是双曲线上一点，且满

足 2
2121 |||||| FFPFPF =• ， || OP 5< ，求双曲线方程。(圆锥曲线) (高考不要求) 

解：焦点 )0,4( 2 +± b ，双曲线的准线是
4

4
2 +

±=
b

x ，离心率
2

42 +
=

be  

不妨设 ),( 00 yxP 在右支上 

=|| 2PF e −0(x )
4

4
2 +b

＝
2

42 +b
−0x 2  

因 2
2121 |||||| FFPFPF =•  

故 2e +0(x )
4

4
2 +b

−0(x )
4

4
2 +b

＝ 22 )42( +b  

故 −2
0x 16

4
16
2 =

+b
， =2

0x 16
4

16
2 +

+b
（1） 

由 1
4 2

2
0

2
0 =−

b
yx

得 2
2

0
2

2
0 4

bxby −=  

于是 =+= 2
0

2
0

2|| yxOP 2
2

2
2

2
0

2

)16
4

16(
4

)4(
4

)4( b
b

bbxb
−+

+
+

=−
+

 

25203)4(44 222 <+=−++= bbb ，
3
52 <b ，因 +∈ Nb ,故 1=b  

双曲线方程是 1
4

2
2

=− yx  
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755、A、B 是圆 x2+y2=1 上两动点，且 0AOB 12∠ = °，C（2，0），△ABC 外接
圆圆心M的轨迹是？(圆锥曲线) (难题) (高考不要求) 

解：设 A( αα sin,cos )、B ))60sin(),60(cos( °+°+ αα  

),( yxM ，则 

因 ABOM ⊥ ,故 

1
)60sin(

)60cos(
cos)120cos(
sin)120sin(

−=
°+−

°+
•=

−°+
−°+

•
α

α
αα
αα

x
y

x
y  

αα
αα

sin3cos
cos3sin

−
+

=
X
y

， αα cos
3
3sin

yx
xy

+
−

= （1） 

因 ACOD ⊥ ,故 

1
2cos

sin

2
2cos

2
sin

−=
−

•
+

−

−

α
α

α

α

x

y
， 043sin2cos2 =−++ xyx αα （2） 

由（1）（2）解得
)(2

)3)(34(cos 22 yx
yxx

+
+−

=α ，
)(2

)3)(34(sin 22 yx
xyx

+
−−

=α  

于是 1
)(4

)3()34(
)(4

)3()34(
222

22

222

22

=
+

−−
+

+
+−

yx
xyx

yx
yxx  

化简得 092415 22 =+−− xyx ，即 1
6.004.0

)8.0( 22

=−
− yx  

756、求证：在一个椭圆上的任一个定点，引出的两条互相垂直的线段交于椭圆
上的两点，这两点的直线过一个定点。(圆锥曲线) (难题) (高考不要求) 
（1）先求定点坐标 

设椭圆方程是 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

，A ),( 00 yx  

则 A ),( 00 yx 关于坐标轴的对称点分别是 A1 ),( 00 yx − , A2 ),( 00 yx−  

直线 A1,A2的方程是 x
x
yy

0

0−= （1） 

过 A ),( 00 yx 点的切线方程是 12
0

2
0 =+

b
yx

a
xx  

过 A ),( 00 yx 点的切线的垂线（法线）方程是 22

0

2

0

2

ba
y

yb
x

xa
−=− （2） 

y

x
D

M
C

B

A
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联立（1）（2）解得 22
0

22 )(
ba

xba
x

+
−

= ， 22
0

22 )(
ba

yab
y

+
−

=  

若命题成立必要过定点 ,
)(

( 22
0

22

ba
xba

+
−

)
)(
22

0
22

ba
yab

+
−

 

下面证明这个结论 

椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

上的三点 ),( 00 yxA 、 ),( 11 yxB 、 ),( 22 yxC ，若 A是定点，且

ACAB与 互相垂直，求证直线 BC过一定点。 
证明：直线 BC的方程为 1)()( 00 =−+− yyBxxA ① 

1kkPA = ， 2kkPB = ， 

椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

可化为 1
])[(])[(

2

2
00

2

2
00 =

+−
+

+−
b

yyy
a

xxx
 

即 0
)(2)(2)()(

2
00

2
00

2

2
0

2

2
0 =

−
+

−
+

−
+

−
b

yyy
a

xxx
b

yy
a

xx
 

代入①式得， 

0)]()(][
)(2)(2

[
)()(

002
00

2
00

2

2
0

2

2
0 =−+−

−
+

−
+

−
+

−
yyBxxA

b
yyy

a
xxx

b
yy

a
xx

 

两边除以 2
0 )( xx − 得， 0)](

22
[1

2
0

2
0

2

2

2 =++++ BkA
b

ky
a
x

b
k

a
 

整理得， 0
21

)
22

(
21

2
0

2
0

2
02

2
0 =

+
+++

+
a

Axk
b
Ay

a
Bxk

b
By  

因 121 −=kk ，故 1
21

21

2
0

2
0

−=
+

+

b
By

a
Ax

,于是 0
2121

2
0

2
0 =

+
+

+
b

By
a

Ax
 

即 22
0

2
0

2 22 baByaAxb −−=+ ， 1
22

22
0

2

22
0

2

=
−−

+
−−

B
ba

ya
A

ba
xb

 

1)
2

()
2

( 0022
0

2

0022
0

2

=−+
−−

+−+
−−

yy
ba

yaBxx
ba

xbA , 

1)
\

()( 0022

22

0022

22

=−
+

−
+−

+
− yy

ba
abBxx

ba
baA  

于是直线 1)()( 00 =−+− yyBxxA 过定点 ),( 022

22

022

22

y
ba
abx

ba
ba

+
−

+
−  
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759、过椭圆 4843 22 =+ yx 的左焦点 F引直线交椭圆于 A、B两点， 7|| =AB ，

则此直线方程是_________ 

解： 4843 22 =+ yx 就是 1
1216

22

=+
yx  

的左焦点 F（ 0,2− ），过 F的直线为 )2( += xky 代入 4843 22 =+ yx 得 

48)2(43 22 =++ kkxx ，即 0481616)43( 222 =−+++ kkxxk  

243
16

k
kxx BA +

−=+ ， 7)16
43

16(
2
1)2( 2

2

=+
+

−=++=
k

k
c
axxeAB BA  

2
3

=k 或
2
1

=k  

761、已知椭圆 C: )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

上有 A、B两点,直线 l:y=x+k上有 C、D

两点,且 ABCD是正方形，若正方形 ABCD的外接圆方程为 x2+y2-2y-8=0。求椭
圆 C和直线 l的方程(圆锥曲线) 
解：因为正方形 ABCD的外接圆方程是 x2+(y-1)2=9 
所以正方形 ABCD中心是M(0，1)， 

对角线长＝6，CD＝ 23 ，边心距＝
2

23  

于是M(0，1)到 l: x-y+k=0的距离， 

2
23

2
|1|

=
+− k

， 2−=k 或 4=k  

（1）当 2−=k 时，直线 CD：y=x-2，直线 AB：y=x+4 

由 y=x+4与 x2+y2-2y-8=0联立解得 )1,3(−A ， )4,0(B ， 

代入 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

，得 ,162 =b 16
15

9162 <
×

=a ，舍去 

（2）当 4=k 时，直线 CD：y=x+4，直线 AB：y=x-2 

由 y=x-2与 x2+y2-2y-8=0联立解得 )2,0( −A ， )1,3(B  

)2,0( −A ， )1,3(B ，代入 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x  

得 ,42 =b 122 =a ,综上所述，椭圆 C和直线 l的方程分别是 1
412

22

=+
yx

和 y=x+4 

x

y

Q

MD

C

B

A

O

l
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763、已知 21，FF 分别为椭圆 C： )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

的左右焦点，直线

52: += xyl 与椭圆交于两点 21，PP ，已知椭圆中心 O关于直线 l的对称点恰好落

在 C的左准线 l′上（1）求直线 l ′的方程（2）若 =− |||| 1122 FPFP a
9

10
，求椭圆 C

的方程(圆锥曲线) 

解：（1）原点关于 52 += xy 的对称点是 )2,4(− 在左准线
c

axl
2

: −=′ 上 

于是 4: −=′ xl ，且 4
2

=
c

a  

（2）设 ),(),,( 222111 yxPyxP  

 )4()(|| 22

2

22 x
a
cx

c
aeFP −=−= ， )4()(|| 1

2

111 +=+= x
a
c

c
axeFP  

代入 =− |||| 1122 FPFP axx
a
cx

a
cx

a
c

9
10)()4()4( 2112 =+−=+−−  

9
40

9
10 2

21 −=−=+
c
axx ，于是 21PP 中点 )

9
5,

9
20(−  

由 12

2
1

2

2
1 =+

b
y

a
x

， 12

2
2

2

2
2 =+

b
y

a
x

相减得， 02

2
2

2
1

2

2
2

2
1 =

−
+

−
b

yy
a

xx
 

0
9

25
9
20

22 =
×

+−
ba

， 22 2ba = ，故 cba 22 == 代入 4
2

=
c

a
，得 

2=c ， 2=b ， 22=a ，故椭圆方程是 1
48

22

=+
yx  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x

x

yl′

1P

l
2P

2F1F
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793、如下图,直线 01l y kx k: ( )= > ,与直线 2l y kx: = − 之间的阴影区域(不含边界)

记为W,其左半部分记为W1,右半部分记为W2 
(1)分别用不等式组表示W1,W2 

(2)若区域W中的动点 P(x,y)到 1l , 2l 的距离之积为 d2,求点 P的轨迹方程 C 

(3)设不过原点 O的直线 L与(2)中的曲线 C相交于M1,M2两点,且与 L1,L2分别交

于M3,M4两点, 
求证:三角形 OM1M2的重心与三角形 OM3M4的重心重合, (圆锥曲线) 
解：（1） 

左边区域W1是




<+
<−

0
0

ykx
ykx

 

左边区域W1是




>+
>−

0
0

ykx
ykx

 

（2）设 P（x,y）则 2

22 1
||

1
|| d

k
ykx

k
ykx

=
+

+

+

−  

由（1）得 222))((|||| yxkykxykxykxykx −=+−=+−  

于是 P（x,y）点的轨迹方程是 )1( 22222 +=− kdyxk  

（3）设 ),( 111 yxM ),( 222 yxM ),( 333 yxM ， ),( 444 yxM  

要证三角形 OM1M2的重心与三角形 OM3M4的重心重合, 

只要证 4321 xxxx +=+ ， 4321 yyyy +=+  

设 l的方程为： nmxy += 与 )1( 22222 +=− kdyxk 联立消 y得 

0)1(2)( 222222 =+−+−− kdnmnxxmk ,故 2221
2

mk
mnxx
−

=+ ，  

直线 21 ll或 的合起来的方程是 0222 =− yxk 与 nmxy += 联立消 y得 

0-2)( 2222 =−− nmnxxmk  

故 22

2
mk

mn
−

= ，于是 4321 xxxx +=+  

nxxmyynxxmyy 2)(,2)( 43432121 ++=+++=+  

于是 4321 yyyy +=+ ，于是当 l的斜率存在时命题成立 

当 l的斜率不存在时，易证命题成立 

x

y
1l2l
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834、椭圆 )0,0,0(12

2

2

2

≥≥>>=+ yxba
b
y

a
x ,P 为椭圆上在第一象限的点,求过 P

的切线与坐标轴所围成的三角型的面积的最小值. 

解： )0,0,0(12

2

2

2

≥≥>>=+ yxba
b
y

a
x  

设过 ),( 00 yxP 的切线 12
0

2
0 =+

b
yy

a
xx  

则横截距为
0

2

x
a
，纵截距为

0

2

y
b  

于是三角形面积
0

2

0

2

2
1

y
b

x
aS ••= = abab

b
b

a
a

≥=••=
θθθ 2sinsincos2

1 22

 

849、双曲线 2 2 1x y− = 上一动点 Q引直线 l：x+y=2的垂线，垂足为 N，求线段
QN中点 P的轨迹方程。(解几) 
解：设 ),( 00 yxM 是双曲线上任意一点， ),( yxN 则 

12
0

2
0 =− yx （1） 2=+ yx （2） 00 xxyy −=− （3） 

由（2）（3）解得
2

2 00 yxx −+
= ，

2
2 00 yxy +−

=  

设 ),( nmP ，则
4

32
2

2
2

00
0

00
yxxyx

m −+
=

+
−+

= （4） 

4
32

2
2

2
00

0
00

yxy
yx

n
+−

=
+

+−

= （5） 

由（4）（5）解得
2

23
0

−+
=

nmx ，
2

23
0

−+
=

nmy  

代入（1）得 1))(1(2 =−−+ nmnm ，于是所求轨迹方程是 1))(1(2 =−−+ yxyx  
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850、抛物线 2 2y x= 上有两点 A,B，且 1tan −=∠AOB ，直线 AB交 x轴于(m,0). 

求 m的取值范围。(解几) 

解：设直线 AB: mnyx += ， ),( 11 yxA ， ),( 22 yxB  

因 1tan −=∠AOB ， °=∠ 135AOB 故 A， B两点，一点在第一象限，一点在第四

象限，不妨设 01 >y ， 02 <y  

因为 1
2

1 2xy = ， 2
2

2 2xy = ，所以
11

1 2
yx

ykOA == ，
22

2 2
yx

ykOB ==  

故 1
4

)(2
221

22

21

12

21

21 −=
+

−
=

•+

−

yy
yy

yy

yy
， 4)(2 2121 +=− yyyy （1） 

联立 mnyx += 与 xy 22 = 消 x得 0222 =−− mnyy  
故 nyy 221 =+ ， myy 221 −= （2） 
由 01 >y ， 02 <y 得， 02 <− m ，故 0>m （3） 

mnyyyyyy 844)()( 2
21

2
21

2
21 +=−+=−  

于是 mnyy 22 2
21 +=− （4） 

把（2）（4）代入（1）得 mmn 2424 2 −=+ ， mmn −=+ 222 2  

于是




≥+−=

≥−

04124
02
22 mmn

m
解得 246 −≤m （5） 

由（3）（5）得 m的范围是 2460 −≤< m  
综上所述 

864、过椭圆
2 2

2 2 1 0
x y a b
a b

( )+ = > > 的一个焦点 F做弦 AB，若 AF=d1，BF=d2，则

21

11
dd

+ 的数值为多少，怎么算啊？ 

解：如图 
1|| dAF = ， 2|| dBF =  

e
dAA 1

1 || = ，
e

dBB 2
1 || = ，

c
bFF

2

1 =  

因为 AFE∆ ∽ FGB∆  

所以
||
||

||
||

GF
AE

BF
AF

= 故 

e
d

c
b

c
b

e
d

d
d

2
2

2
1

2

1

−

−
= ，

e
dddd

c
b 21

21

2 2
)( =+ ， 

22
21

211
b

a
b
c

c
a

dd
=•=+  

xO

y

F1 G

E

B1

A1

l

F

B

A
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865、(圆锥曲线) 

已知抛物线抛物线 xy 42 −= 的焦点为 F，其准线与 x轴交于点 M，过点 M 作斜

率为 k的直线 l交抛物线于 A、B两点，弦 AB的中点为 P，AB的垂直平分线与
x轴交于点 E（x0, 0）。 
（1）求 k的取值范围; 
（2）求证：x0<3 ; 
(3)△PEF能否成为以 EF为底的等腰三角形？若能，求出 k的值，若不能，请说
明理由 

解：由题设有 )0,1(),0,1( MF − （1） 

设 0)2(2
4

)1(
),1(: 2222

2 =+−−




−=

−=
−= kxkxk

xy
xky

xkyl 得由  

 令 11016164)2(4 2422 <<−>+−=−−=∆ kkkk 得  

故 11 <<− k 且 0≠k  

 （2）设 AB中点为
k

xky
k

kxxxyxP PPPP
2)1(,2

2
),,( 2

2
21 −=−=

−
=

+
=则  

 ∴AB的垂直平分线的方程为 )2(12
2

2

k
kx

kk
y −

−−=+  

 令 3221210 02
2

20 −<∴−<−∴<−−== x
k

k
k

xy Q得  

 （3） ),.0,21(),0,1( 2k
EF −−−Q  

则 的横坐标＝的中点QFE
2

211 2k
−−−

 

要使 PEF∆ 是以 EF为底的等腰三角形. 

只要 轴xPQ ⊥ ，因 )2,21( 2 kk
P −−  

 

)1,1(
2
2,

2
1

2

21121

2

2

2

−∈±==∴

−−−
=−∴

kk

k
k

则

 

 ∴△PEF能构成以 EF为底的等腰三角形，此时
2
2

±=k  

 

xQE

B

O

y

P

l

A

F M
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866、(圆锥曲线) 
设抛物线 C1：y=x2-2x+2与抛物线 C2:y=-x2+ax+b在它们的一个交点处的切线互
相垂直. 
(1)求 a、b之间的关系,(2)若 a＞0,b＞0,求 ab最大值 

解：（1）设公共切点 ),( 00 yx ，则 

因切线互相垂直. 

故 1)2)(22( 00 −=+−− axx 即 0
2

12)2(2 0
2

0 =
−

++−
axax  

因 ),( 00 yx 是交点 

则 baxxxx ++−=+− 0
2

0
2

0 22 即 02)2(2 0
2

0 =−++− bxax  

相减得 02
2

12
=+−

− ba
，

2
5

=+ ba  

（2）因 a＞0,b＞0 

故
16
25)

4
5()

2
( 22 ==

+
≤

baab  

当且仅当
4
5

== ba 时上式取等号 

于是当
4
5

== ba 时，ab最大值=
16
25  
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868、已知 A(a,p),B(b,q),C(c,r)是平面直角坐标系中的三个点,A、B、C不共线,求
△ABC的内心坐标表示. 

解： ),( pqabAB −−= ， ),( pracAC −−=  

故 A∠ 的平分线上的一个方向量是 

2222 )()(
),(

)()(
),(

|||| prac
prac

pqab
pqab

AC
AC

AB
AB

−+−

−−
+

−+−

−−
=+ = 

22222222 )()()()(
,

)()()()(
(

prac
pr

pqab
pq

prac
ac

pqab
ab

−+−

−
+

−+−

−

−+−

−
+

−+−

−

于是 A∠ 的平分线的斜率是 

2222

2222

1

)()()()(

)()()()(

prac

ac

pqab

ab
prac

pr
pqab

pq

k

−+−

−
+

−+−

−
−+−

−
+

−+−

−

=  

故 A∠ 的平分线方程是 )(1 axkpy −=− （1） 

同理 B∠ 的平分线方程是 )(2 bxkqy −=− （2） 

这里

2222

2222

2

)()()()(

)()()()(

prbc
bc

pqab
ba

qrbc

qr

pqab

qp

k

−+−

−
+

−+−

−
−+−

−
+

−+−

−

=  

联立（1）（2）解得 

内心 ,(
21

21

kk
qbkpak

−
+−− )

21

1212
2

1

kk
qkkbkpkak

−
+−−  

885、M是椭圆 1
64100

22

=+
yx

上一点， 1F、 2F 是椭圆的两个焦点，I 是 ABC∆ 的内

心，延长MI，交线段 21FF 于点 N，则 =
||
||

IN
MI __________ 

解：
c
a

c
a

NFNF
MFMF

NF
MF

NF
MF

IN
MI

==
+
+

===
2
2

||||
||||

||
||

||
||

||
||

21

21

2

2

1

1  
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887、(圆锥曲线) (高考不要求) 

点 P在双曲线 )0,0(12

2

2

2

>>=− ba
b
x

a
y

上， 21, FF 是两焦点，求
||

|||| 21

OP
PFPF +

的范围 

解：由对称性不妨设 P(x,y)在右支， θsecax = ， θtanby = ， )
2

,
2

( ππ
θ −∈ ) 

则
θθ 222222

22

21

tansec
2)()(

||
||||

ba
ex

yx
c

axe
c

axe

OP
PFPF

+
=

+

−++
=

+
 

θ
θ

θ

θ
222222 sin

2

cos
sin

sec2
ba

c
ba

c
+

=
+

=  

因 )
2

,
2

( ππ
θ −∈ 故 )1,0[sin 2 ∈θ ，于是 ∈

+
||

|||| 21

OP
PFPF

]2,2(
2a

c
c
c

＝ ]2,2(
a
c  

890、(圆锥曲线) (高考不要求) 

双曲线 )0(12
2

>=− ny
n
x

的两个焦点 21，FF ，点 P在双曲线上，且满足关系

22|||| 21 +=+ nPFPF ，则 21FPF∆ 的面积为(     ) 

A、1  B、
2
1   C、2  D、4   

解：不妨设 ),( yxP （ 0.0 >> yx ） 

      22122)()(||||
22

21 +=
+

==−++=+ nx
n

nex
c

axe
c

axePFPF   

n
nnx 22 +

= ，
1

11
2

2

+
=−=

nn
xy ，故 12

2
1

=••= ycS  
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900、(圆锥曲线) (知识介绍) (高考不要求) 

问：直线 0
222

00
0

00
0 =+

+
•+

+
•++

+
•+ FyyExxDyCyyyxxBxAxl： 与 

二次曲线 022 =+++++ FEyDxCyBxyAxC： 有什么关系？ 
讲解 

1、割线与切线 
（1）割线 
设 A ),( 11 yx ，B ),( 22 yx 是曲线C上的两个不同的点，则直线 AB叫做曲线C

的割线，这时我们说直线 AB与曲线C的相交 
用两点式很容易求一求出割线 AB的方程 

（2）切线 
设点 P ),( 00 yx 和点 Q ),( 00 yyxx ∆+∆+ 在曲线 C上，当 Q点无限地趋近于 P

点时，割线 PQ的极限位置，就叫做点 P ),( 00 yx 曲线 C的切线，因此切线的斜率

x
yk

x ∆
∆

=
→∆ 0

lim ，切线方程是： )( 00 xxkyy −=−  

例 1、求过 P ),( 00 yx 曲线C的切线 
由于 ),( 00 yx 和 ),( 00 yyxx ∆∆+ 都在曲线 C上，于是有 

0)()()())(()( 00
2

000
2

0 =+∆++∆++∆++∆+∆++∆+ FyyExxDyyCyyxxBxxA

000
2

000
2

0 =+++++ FEyDxCyyBxAx  
相减得 

0)2()()2( 0000 =∆+∆+∆∆++∆∆+∆+∆+∆∆+ yExDyyyCyxxyyxBxxxA  

0)2()()2( 0000 =
∆
∆

++
∆
∆

∆++∆++
∆
∆

•+∆+
x
yED

x
yyyCyy

x
yxBxxA    ① 

因为当 0→∆x 时， 0→∆y  
在①的两边令 0→∆x 得 

02)(2 0000 =+++++ EkDkCyykxBAx  

)2()2( 0000 DByAxkECyBx ++−=++ ，
ECyBx
DByAxk

++
++

−=
00

00

2
2  

)(
2

2
0

00

00
0 xx

ECyBx
DByAxyy −

++
++

−=−  

)(
2

2
0

00

00
0 xx

ECyBx
DByAxyy −

++
++

−=−  

整理得， 
EyDxyCyyyxxBxAx +++++ 0000 2)(2  

00
2

000
2

0 222 EyDxCyyBxAx ++++=  
FyyExxDyCyyyxxBxAx 2)()(2)(2 000000 ++++++++  

= 0222222 00
2

000
2

0 =+++++ FEyDxCyyBxAx  

即 0
222

00
0

00
0 =+

+
•+

+
•++

+
•+ FyyExxDyCyyyxxBxAxl：  

这就是过 P ),( 00 yx 曲线C的切线方程 
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2、二次曲线 C的切点弦所在的直线方程 
例 2、过 P ),( 00 yx 作二次曲线 022 =+++++ FEyDxCyBxyAxC： 的两条

切线，切点分别为M、N，求直线MN的方程。 
解：设切点M ),( 11 yx ，N ),( 22 yx ，则过M、N曲线C的切线方程分别是 

0
222

11
1

11
1 =+

+
•+

+
•++

+
•+ FyyExxDyCyyyxxBxAx

0
222

22
2

22
2 =+

+
•+

+
•++

+
•+ FyyExxDyCyyyxxBxAx  

因为 P ),( 00 yx 在这两条切线上，所以 

0
222

1010
10

0101
01 =+

+
•+

+
•++

+
•+ FyyExxDyCyyyxxBxAx  

0
222

2020
20

0202
02 =+

+
•+

+
•++

+
•+ FyyExxDyCyyyxxBxAx  

于是可知M ),( 11 yx ，N ),( 22 yx 两点都在直线 

0
222

00
0

00
0 =+

+
•+

+
•++

+
•+ FyyExxDyCyyyxxBxAxl： 上 

因此直线MN的方程是： 

0
222

00
0

00
0 =+

+
•+

+
•++

+
•+ FyyExxDyCyyyxxBxAx  

3、二次曲线 C的极线 
例：设 P ),( 00 yx 是平面上的任意一点，过 P点的直线与曲线 

022 =+++++ FEyDxCyBxyAxC： 相交于两点 M、N，求过 M、N 曲线C的
切线的交点Q的轨迹方程 
解：设 ),( βαQ 则， ),( βαQ 点的切点弦所在的直线方程是 

0
222

=+
+

•+
+

•++
+

•+ FyExDyCyxBxAMN βα
β

βα
α：  

因为 P ),( 00 yx 点在直线MN上，所以 

0
222

00
0

00
0 =+

+
•+

+
•++

+
•+ FyExDyCyxBxA βα

β
βα

α  

把 ),( βαQ 改写成 ),( yxQ ，得 ),( yxQ 的轨迹方程是 

0
222

00
0

00
0 =+

+
•+

+
•++

+
•+ FyyExxDyCyyyxxBxAx  

这条直线叫做点 P ),( 00 yx 关于二次曲线 C的极线，P点叫做这条极线的极。 
以曲线C为椭圆为例，说明一下极线的情况 
当点 P ),( 00 yx 在椭圆上时，点 P关于曲线 C的极线就是过 P点的切线 
当点 P ),( 00 yx 在椭圆外时，点 P关于曲线 C的极线就是切点弦所在的直线 
当点 P ),( 00 yx 在椭圆内但不是中心时，点 P关于曲线 C的极线是椭圆外的一条
直线 
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901、问题：“联立法”与“点差法”是否等价，试以下面一题说明之 
已知 122 =+ nymxC： ， 0>m ， 0>n ，直线 xyl −= 1： ，若C与 l交于 P、

Q两点， OQOP ⊥ ，求证： 常数=+ nm  
证法 1（联立法）设 P ),( 11 yx ，Q ),( 22 yx  





=+

−=

1
1

22 nymx
xy

 

消 y得 012)( 2 =−+−+ nnxxnm ，于是，
nm

nxx
+
−

=
1

21  

消 x得 012)( 2 =−+−+ mmxynm ，于是，
nm

myy
+
−

=
1

21  

因为 OQOP ⊥ ，所以 02121 =+ yyxx  

于是 011
=

+
−

+
+
−

nm
m

nm
n

，所以 2=+ nm  

证法 2（代点法）设 P ),( 11 yx ，Q ),( 22 yx  
12

1
2

1 =+ nymx ①， 12
2

2
2 =+ nymx ② 

由①-②得 0)()(
21

21
2121 =

−
−

+++
xx
yyyynxxm  

因为 )(2 2121 xxyy +−=+ ， 1
21

21 −=
−
−

xx
yy

 

于是 0)](2[)( 2121 =+−−+ xxnxxm  

解得
nm

nxx
+

=+
2

21    ③    
nm

mxxyy
+

=+−=+
2)(2 2121    ④ 

因为 21212121 )(1)1)(1( xxxxxxyy ++−=−−=  

所以
nm
mn

nm
nxxyyxx

+
−

=−
+

=−+=− 121212121  

即
nm
mnyyxx

+
−

=− 2121    ⑤  因为 OQOP ⊥ ，所以 02121 =+ yyxx   ⑥ 

由⑤⑥得
)(221 nm

mnxx
+

−
=  ⑦，

)(221 nm
nmyy

+
−

= ⑧ 

由①+②得 2)()( 2
2

2
1

2
2

2
1 =+++ yynxxm  

于是 2]2)[(]2)[( 21
2

2121
2

21 =−++−+ yyyynxxxxm ⑨ 

把③④⑦⑧代入⑨得 

2
)(

)3(
)(

)3(
2

22

2

22

=
+

+
+

+
+

nm
nmn

nm
mnm

， 2
)(
)(

2

3

=
+
+

nm
nm

，故 2=+ nm  

从这题的两个解法可知“联立法”与“代点法”是等价的方法。代点相减即“点

差法”仅仅是“代点法”的一种变形技巧，单纯的这种变形技巧与“联立法”当

然不是等价的。联立法可用判别是判定有没有相交，而点差法是假设了有两个交

点，从这个角度看这两种方法也有差别。 
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902、(圆锥曲线) (高考不要求) 

求双曲线
x

y 1
= 的焦点坐标 

解 1：联立






=

=

xy
x

y 1
解得 )1,1(A  

于是 2|| == OAa , 2|| == ABb  

222 =+= bac  

故 )2,2(1 −−F , )2,2(2F  

解 2：把坐标轴逆时针旋转 °45 得新坐标系 

yOx ′′ 则，




°′+°′=
°′−°′=

45cos45sin
45sin45cos

yxy
yxx

 

即










′+′=

′−′=

yxy

yxx

2
2

2
2

2
2

2
2

代入
x

y 1
= 得 

1)
2
2()

2
2( 22 =′−′ yx  

于是于是 2|| == OAa , 2|| == ABb  

222 =+= bac  

在 yOx ′′ 系中焦点坐标是 0,2 =′±=′ yx  

在 yOx ′′ 系中焦点坐标是










±=′+′=

±=′−′=

2
2
2

2
2

2
2
2

2
2

yxy

yxx
  

解 3：对曲线上的点 P(x,y) 绕原点顺时针旋转 °45 得 ),( yxP ′′′ 。 

就是 ),( yxP ′′′ 绕原点逆时针旋转 °45 得 





°′+°′=
°′−°′=

45cos45sin
45sin45cos

yxy
yxx

代入
x

y 1
= 得， 1)

2
2()

2
2( 22 =′−′ yx 以下同解 2 

 

F2

F1

B

Ab

a
O

y

x

y/ x/

x

y

O
a

b A

B

F1

F2

O

y

x
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904、(圆锥曲线) (高考不要求) 

过椭圆 C： )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

外一点 A(m，0)作一直线 l交椭圆 C于 P、

Q两点，又 Q关于 x轴对称点为 Q1，连结 PQ1，交 x轴于点 B 

求证：点 B为一定点 )0,(
2

m
a

， 

证明： )0(12

2
1

2

2
1 >>=+ ba

b
y

a
x

 

设 )sin,cos( 11 θθ baP ， )sin,cos( 22 θθ baQ ， )0,(nB  
则 ))sin(),cos(( 22 θθ −− baQ  

由 A、P、Q三点共线得
ma

b
ma

b
−

=
− 2

2

1

1

cos
sin

cos
sin

θ
θ

θ
θ  

于是

2
cos

2
cos

2
sin

2
cos2

2
sin

2
cos2

sinsin
)sin(

12

12

1212

1212

12

12

θθ

θθ

θθθθ

θθθθ

θθ
θθ

+

−

=
−+

−−

=
−

−
=

aaam  

同理

2
cos

2
cos

2
cos

2
cos

12

12

12

12

θθ

θθ

θθ

θθ

−

+

=
+−

−−

=
aa

n ，故 2amn = ，
m
an

2

= ，证毕 

918、(圆锥曲线) 
椭圆中心是原点 O，它的短轴长为 22 ，相应于焦点 F（c,0）（c>0）的准

线 l与 x轴相交于点 A，|OF|=2|FA|，过点 A的直线与椭圆相交于 P、Q两点。 
（1）求椭圆的方程及离心率； 
（2）若 0OP OQ =

uuur uuur
g ，求直线 PQ的方程； 

（3）若 AQAP λ= （λ>1），过点 P且平行于准线 l的直线与椭圆相交于另一点

M，证明向量 FQFM λ−=   
(3)证明:点 P'、Q'、M'分别是点 P、Q、M在准线上的射影点， 
点 Q''是 Q在 x轴上的射影点，点 F'是 F在MM'上的射影点 
，N为 PM与 x轴的交点 
∵A、Q、P三点共线且 AQAP λ=  

∴ λ=
||
||

AQ
AP   ∴ λ==

′
||
||

||
||

AQ
AP

QQ
PP   

∵|PP'|=|MM'|  ∴ λ=
′
||
||

QQ
MM  

∵
||
||

||
||

MM
FM

QQ
FQe

′
==   ∴ λ=

′
=

||
||

||
||

QQ
MM

FQ
FM

① 

 

 
λ
1

||
||

||
||

||
||

=
′′

=
′′

=
′′

AP
QA

PN
QF

MN
QF  

∴∆FQQ''∽∆FMN     ∴∠QFQ''=∠MFN    ∴M、F、Q三点共线 
结合①式得向量 FQFM λ−= ，得证 

B

Q1

Q

A

P

O

x

y

x

y

N

M /

Q/

P/

Q //

l

F A

P

Q

M

O
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929、(圆锥曲线) (高考不要求) 
设点 )0,3(−A ， )0,3(B 是给定的两定点,一动点 D满足|DA|+|DB|=4. 

(1)求动点 D的轨迹 C的方程; 
(2)设N1(-1,0),N2(1,0),M(3,0),点 P是轨迹C上的一动点,直线 PM与轨迹 C的另一
交点为 Q,求直线 PN1和 QN2交点 R的轨迹方程 
解：（1）因为|DA|+|DB|=4. 

所以动点 D的轨迹是以 BA, 为焦点的椭圆 

因 2=a ， 3=c 故 42 =a ， 1222 =−= cab  

C的方程是 1
4

2
2

=+ yx
① 

（2）设 )sin,cos2( 11 θθP ， )sin,cos2( 22 θθQ ， ),( yxR ， 1
1

2
tan t=

θ  2
2

2
tan t=

θ  

由 R、P、N1三点共线得 2
1

1

1

1

3
2

1cos2
sin

1 t
t

x
y

−
=

+
=

+ θ
θ

① 

由 R、P、N2三点共线得 2
2

2

2

2

3
2

1cos2
sin

1 t
t

x
y

−
=

−
=

− θ
θ

② 

由 P、Q、M三点共线得
3cos2

sin
3cos2

sin

2

2

1

1

−
=

− θ
θ

θ
θ

③ 

由③得 2
2

2
2

1

1

5151 t
t

t
t

+
=

+
， 0)15)(( 2112 =−− tttt ，因 12 tt ≠ 故

5
1

21 =tt  

把
1

2 5
1
t

t = 代入②得
325

10
1 2

1

1

−
=

− t
t

x
y

④ 

由①④得
)23(5
)23(32

1 +
−

=
x
xt    ⑤，故

)23(15
232

2 −
+

=
x

xt     ⑥ 

把⑤代入①得
18

)23(5 1 +
=

xty       把⑥代入②得
6

)23(5 2 −
=

xty  

两式相乘得
618

)49(5
618

)49(25 22
212

×
−

=
×

−
=

xxtty  

整理得 1

27
5

9
4

22

=−
yx

为所求的轨迹方程 

R
N2

P

N1 M

Q

y

xO
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解 2：设 )sin,cos( 11 θθ baP ， )sin,cos( 22 θθ baQ ， ),( yxR ， 1
1

2
tan t=

θ
 2

2

2
tan t=

θ
 

由 R、P、N1三点共线得 2
1

1

1

1

3
2

cos
sin

t
t

mamx
y

−
=

+
=

+ θ
θ

① 

由 R、P、N2三点共线得 2
2

2

2

2

3
2

1cos2
sin

1 t
t

x
y

−
=

−
=

− θ
θ

② 

由 P、Q、M三点共线得
3cos2

sin
3cos2

sin

2

2

1

1

−
=

− θ
θ

θ
θ

③ 

由③得 2
2

2
2

1

1

5151 t
t

t
t

+
=

+
， 0)15)(( 2112 =−− tttt ，因 12 tt ≠ 故

5
1

21 =tt  

把
1

2 5
1
t

t = 代入②得    
325

10
1 2

1

1

−
=

− t
t

x
y

④ 

由①④得
)23(5
)23(32

1 +
−

=
x
xt    ⑤，故

)23(15
232

2 −
+

=
x

xt     ⑥ 

把⑤代入①得
18

)23(5 1 +
=

xty       把⑥代入②得
6

)23(5 2 −
=

xty  

两式相乘得
618

)49(5
618

)49(25 22
212

×
−

=
×

−
=

xxtty  

整理得 1

27
5

9
4

22

=−
yx

为所求的轨迹方程 

930、(圆锥曲线) (高考不要求) 
请问各位，如何用高中的知识来求椭圆的面积？谢谢！ 

解：设椭圆方程为 

)0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x  

圆方程为 222 ayx =+  
设图中 C、D的坐标分别为 

),( Cyx 、 ),( Eyx  
22 xa

a
byC −= ， 22 xayE −=  

我们来算一算两个小矩形的面积比 

a
b

xa

xa
a
b

y
y

S
S

E

C

ABEF

ABCD =
−

−
==

22

22

矩形

矩形  

矩形再小都是这个比 

于是
a
b

S
S

=
圆

椭圆 ， aba
a
bS

a
bS ππ =•= 2＝圆椭圆  

 

x

y

F E

D C

BA
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933、(圆锥曲线) 

椭圆 C的中心在原点，焦点在 X轴上，e=
2
2
，过点（2， 2） 

(1)C的方程 

(2)过点 P（4。0）做直线 L交 C于 A，B点，Q在线段 AB上，且
QB
AQ

PB
AP

−= ,

求 Q的轨迹方程和取值范围。 

解：（1）设 C： )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

则 

cba 22 == ，于是 )0(1
2 2

2

2

2

>>=+ ba
b
y

b
x  

)0(22 222 >>=+ babyx 过（2， 2）点，于是 228 b= ， 42 =b  

C的方程是 1
48

22

=+
yx  

（2）




=
+=

θ
θ

sin
cos4

ty
tx

设直线方程为 ，  

A，B、Q的坐标分别为




=
+=

θ
θ

sin
cos4

12

11

ty
tx

，




=
+=

θ
θ

sin
cos4

22

22

ty
tx

，




=
+=

θ
θ

sin
cos4

33

33

ty
tx

① 

因
QB
AQ

PB
AP

−= 故，
32

13

2

1

0
0

tt
tt

t
t

−
−

−=
−
−

， )()( 132321 tttttt −=−  

于是 )(2 21321 ttttt += ② 

代入把




=
+=

θ
θ

sin
cos4

ty
tx

82 22 =+ yx 得 

08)cos8()sin1( 22 =+++ tt θθ  

θ
θ
221 sin1

cos8
+

−=+ tt ，
θ221 sin1

8
+

=tt 代入②得 

θ
θ

θ 2
3

2 sin1
cos8

sin1
16

+
•

−=
+

t
，

θcos
2

3 −=t 代入① 

于是




−=
−=

θtan2
24

3

3

y
x

，




−=
=

θtan2
2

3

3

y
x

 

0)sin1(32)cos8( 22 >+− θθ ， 0sin1cos2 22 >−− θθ  

0sin2cos 22 >− θθ ，
2
1tan 2 <θ ，

2
2tan

2
2

<<− θ ， 22 3 <<− y  

因所求的方程是 2=x )22( <<− y  
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934、(圆锥曲线) (高考不要求) 
设 P是双曲线 1=xy 上的任意一点，P′是 P关于原点的对称点，证明以 P为

圆心， || PP ′ 半径的圆与双曲线的另三个交点 A、B、C 正好是正三角形的三个
顶点 

证明：设 )1,(
0

0 x
xP ，则圆的方程为 )1(4)1()( 2

0

2
0

2

0

2
0 x

x
x

yxx +=−+−  

与 1=xy 联立消去 y得 

)1(4)11()( 2
0

2
0

2

0

2
0 x

x
xx

xx +=−+−  

2
0

2
0

0
20

2 33212
x

x
xxx

xxx +=−+−  

0)11(211
2

0

2
0

0
02

0
2

2
0

2 =+++−−+−
x

x
xx

xx
xx

xx  

0)]1(2))[(( 2
0

022
0

0
00 =+−

−
+−+

xx
x

xx
xxxxxx  

0)33)(( 0
23

0
32

00 =+−−+ xxxxxxxx  

设另三个交点为 ),( 11 yxA ， 2 2B x y( , )， ),( 33 yxC  

则 321 ,, xxx 是方程 033 0
23

0
32

0 =+−− xxxxxx 的三个根于是 

02
0

3
0

321 3
3 x
x
xxxx ==++ ，即

3
321

0
xxxx ++

= ，同理可证
3

321
0

yyyy ++
=  

因此 ABC∆ 的重心与外心重合，所以 ABC∆ 是等边三角形 

948、(圆锥曲线) 
双曲线经过原点,一个焦点是(4,0),实轴长为 2,求双曲线中心的轨迹方程. 

 
 
 

 
 
 
 
 

解：两个焦点分别是 21 ),0,4( FF ,则双曲线中心 ),( yxM 是线段 21FF 的中点， 

因O在双曲线上，于是 2|||| 12 ±=− OFOF , 24|| 2 ±=OF  

当 2|| 2 =OF 时，取 1OF 的中点N 连MN ,则 1||
2
1|| 2 == OFMN  

于是M 点的轨迹方程是(x-2)2+y2=1 

当 6|| 2 =OF 时，取 1OF 的中点N 连MN ,则 3||
2
1|| 2 == OFMN  

于是M 点的轨迹方程是(x-2)2+y2=9 
综上，所求的轨迹方程是(x-2)2+y2=1和(x-2)2+y2=9 

O

y

x

P

P′

A

B

C

F1

F2

O x

y

M

N
N

M

y

xO

F2

F1
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1124、把曲线
2 2

1 1
4
x yC

k
: − = 按向量a 1 2( , )=

r
平移后得到曲线 2C ，曲线 2C 有一条

准线方程为 x＝5，则 k的值为_____________，离心率 e为______________。 
解：平移后准线为 x＝5，故 1C 的准线为 4x = ，于是 

(1)当 0k > 时，
4

4 3
4

k
k

,= = −
+

舍去  (2) 当 0k < 时，
4

4 3
4

k
k

,= = −
+

  

综上， 3k = − ，
4 1
2 2

ke +
= =  

118、直线 2sincos =+ αα yx )1800( ≤≤ α 与曲线 63 22 =+ yx 有公共点，求则α

的范围是_______ 
解 1：设公共点为（x,y）,则 θcos6=x ， θsin2=y  
于是 2sinsin2coscos6 =+ αθαθ  

因此 2)cos(sin2cos6 22 =−+ ϕθαα  

于是 22cos4 2 ≥+α ，解得 °≤≤ 450 α 或 °≤≤° 180135 α  
解 2： 1243)sin3cos3()sincos3)(3( 22222 =×=+≥++ αααα yxyx  
于是 12)sincos3(6 22 ≥+ αα ， 21cos2 2 ≥+α  
1130、(圆锥曲线) 
已知曲线 1x y+ = ,给出下列四个命题 

①曲线 C与两坐标轴围成的图形面积不大于 1
2

       

②曲线 C上的点到原点的距离的最小值为 2
4

 

③曲线 C关于点( 1
4

, 1
4

)中心对称 

④当 x≠0,1时,曲线 C上所有点处的切线斜率为负值 
正确的是_________. 
主要是 1x y+ = 不懂 

提示：以 x+y=1( 10 ≤≤ x , 10 ≤≤ y )为标准去研究 1=+ yx 的图象 
也需要借助一些代数方法 

1135、A、B 在双曲线 1
54

22

=−
yx

右支上的两点，若弦的中点到轴距离最为 4，

则 || AB 的最大值是_______ 

解：设解：设弦 AB的中点 N ),4( 0y  ， 2=a ，
2
3

=e  

1 1
2

1

| | | | | | (| | | |)

2 | | 2 (4 ) 8 2 8

AB AF BF e AA BB
ae NN e e a
c

≤ + = +

= • = − = − =
 

当且仅当 AB过焦点时等号成立 

于是 8|| =最大AB ，  

B1

N1N2

A1

N

y

F
B

A

x
O
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1180、如图，椭圆 )0(12

2

2

2

>>=+ ba
b
y

a
x

的右准线 l与 x轴交于点 A，椭圆的上顶

点为 B，过椭圆的右焦点 F 作垂直于 x轴的直线与椭圆交于点 P，若点 D 满足

FD DP=
uuur uuur

， 0AB AD( )λ λ= ≠
uuur uuur

 

(1)求椭圆的离心率(2)若椭圆的长轴长为 4，Q 是右准线上异于 A 的任意一点，

1QA ， 2QA 分别与椭圆交于M，N。证明：MN过与 x轴交于定点 

解：(1)
2

0
aA
c

( , ) , 0B b( , )， 

因 PF x⊥ 轴，故
2bP c

a
( , )  

因 FD DP=
uuur uuur

，故 D为 PF中点，
2

2
bD c
a

( , )  

因 0AB AD( )λ λ= ≠
uuur uuur

故 AB AD/ /
uuur uuur

 

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2
3 3

2
2 2 2 2

a a b b bAB b AD c
c c a c a

a b b c a b bb a b e
c a c a b b

( , ), ( , ) ( , )

( )

= − = − = −

−
− = − ⇒ = ⇒ = = = =

uuur uuur

g g
 

（2）下面用几何法证一下一般的情况 

证明：连MF，作 MlMM ′⊥′ 于 ，交 FQ于点 P 

因 MM ′∥ 轴x ，故
||
||

||
||

11 AA
MM

FA
MP ′

=  

于是
a
c

c
aa

ca
AA
FA

MM
MP

=
+

+
=

′ 2
1

1

||
||

||
||

＝ =
||

||
MM

MF
′

 

故 |||| MPMF = ， MPFMFO ∠=∠  

作NM l N ′⊥ 于 ，交 QF的延长线于点 T 
同理可证 NTFNFT ∠=∠  
因 MM ′∥NN ，故 NTFMPF ∠=∠  

所以 NFTMFP ∠=∠ ，于是M、F、N三点共线，所以直线MN过与 x轴交于 F 
 
 
 

N'

M'

l

T

M

N

y

x
A2

A1

Q

F

P

A

D

P

AF

B

O

y

x
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1202、(圆锥曲线) (高考不要求) 

双曲线
2 2

2 2 1 0 0
x y a b
a b

( , )− = > > 过 2 3N ( , )，M 在其右准线上，左右焦点

21，FF ， OFPM 1= ，OP为 1FOM∠ 的平分线与双曲线交于 P点， 

求(1)双曲线的离心率(2) 双曲线方程 

解：因 OFPM 1= ，OP为 OMF1∠ 的平分线 

故 OMPF1 为菱形，于是 cPMPF == |||| 1  

设 PM与左准线的交点为 1M  

a
c

ac
c

c
ac

c
PM
PF

=
−

=
−

= 22

2

2
1

1

22||
||  

于是 022 222 =−−⇒=− eeacac ， 2=e  

22 4ac = ， 22 3ab =  

双曲线为 1
3 2

2

2

2

=−
a
y

a
x

， 222 33 ayx =−  

过点 )3,2(N ,于是 23312 a=− ， 32 =a ，故双曲线为 1
93

22

=−
yx  

1226、(圆锥曲线) 
设 A、B 是椭圆 λ=+ 223 yx 上的两点，点 N（1，3）是线段 AB 的中点，

线段 AB的垂直平分线与椭圆相交于 C、D两点 奎屯王新敞
新疆 

（Ⅰ）确定λ的取值范围，并求直线 AB的方程； 
（Ⅱ）试判断是否存在这样的λ，使得 A、B、C、D四点在同一个圆上？并

说明理由 奎屯
王新敞新疆 

（Ⅰ）解：点 N（1，3）是线段 AB的中点，故 N（1，3）在椭圆 λ=+ 223 yx 内

部 
于是 λ<+× 22 313 ， 12>λ  
设 A（ 11 , yx ），B（ 22 , yx ）则 λ=+ 2

1
2

13 yx ， λ=+ 2
2

2
23 yx  

相减得   0))(())((3 21212121 =−++−+ yyyyxxxx  

因 ABk
xx
yyyyxx =

−
−

=+=+
21

21
2121 ,6,2 ,故 066 =+ ABk ， 1−=ABk  

于是直线 AB的方程为 )1(3 −−=− xy ，即 04 =−+ yx  
 
 
 

M1

O F2F1

P
M

y

x
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（2）(分析：因为 CD垂直平分 AB，于是 DBCDAC ∠=∠  
若有 A、B、C、D四点在同一个圆上必有 °=∠=∠ 90DBCDAC ) 
证明：联立 04 =−+ yx 与 λ=+ 223 yx 解得 

A（ 12
2
11 −+ λ ， 12

2
13 −− λ ），B（ 12

2
11 −− λ ， 12

2
13 −+ λ ）， 

∵CD垂直平分 AB， 
∴直线 CD的方程为 y-3=x-1，即 2+= xy  
联立 2+= xy 与 λ=+ 223 yx 解得 

C（
2

31 −−− λ
，

2
33 −− λ
），D（

2
31 −+− λ
，

2
33 −+ λ
） 

∴ 






 −+−−−+−+
=

2
3123,

2
3123 λλλλCA ， 








 −−−−−−−+
=

2
3123,

2
3123 λλλλDA ， 

∴ 0
2

)3()123(
4

)3()123( 22

=
−−−−

+
−−−+

=⋅
λλλλDACA ， 

∴A在以 CD为直径的圆上 奎屯王新敞
新疆，同理可证 B点也在以 CD为直径的圆上 

∴A、B、C、D四点共圆 奎屯王新敞
新疆 

1235、(圆锥曲线) 

设双曲线
2 2

2 2 1 0 0
x y a b
a b

( , )− = > > 左右焦点 21，FF ，P为双曲线右支上任意一

点，若
2

1

2

PF
PF

| |
| |

的最小值是8a，则该双曲线离心率 e的范围是(    ) 

A、(0，2]    B、(1，3]   C、[2，3]    D、[3，+∞)     

解：设 rPF =|| 2 ，则 acr −≥  

因为 aPFPF 2|||| 21 +=  

所以 aaaa
r
ar

r
ar

PF
PF

844244)2(
||

|| 2
22

2

2
1 =+≥++=

+
=  

当且仅当 ar 2= 时上式取等号 

于是应有 aca −≥2 ， e
a
c

=≥3 ，又 1>e ，故 31 ≤< e  
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1263、(圆锥曲线) (高考不要求) 

有椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x  (a>b>0) 和右准线上的点 Q(Q的纵坐标不为 0)。 

A1,A2分别为椭圆的左右端点，直线 QA1、QA2与椭圆交于另外两点MN。 
求证：MN过定点，并求出该定点。 

证：设 F是右焦点，右准线为 l， Axl 轴＝I  

连MF，作 MlMM ′⊥′ 于 ，交 FP于点 Q 

因 MM ′∥ 轴x  

故
||
||

||
||

11 AA
MM

FA
MQ ′

=  

于是
a
c

c
aa

ca
AA
FA

MM
MQ

=
+

+
=

′ 2
1

1

||
||

||
||

＝ =
||

||
MM

MF
′

 

故 |||| MQMF = ， MQFMFQ ∠=∠  

作 NlNN ′⊥′ 于 ，交 PF的延长线于点 T 

同理可证 NTFNFT ∠=∠  

因 MM ′∥NN ，故 NTFMQF ∠=∠ ，所以 NFTMFQ ∠=∠  

于是M、F、N三点共线 
所以直线MN过与 x轴交右焦点于 F 
1377 
http://bbs.pep.com.cn/thread-285010-1-2.html 

已知点 P 是双曲线
2 2

1
8 4
x y

− = 的动点， 1 2,F F 是双曲线的两个焦点，O 是原

点，则 1 2| | | |
| |

PF PF
OP
+

的取值范围为多少？ 

解：由对称性不妨设 ),( 00 yxP 在右支上且 00 ≥x 、 00 ≥y ， θ=∠xOP  

由于渐近线方程是 xy
2
2

= ，于是
2
2tan0 <≤ θ  

则 ]6,2(
tan1
6cos6

||
2

||
||||

2

021 ∈
+

===
+

θ
θ

OP
ex

OP
PFPF  

T

Q

A2 N'N

F

M P
M'

A1

y

x
O

http://bbs.pep.com.cn/thread-285010-1-2.html
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1378 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=283841&extra=pageD2&page=2 

已知 A，B是椭圆 12

2

2

2

=+
b
y

a
x

上两动点,分别以 A，B为切点作椭圆的切线线 1l 、2l ，

当 1l 与 2l 的夹角为定值θ时，求 1l 、 2l 两直线交点 S的轨迹，并说明轨迹的形状 

解：设切线 1l 与 2l 的交点 S ),( 00 yx ，斜率分别为 1k ， 2k 则 

切线 1l 为
22

1
2

1 bkaxky +±=  于是 22
1

2
010 bkaxky +±=  

故 22
1

22
010 )( bkaxky +=− ，即 02)( 22

0100
2

1
22

0 =−+−− bykyxkax  

同理由切线 2l 得， 02)( 22
0200

2
2

22
0 =−+−− bykyxkax  

于是 1k ， 2k 是方程 02)( 22
000

222
0 =−+−− bykyxkax 的两根 

故
22

0

22
0

2122
0

00
21 ,

2
ax
bykk

ax
yxkk

−
−

=
−

=+  

（1）当 °= 90θ 时 1
22

0

22
0

21 −=
−
−

=
ax
bykk ，所求的方程为 2222 bayx +=+  

（2）于是当 °≠ 90θ 时 

2
22

0

22
0

22
0

22
02

22
0

00

2
21

21
2

212

21

212

)1(

)(4
)

2
(

)1(
4)(

|
1

|tan

ax
by

ax
by

ax
yx

kk
kkkk

kk
kk

−

−
+

−

−
−

−
=

+
−+

=
+

−
=θ  

2222
0

2
0

222
0

22
0

2

)(
44
bayx

baxbya
−−+

−+
=  

故所求的方程是 222222222222 44)(tan baxbyabayx −+=−−+θ  

容易验证当一切线斜率不存在时，交点也适合方程 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=283841&extra=pageD2&page=2
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1384 
http://bbs.pep.com.cn/thread-286761-1-2.html 

已知抛物线 2 4y x= ，A(1，2)是抛物线上一点，过点 N（5，-2)做直线交抛

物线于 B、C两点，试判断三角形 ABC的形状。 

解：设直线 BC的方程为 1)2()1( =−+− ynxm （1）， 

（1）过 N（5，-2)，于是 144 =− nm  

由抛物线 xy 42 = 化为 )11(4)22( 2 +−=+− xy  

即 )1(4)2(4)2( 2 −=−+− xyy （2） 

把 )2()1(1 −+−= ynxm 代入（2）得 

)]2()1()[1(4)]2()1()[2(4)2( 2 −+−−=−+−−+− ynxmxynxmyy （3） 

设 k
x
y

=
−
−

1
2

，（3）两边除以 2)1( −x 得， )(4)(42 nkmnkmkk +=++  

整理得， 04)44()41( 2 =−−++ mknmkn （4） 

由于 CB, 是（1）与（2）的交点，于是 CB, 的坐标适合方程（3） 

设 AB、AC的斜率分别为 21 , kk ，则 21 , kk 是（4）的两根 

故 1
4
4

41
4

21 −=
−

=
+

−
=

m
m

n
mkk ，故 ACAB ⊥ ,三角形 ABC是直角三角形 

上述解法只是想玩一玩这个题目 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

http://bbs.pep.com.cn/thread-286761-1-2.html
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1390 
http://bbs.pep.com.cn/thread-284412-1-3.html 

已知双曲线 )0,0(12

2

2

2

>>=− ba
b
y

a
x

 

及右准线上任意一点Ｃ，过右焦点Ｆ引直线ＡＢ交双曲线右支于ＡＢ两点。 
求证：直线ＣＡ，ＣＦ，ＣＢ的斜率成等差数列。 

证明:设 ),( 11 yxA , ),( 22 yxB ， ),( 0

2

y
c

aC ， )0,(cF ，直线 AB： ctyx += ， 

要证：直线ＣＡ，ＣＦ，ＣＢ的斜率成等差数列。 

只要证：

c
ac

y

c
acty

yy

c
acty

yy

c
ac

y

c
ax

yy

c
ax

yy
2

0
2

2

02
2

1

01
2

0
2

2

02
2

1

01 22
−

−
×=

−+

−
+

−+

−
⇔

−

−
×=

−

−
+

−

−
 

))((2)])(())([(

2

2
1

2
20

2
102

2
201

2

2
0

2
2

02
2

1

01

bctybctyybctyyybctyyyb
b

y
bcty
yy

bcty
yy

++−=+−++−⇔

−
=

+
−

+
+

−
⇔

 

(*)0)](2)[(

0))(()(2
0))(()22(

])([2]2)()(2[

21
2

210
2

210
22

210
2

210
22

21
22

0
2

4
21

2
21

22
0

2
021021

2
21

2

=+++⇔

=++++⇔

=++++⇔

+++−=−+−++⇔

yybyctyctyb
yyctybbyyctybct

yyctybbyytccytcb
byyctbyytcybyyyctyyybyctyb

ctyx += 与
2 2

2 2 1x y
a b

− = 联立消 x得 
2 2 2 2 2 2( )b ty c a y a b+ − =  

2 2 2 2 2 4( ) 2 0b t a y b cty b− + + =  

故 0)2()(2)(2 222

2
2

222

4

21
2

21 =
+

−+
+

=++
atb

ctbb
atb

bctyybycty  

于是(*)式成立，故原命题成立 
1398 
http://bbs.pep.com.cn/thread-287613-1-3.html 
圆椭光学性质的证明： 
设 l切椭圆于点 P，M是 l上不同于 P的任意 
一点，连M 1F交椭圆于点 A，连M 2F  
则 

||||
|||||)||(|||||||

21

212121

PFPF
AFAFMFMAAFMFMF

+=
+>++=+

 

于是 P是直线 l上到 21, FF 距离之和最小的点， 
于是从 1F出发的光线，射到直线 l上的 P点 
反射后必经过 2F 点 
 
 
 

4

2

-2

-5

l

F1

A

M

P

F2

http://bbs.pep.com.cn/thread-284412-1-3.html
http://bbs.pep.com.cn/thread-287613-1-3.html
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1399 
http://bbs.pep.com.cn/thread-287613-1-3.html 
已知圆锥曲线一个焦点 F,从圆锥曲线外一点 P,作两切线 PA,PB. 
求证: 当圆锥曲线是椭圆或抛物线时 PFBPFA ∠=∠  

当圆锥曲线是双曲线时 °=∠+∠ 180PFBPFA  
下面就椭圆的情况加以证明： 
如图，作 F关于切线 PA、PB的对称点 1F和 2F  
连 1AF 和 2BF , AF ′ 和 BF ′ （ F ′是另一个交点）， 
由光学性质可知 

FPAFAMAMF ′∠=∠=′∠  
故 FAF ′,,1 三点共线 
于是 aAFAFAFFAFF 2|||||||||| 111 =+=+′=′  
同理 aFF 2|| 2 =′ ，于是 |||| 21 FFFF ′=′  
故 1221 FFFFFF ′∠=′∠  
又因为 |||||| 21 PFPFPF ==  
故 1221 FPFFPF ∠=∠ ,所以 BPFAPF 21 ∠=∠  
因为 APFPFA 1∠=∠ , BPFPFB 2∠=∠ ,所以 PFBPFA ∠=∠  
 
同理可证圆锥曲线双曲线和抛物线的情形 
 
1401 

双曲线 2 2 2008x y− = 的左右顶点分别为 A， B 为其右支上的一点，且

7APB PAB∠ = ∠  
则 PAB∠ =_______角 

解：设 P x y( , )，则 2 2 2 2 y x ax y a x a x a y
x a y

, ( )( ) , −
− = + − = =

+
于是  

y PN x a BNPAN BPN
x a PA y PN

tan , tan−
= = ∠ = = ∠

+
, 

PAN BPN∠ = ∠ ，又 

90
9 90 10

PAN BPN APB
PAN PAN

,
,

∠ + ∠ + ∠ = °
∠ = ° ∠ = °

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

y

N

M F'

F2

F

F1

B
P

A

O

y

xBA

P

N

http://bbs.pep.com.cn/thread-287613-1-3.html
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1414 
http://bbs.pep.com.cn/thread-289236-1-1.html 

设 A是圆形纸片内不同于圆心的一个点，取圆周上一点 B，折叠纸片使点 B
与点 A重合，得到一条折痕，当点 B取遍圆周上的所有点时得到的所有折痕均
与某条曲线相切，这条曲线是一个(   ) 
    A 圆  B椭圆  C双曲线  D抛物线 
答：折痕 L是 AB的中垂线， 
设圆心为 Q,连 QB与折痕 L交于 T,由平几知识得光线从 A点出发射到 L上的 T
点反射后经过圆心 Q,于是折痕 L与以 A、Q为焦点的圆锥曲线切于 T点，由于
TB+TQ=QB,于是所求的圆锥曲线是以 A、Q为焦点的椭圆 
 
 
 
1430 
http://bbs.pep.com.cn/thread-291828-1-1.html 

若双曲线 2 2 1y x− = 与 2

1
3 2

xy x y m
x x

− − +
=

− + 有唯一的公共点，则实数m的取值集

合中元素的个数为(     ) 
A、2    B、4   C、5   D、6    

解： m
x
y

xx
yx

xx
yxxy

=
−
−

=
−−
−−

=
+−

+−−
2
1

)2)(1(
)1)(1(

23
1

2 ， 12 ≠≠ xx 且 ， 

)1(1 −=− xmy   12 ≠≠ xx 且  

当 1−=m 时， )1(1 −=− xmy 与渐近线平行唯一交点 

当 0=m 时， )1(1 −=− xmy 与双曲线线相切唯一公共点 

把 x=2代入双曲线得 5±=y ，代直线得 5±=m  

因为直线 )1(1 −=− xmy 与双曲线线有两个交点， 

所以直线 )1(1 −=− xmy （ 12 ≠≠ xx 且 ）与双曲线只有一个交点 

因此m的取值集合是 }5,5,0,1{ −−  
 

http://bbs.pep.com.cn/thread-289236-1-1.html
http://bbs.pep.com.cn/thread-291828-1-1.html

