
廖老师网上千题解答分类、二十超纲导数 

124、 =
−
−

→ 1
1lim

1 n

m

x x
x   (m和 n是自然数)(高考不要求) 

解 1： =
−
−

→ 1
1lim

1 n

m

x x
x

=

−
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−

−
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x
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−
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解 2： =
−
−

→ 1
1lim

1 n

m

x x
x

=
−
−

→ /

/

1 )1(
)1(lim n

m

x x
x =

−

−

→ 1

1

1
lim n

m

x nx
mx

n
m  

注解法 2、用到罗必塔法则，这在中学课本中没有，高考不作要求 
146、 2 1y x| ` |= − ，有极小值０,且０也是最小值，不是说 2 1y x| ` |= − 不可导吗？

而极小值是通过求导得出来的，为什么会有极小值呢？我什么地方考虑错了？ 
 (高考不要求) 
答：(1)先要弄清楚极小值的定义，在 x= 0x 的两侧的一个小区间上有 )()( 0 xfxf <  
则称 )( 0xf 为 )(xf 的极小值，不需要 )(xf 在 x= 0x 处可导。 
(2)如果一个函数在定义域上的每一个点可导可以用导数法求极小值 
(3)如果一个函数在某些点处不可导可以可以画出图形来看看，在该点两侧的一
个小区间上它是不是最小，若是则它也是极小值 
(4)极大值问题类似 
 
285、关于 x 的三次函数 y=f(x)两个极值点为 P、Q，其中 P 为原点，Q 在曲线

21 2y x x= + − 上，则曲线 y=f(x)的切线斜率的最大值的最小值为_______. 

解：设 Q（m，n） 

因 21 2y x x= + − 定义域为[0，2]，值域[1，2] 

故 m∈[0，2]，n∈[1，2] 

设 f(x)= dcxbxax +++ 23 ，则 f ′ (x)= cbxax ++ 23  

因原点是一个极值点，故 f(0)＝ f ′ (0)=0，故 0== dc  

f(x)= 23 bxax + ， f ′ (x)= )
3
2(3
a
bxax +  

故
a
bm

3
2

−= ， =n 23 bmam + ，  

3

2
m

na −= ， 2

3
m

nb = ， f ′ (x)= )(6
3 mxx

m
n

−−  

所以最大斜率 =k =•
4

6 2

3

m
m

n
m
n

2
3  



由于曲线 21 2y x x= + −   

是半圆 1)1()1( 22 =−+− yx （ 1y ≥ ） 

故半圆上的点 Q（m，n）与原点连线的斜率
m
n
的最小值是

2
1  

所以最大斜率 =k
m
n

2
3
的最小值是

4
3  

347、若 1 2 3p p ,p, 为非负实数,试证明: 

 11 p+ + 21 p+ + ≥+ 31 p 1 3211 ppp ++++ 并指出等号何时成立 

证明：设 =)(xf 11 p+ 11 2 −++ p + x+1 xpp +++− 211  

设 ( )xf x′ =
xppx +++

−
+ 2112

1
12
1  

因为 21 , pp 非负，故当 0≥x 时有 xppx +++≤+ 2111  

故 0
12

1
12
1

21

≥
+++

−
+ xppx

，故 )(xf 在[0，+ )∞ 上不减 

由于 ∈3p [0，+ )∞  

)( 3pf ≥ =)0(f 11 p+ 11 2 −++ p + 1 211 pp ++−  

= 11 p+ 21 p++ 211 pp ++−  

= )1)(1(211 2121 pppp ++++++ 01 21 >++− pp  

故原式成立，此式取不到等号 

355、当 0x ( , )∈ +∞ 时, xxy = 在何处有最小值?(高考不要求) 

解：把
xxy = 两边取对数得 xxy lnln =  

再两边对 x取导数得 1
1y x

y
ln′• = +  

故 1 xy y x x ex(ln ) ln′ = + =  

令 0xy x exln′ = = 得
e

x 1
=  

故在 xxy = 在
e

x 1
= 处取到最小值 

 
 
 



543、是否存在常数 C,使得不等式 ≤
+

+
+ yx

y
yx

x
22 yx

y
yx

xc
+

+
+

≤
22

对任意正

数 x,y恒成立？试证明你的结论(不等式) (竟赛) 

解： 设 m= =
+

+
+ yx

y
yx

x
22

x
y

x
y

x
y 212

1

+
+

+
 

=
+

+
+

=
yx

y
yx

xn
22

x
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x
y

x
y

+
+

+ 221

1  

设
x
yt = ，则

t
t

t
m

212
1

+
+

+
= ,

t
t

t
n

+
+

+
=

221
1

， 

2 2

3( 1)( 1)
(2 ) (1 2 )

t tm
t t
+ −′ =

+ +
 

在 (0,1)t ∈ 上， 0m′ < ，在 (1, )t ∈ +∞ 上， 0m′ > ，故当 1=t 时 最大＝m 2
3
， 

又因为 2 2

6( 1)(1 )
(2 ) (1 2 )

t tn
t t
+ −′ =

+ +
 

在 (0,1)t ∈ 上， 0n′ > ，在 (1, )t ∈ +∞ 上， 0n′ <  

故当 1=t 时， 最小＝n 2
3
，故存在否存在常数

2
3

c = 满足条件 

637、讨论方程 xa x = 的解的个数(方程) (函数) 

解：先研究函数 xaxf =)( 与 xy = 在何时相切 

假设 xaxf =)( 与 xy = 相切于 ),( 00 yx ，则 

0
0 0

xy a x= = …①， 0
0( ) ln 1xf x a a′ = = …②， 

①代入②得 0 ln 1x a = …③   ①两边取对数得 0 0ln lnx a x= …④ 

由③④得 ex =0 ， eea
1

=  

于是当 eea
1

= 时， xaxf =)( 与 xy = 的图象相切于点 ),( ee  

利用 xaxf =)( 的图象在 a变化时的位置关系可知下面的结论 

（1）当 eea
1

= 时，方程 xa x = 有唯一解 ex =  



（2）当 eea
1

> 时 xaxf =)( 的图象总在 xy = 的图象的上方，方程 xa x = 无解 

（3）当 eea
1

1 << 时 xaxf =)( 的图象上的点 ),( eae ，在直线 xy = 的下方，于是

xaxf =)( 的图象与直线 xy = 有两个交点，方程 xa x = 有两解。 

（4）当 10 << a 时， xaxf =)( 与直线 xy = 只有一个交点，方程 xa x = 只有一解。 

752、求证
6

1
3
1

2
1

1
1 2

2222

π
=+++++ LL

n
(欧拉公式之一) (高数) (高考不要求) 

1、因式分解定理 
先讲一讲因式分解定理 
（1）在初中我们学习了二次三项式的分解定理 

若 )0(02 ≠=++ acbxax 的两根是 21 , xx  

则 ))(( 21
2 xxxxacbxax −−=++  

若 0≠c 也可写成 ))(1(
21

2

x
xx

x
xcaxbxc −−=++ 的形式 

（2）这个定理可推广到n次多项式 

若 )0(001
1

1 ≠=++++ −
− n

n
n

n
n aaxaxaxa L 的n个根是 nxxx L,, 21 ， 

则 )())(( 2101
1

1 nn
n

n
n

n xxxxxxaaxaxaxa −−−=++++ −
− LL  

若 00 ≠a 也可写成 )1())(1(
21

0
2

210
n

n
n x

x
x
xx

x
xaxaxaxaa −−−=+++++ LL  

的形式 
2、泰勒公式 
再讲一讲按多项式展开 
（1）由无穷递缩等比数列的各项和得我们知道 

当 1|| <x 且 0≠x 时，
x

xxx n

−
=++++++

1
11 2 LL 这个式子对 0=x 也成立。 

我们把 LL ++++++ nxxx 21 叫做函数
x

xf
−

=
1

1)( 按多项式展开，准确一点叫

做按幂级数展开。也就是
x

xf
−

=
1

1)( ＝ LL ++++++ nxxx 21  

（2）再如当 1|| <x 时， 2
1253

1 x
xxxxx n

−
=+++++ − LL  

于是我们说函数 21
)(

x
xxg

−
= 的幂级数展开式是 LL +++++ −1253 nxxxx  



即 21
)(

x
xxg

−
= ＝ LL +++++ −1253 nxxxx 当然这个等式只在 1|| <x 时成立 

（3）因为多项式函数便于运算我们也更熟悉，于是数学家们就想写出更多函数
的幂级数展开式。于是就有了泰勒公式 

我们设先想 )(xf 有幂级数展开式这，即 LL ++++++= n
n xaxaxaaxf 2

210)(  

首先有 0)0( af = ， 

再对 )(xf 取导数得 LL ++++=′ −12
321 32)( n

n xnaxaxaaxf 于是 1)0( af =′  

再对 )(xf ′ 取导数得 LL +−+×+=′′ −2
32 )1(232)( n

n xannxaaxf 于是 22)0( af =′′  

再对 )(xf ′′ 取导数得 LL +−−+×+×=′′′ −3
43 )2)(1(3423)( n

n xannnxaaxf 于是

323)0( af ×=′′′  

如此做下去，可得 4
)4( 234)0( af ××= ， 5

)5( 2345)0( af ×××= ，… 

n
n annf 23)1()0()( •••−•= L ，…我们知道 123)1( nnn =•••−• L  

于是有
!

)0()(

n
fa

n

n = ，
)!1(

)0()1(

1 −
=

−

− n
fa

n

n ，…，
!2

)0(
2

fa
′′

= ，
!1

)0(
1

fa
′

= ，
!0

)0(
0

fa =  

因此， )(xf 的幂级数展开式就是 

LL ++++++= n
n xaxaxaaxf 2

210)( ＝ LL +++
′′

+
′

+ n
n

x
n

fxfxff
!

)0(
!2

)0(
!1

)0(
!0

)0( )(
2

（ 1!0 = ）这个公式就是泰勒公式的特例（麦克劳林公式） 

例如 xxf sin)( = ， L,
!3

1
!3
0cos

!3
)0(,0

!2
0sin

!2
)0(,10cos

!1
)0(,0

!0
)0(

−=−=
′′′

=−=
′′

==
′

=
ffff  

于是 LL ++−=+++−++== 535432

!5
1

!3
1

!5
10

!3
1010sin)( xxxxxxxxxxf  

3、欧拉是如何证明
6

1
4
1

3
1

2
11 2222

π
=++++++ LL

n
的？ 

证明：考察函数
x

xxf sin)( =
 

由麦克劳林公式得 L++−= 53

!5
1

!3
1

sin xxxx ，
x

xxf sin)( = = L++− 42

!5
1

!3
1

1 xx  

易知方程 0sin
=

x
x

的根是 L,3,2, πππ ±±±  由分解定理得 

=)(xf L+++ 42

!5
1

!3
11 xx

1 2

(1 )(1 ) (1 )
n

x x x
x x x

= − − −L L  



= (1 )(1 )(1 )(1 )(1 )(1 ) (1 )(1 )
2 2 3 3

x x x x x x x x
n nπ π π π π π π π

− + − + − + − +L L  

=
2 2 2 2

2 2 2 2(1 )[1 ][1 ] [1 ]
(2 ) (3 ) ( )

x x x x
nπ π π π

− − − −L L  

对照 L++− 42

!5
1

!3
1

1 xx 与 LL ]
)(

1[]
)3(

1][
)2(

1)[1( 2

2

2

2

2

2

2

2

ππππ n
xxxx

−−−−  

的 2x 项的系数得 =−
!3

1 LL 2222 )(
1

)3(
1

)2(
11

ππππ n
−−−−−  

因此
6

1
3
1

2
1

1
1 2

2222

π
=+++++ LL

n
 

770、若 4)(lim =
−
+

∞→

x

x cx
cx

，求 c  (极限，高考不要求) 

解：设 tcx =− ，则 ctx += ctcx 2+=+  
2)21(lim)2(lim)(lim +

∞→

+

∞→∞→
+=

+
=

−
+ t

t

ct

t

x

x t
c

t
ct

cx
cx  

设 u
c
t

=
2

，则 cut 2= ， 

41)11(lim])11(lim[)11(lim)21(lim 2222222 ==•=++=+=+
∞→∞→

+

∞→

+

∞→

ccc

t

cu

t

ccu

t

ct

t
ee

uuut
c  

故 4ln2 =c ， 2ln=c  
886、(高数) 

已知：函数 )(xf 存在二阶导数，并且对于任意的 Rxx ∈21, ，都有 

)]()([
2
1)

2
( 21

21 xfxfxxf +≥
+     求证：函数 0)( ≤′′ xf  

证明：令 txx −=1 ， txx +=2 （ 0>t ） 

则 )]()([
2
1)

2
( txftxftxtxf ++−≥

++−  

即 )]()([)(2 txftxfxf ++−≥  

0)]()([)]()([ ≤−−−−+ txfxfxftxf  

0)()()()(
≤

−−
−

−+
t

txfxf
t

xftxf
（1） 

由于
t

xftxf )()( −+
表示连结 ))(( xfxA ， 和 ))(( txftxB ++ ， 两点之间的线的斜

率，于是函数 )(xf 的图象在区间 )( txx +， 必有一条与 AB平行的切线，设切点



为 C ))(( pfp， ，则 )( txxp +∈ ， 且 =′ )( pf
t

xftxf )()( −+
（2） 

同理存在 )( xtxq ，−∈ 使 =′ )(qf
t

txfxf )()( −−
（3） 

把（2）（3）代入（1）得 )( pf ′ 0)( ≤′− qf （4） 

假设 0)( >′′ xf ，让 t充分的小，可使 )(xf ′ 在区间 )( txtx +− ， 是增函数， 

因为 txpqtx +<<<− ，所以 )( pf ′ )(qf ′> ， 

即 )( pf ′ 0)( >′− qf 这与（4）相矛盾 

于是假设错误，因此 0)( ≤′′ xf ，证毕 

注：“由于
t

xftxf )()( −+
表示连结 ))(( xfxA ， 和 ))(( txftxB ++ ， 两点之间的线

的斜率，于是函数 )(xf 的图象在区间 )( txx +， 必有一条与 AB平行的切线，设

切点为 C ))(( pfp， ，则 )( txxp +∈ ， 且 =′ )( pf
t

xftxf )()( −+
（2）” 

这一段话是为了能够让学生能看懂的对拉格兰日中值定理的几何表述 
950、(不等式) 

正数 a,b,c满足 abc=8，求证：
2
53

3
≥

++
+

++
cba

cba . 

证明： 633 =≥++ abccba  

设 6≥=++ tcba ，则 )(3
3

3
3

tf
t

t
cba

cba
=+=

++
+

++  

因在 [6, )t ∈ +∞ 上，
2

2 2

1 3 9( ) 0
3 3

tf t
t t

−′ = − = > ，故 )(tf 在 ),6[ +∞∈t 上递增 

于是
2
5)6()( =≥ ftf  

1012、求它的导数
xxey ln= (高考不要求) 

解：两边取对数得 xxy lnln =  

两边取导数得  1ln1
+=′• xy

y
 

于是 )1(ln)1(ln ln +=+=′ xexyy xx  

 
 



1014(1)、两个重要极限 (高考不要求) 

1、
x

x
x

sinlim
0→

=1 

证明：当
2

0 π
<< x 时， 

如图是一个半径为 1的圆，设 xPOB =∠ ， 则 
xlBPBCxAPx === 的弧长,tan,sin  

因为 的面积的面积扇形的面积 OBCOBPOBP ∆<<∆  

所以 BCOBlOBAPOB ××<××<××
2
1

2
1

2
1  

于是 BClAP << ，即 xxx tansin <<  

x
xxx

cos
sinsin << ，

xx
x

cos
1

sin
1 << ， 1sincos <<

x
xx  

因 1coslim
0

=
+→

x
x

，于是 1sinlim
0

=
+→ x

x
x

， 1sinlim
0

=
+→ x

x
x

 

1)sin(limsinlimsinlim
000

=
−

−
==

++− →−→−→ x
x

x
x

x
x

xxx
 

因此、
x

x
x

sinlim
0→

=1 

2、 e
n

n

n
=+

∞→
)11(lim , ex x

x
=+

→

1

0
)1(lim  

证明：（1）看数列 n
n n

a )11( +=  

一方面此数列递增， 1

1

]
1

)11(1
[)11()11()11(1)11( +

+

+

++
<++•+•=+= n

n

n
n n

n
n

nnnn
a

44444 844444 76

L

个

 

1

1
11 +

+
++ n

n
n
）＝（ = 1

1

1
11 +

+

+
+ n

n a
n

＝）（  

另一方面此数列递有上界， 
nn

nnnn
n

n n
C

n
C

n
C

n
C

n
a )1()1()1()1(1)11( 332211 +++++=+= L  

n

nn
nn

n
nnn

n
nn

n
n )1(

21
1)1()1(

321
)2)(1()1(

21
)1()1(

1
1 321

×××
−

++
××

−−
+

×
−

++=
L

LL  

313
)1(

1
32

1
21

111
21

1
321

1
21

1
1
11 <−=

−
++

×
+

×
++≤

×××
++

××
+

×
++<

nnnn
L

L
L

于是 n
n n

a )11( += 的极限存在，设为 e
n

n

n
=+

∞→
)11(lim （ 71828.2≈e ） 

在中 e
n

n

n
=+

∞→
)11(lim ，令

n
x 1

= ，则
x

n 1
= ，当 ∞→n 时 0→x  

于是 ex x
x

=+
→

1

0
)1(lim  

 
 

P

O

C

BA

y

x



1014(2)、几个导数的推导 
1、公式 1、 1)( −=′ nn nxx ， 只对 5=n 进行推导 

x
xxxxxxxxx

x
xxxx

xx ∆
∆+∆+∆+∆+∆

=
∆

−∆+
=′

→∆→∆

543223455
5 )()(5)(10)(10)(5lim)(lim)(

4432234 5])()(5)(10105[lim xxxxxxxxx
x

=∆+∆+∆+∆+=
→∆

 

2、公式 2、 xx cosnsi =′ ， xx sinsco −=′  

推导：
x

xxx

x
xxxx

xx ∆

∆∆+

=
∆

−∆+
=′

→∆→∆

2
sin

2
2cos2

limsin)sin(limnsi
00

 

xx

x
xx

xx
cos

2

2
sin

lim
2

2coslim
00

=
∆

∆
∆+

=
→∆→∆

 

xxxxx sin)
2

()
2

cos()
2

(nsisco −=′+×+=+′=′ πππ  

3、公式 3、 1ln x
x

′ = , 1log
lna x

x a
′ =    

推导：
1ln x
x

′ = x
xxx x

x
x
x

xx
xxxx ∆

→∆→∆→∆

∆
+=

∆
+

∆
=

∆
−∆+

=′
1

000
)1ln(lim)1ln(1limln)ln(limnl  

x
e

x
x xxx

x

x

1ln])1[ln(lim
11

0
==

∆
+= ∆

→∆
  

axa
xxa ln

1)
ln
ln(log =′=′  

4、公式 4、 ( )x xe e′ = , ( ) lnx xa a x′ =  

推导：（1）设 xey = ，则 xy =ln ，两边取导 11
=′• xy

y
， 

于是 x
x eyy ==′ ，即 ( )x xe e′ =  

(2) xay = ，取对数 axy lnln = ,两边取导 ay
y x ln1

=′• ,于是 

aaayy x
x lnln ==′ ,故 ( ) lnx xa a x′ =  

1047、(极限) (高考不要求) 

(1)若
3

1 1
1 1

xf x
x

( ) + −
=

+ −
在点 0x = 处连续，则 0f ( )＝____ 

(2)若设 )(xfy = 在 1=x 处连续，且 2
1
)(lim

1
=

−→ x
xf

x
，则 _____)1( =f  

解：(1) 
3 2 2

6
2 30 1

0

1 1 1 1 1 31
1 1 1 21 1

3
0 0

2

x t

x

t t t x t tt x y
t t tx

f x x f f x

, lim lim ,

( ) ( ) lim ( )

→ →

→

− + + + − + +
= + = = = =

− + ++ −

= = =

设 ，则 则

因 在 处连续，则

 

(2)因为 2
1
)(lim

1
=

−→ x
xf

x
，所以 0)(lim

1
=

→
xf

x
 

因为 )(xfy = 在 1=x 处连续，所以 )1()(lim
1

fxf
x

=
→

,于是 0)1( =f  

 



1220、(函数) (方程) (导数) (圆锥曲线) (线性规划) 

cbxaxxxf +++= 23)( 的三个根分别可作为一椭圆、一双曲线、一抛物线的

离心率（1）求
a
b
的范围(2)若椭圆 C以坐标轴为对称轴，短轴长为 4，且有 ),( baP

在椭圆 C上，求椭圆 C的长轴长的范围 
解： （1）设 cbxaxxxf +++= 23)( ，则 baxxxf ++=′ 23)( 2  

baxxxf ++=′ 23)( 2   
方程的三根分别为 1 2, 1x x， ）1,10（( 21 ><< xx  
于是 )(xf 的图象如图 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

因 cbxaxxxf +++= 23)( 的两个极值点分别在（0，1）和（1，+∞）上 

故 baxxxf ++=′ 23)( 2 的两个零点分别在（0，1）和（1，+∞）上 

于是方程的三根分别为 21 , xx ，1 ）1,10（( 21 ><< xx 的充要条件是 











>=′
<++=′

<=

=+++=

④0)0(
③023)1(
②0)0(
①01)1(

bf
baf

cf
cbaf

 

由①②得 01 >++ ba ，⑤ 
作出由③④⑤所确定的可行域， 

可得斜率
a
b
的范围是 )

2
1,2( −−  

（2）点 ),( baP 在椭圆上，于是点 )1,2(−N 在椭圆的内部 

椭圆的长轴长为 m2 ，由于椭圆的短轴长为 4， 

于是椭圆标准方程为 1
4

2

2

2

=+
y

m
x

，或 1
4 2

22

=+
m
yx  

故 1
4
14

2 <+
m

或 11
4
4

2 <+
m

,解得
3

34
>m ，所以椭圆的长轴长

3
382 >m  

 

-3/2

-3

-1
-1

(a,b)

N(-2,1)

b

a
O

1 x

y

O

f x( )′

O

y

x

f x( )



1242、(高数)求和
1 1

1 i j

i i i j
( ) +∞ ∞

= =

−
+∑∑  

答：
1 1

1 i j

i i i j
( ) +∞ ∞

= =

−
+∑∑ ＝

1 2

1

1 1 1
1 2

i i i n

i i i i n
( ) ( ) ( )[ ]

+ + +∞

=

− − −
+ + +

+ + +∑ L L  

＝ LL +
+

−
+−+−

+

n

n

1
)1(

4
1

3
1

2
1 1

 

LL +
+

−
++−+−

+

n

n

2
)1(

5
1

4
1

3
1 2

 

LL +
−

+−+−+
+

n

n

2
)1(

6
1

5
1

4
1 1

 

……    ……    …… 

= L+−+−
5
4

4
3

3
2

2
1  

= L+−−−+−−− )
5
11()

4
11()

3
11()

2
11(  

取部分和 

=kS2 )
12

1
2
1

5
1

4
1

3
1

2
1(111111

2

+
−+−+−−−++−+−

kk

k

L
444 8444 76

L
个

 

= )
12

1
2
1

5
1

4
1

3
1

2
1(

+
−+−+−−

kk
L  

12ln]
12

11)
2
1

12
1

4
1

3
1

2
11[(limlim 2 −=

+
−−−

−
++−+−=

∞→∞→ kkk
S

kkk
L  

再取部分和 

=+12kS )
22

1
12

1
5
1

4
1

3
1

2
1(111111

12

+
+

+
−+−+−−+−+−+−

+

kk

k

L
444 8444 76

L
个

 

=
22

1
12

1
5
1

4
1

3
1

2
11

+
−

+
+−+−+−

kk
L  

2lnlimlim 12 ==
∞→+∞→ kkk

S  

因此，故原式发散 
这种错号级数，项的位置调整后有可能改变收敛性 

1292、(函数) (导数) 

若 A是由定义在 ]4,2[ 上且满足如下条件的函数 )(xϕ 组成的集合：①对任意

]2,1[∈x ，都有 )2,1()2( ∈xϕ  ；  ②存在常数 )10( << LL ，使得对任意的

]2,1[, 21 ∈xx ，都有 |||)2()2(| 2121 xxLxx −≤−ϕϕ  



（Ⅰ）设 ]4,2[,1)( 3 ∈+= xxxϕ ，证明： Ax ∈)(ϕ  

(Ⅱ)设 Ax ∈)(ϕ ,如果存在 )2,1(0 ∈x ,使得 )2( 00 xx ϕ= ,那么这样的 0x 是唯一的; 

(Ⅲ)设 Ax ∈)(ϕ ,任取 )2,1(∈lx ,令 ,,2,1),2(1 ⋅⋅⋅==+ nxx nn ϕ 证明:给定正整数 k,对任

意的正整数 p,成立不等式 ||
1

|| 12

1

xx
L

Lxx
k

klk −
−

≤−
+

+  

答 keleshi 老师 
问题 1：第 1问是否可以通过求导，证明其斜率<2/3来求解？ 

答：
3 2)21(3

2)2(
x

x
+

=′ϕ ，当 ]4,2[∈x ，
3
2

)41(3
2)2(

)81(3
2

3 23 2
<

+
≤′≤

+
xϕ  

故
3
2|)2(|0 <′< xϕ ，当 21 xx ≠ 时

3
2

||
|)2()2(|

21

21 <
−
−

xx
xx ϕϕ

，取
3
2

=L )1,0(∈ ， 

故有 |||)2()2(| 2121 xxLxx −<− ϕϕ ， 

当 21 xx = 时， |||)2()2(| 2121 xxLxx −=−ϕϕ  

于是总有 |||)2()2(| 2121 xxLxx −≤− ϕϕ  

评：上面的做法是不严密的，因为 |)2(|
||

|)2()2(|

21

21 x
xx

xx
ϕ

ϕϕ
′≠

−
−  

要严密求导做也行，但要用到拉格朗日中值定理（超纲了），书写如下 

3 2)21(3
2)2(

x
x

+
=′ϕ ，当 ]4,2[∈x ，

3
2

)41(3
2)2(

)81(3
2

3 23 2
<

+
≤′≤

+
xϕ  

故
3
2)2(0 <′< xϕ ，由 递增得在 ]4,2[,21)2( 3 xx +=ϕ  

对任意 ]2,1[∈x , , ≤3 3 )2( xϕ 3 5≤ , 2531 33 <<< ,所以 )2,1()2( ∈xϕ  

由拉格朗日中值定理得，当 21 xx ≠ 时，存在 )4,2(∈ξ ，使 

)2(
)2()2(

21

21 ξϕ
ϕϕ

=
−
−

xx
xx

，
3
2)2(0 << ξϕ  

于是有
3
2

||
|)2()2(|

21

21 <
−
−

xx
xx ϕϕ

，取
3
2

=L )1,0(∈ ，故有 |||)2()2(| 2121 xxLxx −<− ϕϕ  

当 21 xx = 时， |||)2()2(| 2121 xxLxx −=−ϕϕ  



于是总有 |||)2()2(| 2121 xxLxx −≤− ϕϕ  

因此第（1）小题用下面的解法是明智的 

证明：当 ]4,2[∈x 时， 0
)21(3

2)2(
3 2

>
+

=′
x

xϕ ， 上递增在 ]4,2[)2( xϕ ，  

对任意 ]2,1[∈x ， ≤3 3 )2( xϕ 3 5≤ , 2531 33 <<< ,所以 )2,1()2( ∈xϕ  

( ) ( )( ) ( )2
3

2
3

21
3 2

1

2121
112121

2|||)2()2(|
xxxx

xxxx
++++++

−=− ϕϕ ， 

因此 ( ) ( )( ) ( ) 3112121 3
2

3
21

3 2
1 >++++++ xxxx ， 

所以 0<
( ) ( )( ) ( ) 3

2

112121

2
2

3
2

3
21

3 2
1

<
++++++ xxxx

 

令
3
2

=L ， 10 << L ，则有 |||)2()2(| 2121 xxLxx −≤−ϕϕ  

所以 Ax ∈)(ϕ  

问题 2：第（2）小题为什么要用反证法？  

答：第（2）小题条件对于函数 )(xϕ 只给出了 Ax ∈)(ϕ ，于是 )(xϕ 只是满足一些

特珠条件的抽象函数，要证明方程 )2( xx ϕ= 有唯一的解，想到反证法是自然的，

这样也就能够用上条件 Ax ∈)(ϕ 了。 

（2）证明（反证法） 

设存在两个 0000 ),2,1(, xxxx ′≠∈′ 使得 )2( 00 xx ϕ= , )2( 00 xx ′=′ ϕ 则 

由 |||)2()2(| /
00

/
00 xxLxx −≤− ϕϕ ，得 |||| /

00
/

00 xxLxx −≤− ，所以 1≥L ，

矛盾，故结论成立。 
问题 3：个人感觉第 3问最后，应为 ＜ 号吧？ 

答： 5,1)( =xϕ 也有 Ax ∈)(ϕ  
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以下是怎么推导出来的 

dc
t

= ， d是距离 t 是传导时间 c是传导速度 lnc lnd lnt= −     

lnc lnd lnt ( ) ( ) ( )∆ = ∆ − ∆  

因为变量
xlnx

x
∆

∆ =  

所以
t dc c

t d
( )∆ ∆

∆ = +  

请教这是怎么推导出来的 

答：因
1lnx
x

( )′ = ，故
1lnx x
x

( )∆ = ∆  

c d tlnc lnd lnt lnc lnd lnt
c d t

( ) ( ) ( ) ∆ ∆ ∆
= − ⇒ ∆ = ∆ − ∆ ⇒ = −  

t dc c
t d

( )∆ ∆
⇒ ∆ = +  
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已知函数
1
x x

f x
x x

( )
( )

( )


= 
−

为有理数

为无理数
，则 f(x)（  ） 

A、在 R上处处连续      B、只在 x=1处连续 

C、只在 x=0处连续      D、.只在 1
2

x = 处连续 

解：由
11
2

x x x− ⇒ =＝ ， x按有理数和无理数趋于 1
2
时 f x( )的极限都是 1

2
 

于是
1
2

1 1
2 2x

f x flim ( ) ( )
→

= = ，于是 f x( )在 1
2

x = 处连续 

当 0
1
2

x ≠ 时， x按有理数趋于 0x 时， f x( )的极限是 0x  

x按无理数趋于 0x 时， f x( )的极限是 01 x− ，由于此时 0 01x x≠ −  

故
0x x

f xlim ( )
→

不存在,,因此选 D 
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求 10

1 2 21 2
1

1

x

x x
x

x xlim lim
xx

  ( ) ( ) (   )
( )

→ →∞

+ +
+

+
   

讲解：  重要极限
1

0

11 1 2 1n x
n x
lim e lim x e

n
   ( ) ( )  ( ) ( )

→∞ →
+ = + =   

于是 
1

10

111 2 1 2 1 11 2 1 11 1 11 1

x

x x

x x x x
x

x x xlim lim lim lim e
e x x

x x

( )
( ) ( ) ( )     ( )

( )

+

→ →∞ →∞ →∞

++ + += = + = =
+ + ++ +
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已知
2
2

n n

n nn
x xif l m

x
( )

→∞

−
+

= 求 

(1) f x( )的定义域，并画图像 

(2)求
2x

xm fli ( )
−→

，
2x

xm fli ( )
+→

，并指出
2x

l m xi f ( )
→

是否存在 

解：(1) 当 2 2x− < < 时， 

12 2 1
2 1

2

n
n n

n nn n n

x
xlim lf x im xx

( )

( )
( )

→∞ →∞

−−
= = =

+ +
     

当 2x = 时， 0 0
n
limf x( )
→∞

= =  

当 2 2x x< − >或 时，

2 1
12 1

n

n n
x xlim

x

f
( )

)
(

(
)

→∞
=

−
= −

+
 

综上，

2 2
2
2 2

1
0

1

x
f x x

x x

      ( )  
( )        ( )     

    ( )   

− < <
= =




−


− >
 < 或

 

(2) 
2 2

1 1
x x
lim limf x f x( ) , ( )

− +→ →
= = − ，于是

2 2x x
lim lif x xm f( ) ( )

− +→ →
≠ ， 

因此
2x

l m xi f ( )
→

是不存在 
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已知 f x x a( ) =在 处可导，且 f a A( )′ =  

求
ax

xafaxf
ax −

−−−
→

)2()2(lim 的值 

解：设 xax ∆=− ， xax ∆+=  

x
xafxaf

ax
xafaxf

xax ∆
∆−−∆+

=
−

−−−
→∆→

)()2(lim)2()2(lim
0

 

x
xafafafxaf

x ∆
∆−−+−∆+

=
→∆

)()()()2(lim
0

 

x
afxaf

x
afxaf

xx ∆
−∆−

−
∆

−∆+
=

→∆→∆

)()(lim)()2(lim
00

 

x
afxaf

x
afxaf

xx ∆−
−∆−

+
∆

−∆+
=

→∆−→∆

)()(lim
2

)()2(lim2
002

 

Aafafaf 3)(3)()(2 =′=′+′=   
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