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廖老师网上千题解答分类二十八、超纲离散 

83、函数 f(x)=




∈−
∈

,,
,,
Mxx

Pxx
其中 P，M 为实数集 R 的两个非空子集，又规定

f(P)={y|y=f(x),x∈P}，f(M)={y|y=f(x),x∈M}.给出下列四个判断： 
①若 P∩M= ∅，则 f(P)∩f(M)= ∅； 
②若 P∩M≠∅，则 f(P) ∩f(M)≠∅； 
③若 P∪M=R，则 f(P)∪f(M)=R； 
④若 P∪M≠R，则 f(P) ∪f(M)≠R. 
其中正确判断有 
（A）1个         （B）2个       （C）3个        （D）4个 
解：①的反例：取 P ={1}，M ={-1}，f(P)= {1}，f(M)= {1} 

f(P)∩f(M)= {1}≠∅  
    ③的反例：取 P =[0，+∞）M =（-∞，0），f(P)= [0，+∞），f(M)= (-∞，0） 

但 f(P)∪f(M)= [0，+∞）≠R 
②的证明 
若 P∩M≠∅，设 ∈a P∩M，则 f(a)= a =-a，故 a =0 
因此 0∈f(P)，0∈f(M)，故 f(P) ∩f(M)≠∅ 

④的证明：因 P∪M≠R故存在实数 a∉P∪M， 
假设 f(P) ∪f(M)＝R，则 a∈f(P)∪f(M) 
若 a∈f(P)则 a∈P与 a∉P∪M矛盾 
故 a∈f(M)，因此-a∈M，由于 a∉P∪M故 a≠0 
又由于 P∩M的元素只能是 0 
故-a∉P⇒-a∉f(P) ⇒-a∈f(M) ⇒ a∈M与 a∉P∪M矛盾 
综上②④正确，选 B 
 
89、已知 f(x)=x2+ax+b（a、b∈R），且 A={x│x=f(x)}，B={x│x=f[f(x)]}，则 
(A)A是 B的子集 
(B)B是 A的子集 
(C)A=B 
(D)B是 A的真子集 
解：设 x0∈A={x│x=f(x)}则 x0=f(x0)，f(x0)=f(f(x0))，x0=f(f(x0)), x0∈B={x│
x=f[f(x)]} 
选 A 
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165、被 2整除余 1,被 5整除余 2,被 7整除余 3,被 9整除余 4的正整数组成的

集合是什么?（竟寒） 

解：利用中国剩余定理， 

找被 5、7、9整除,被 2整除余 1的数，5×7×9=315 

找被 2、7、9整除，被 5除余 1的数，2×7×9=126 

找被 2、5、9整除，被 7除余 1的数， 2×5×9×(-1)=-90 

找被 2、5、7整除，被 9除余 1的数， 2×5×7×4=280 

于是所求的集合是 

2 90 3 280 4 2 5 7 9
1471 630 1471 630
157 630

x x 315+126 k k Z
x x k k Z x x k k Z
x x k k Z

{ | , }
{ | , } { | , }
{ | , }

= × − × + × + × × × × ∈
= = + ∈ = = + ∈
= = + ∈

 

169、被 2整除余 1,被 5整除余 2,被 7整除余 3,被 9整除余 4的正整数组成的集

合是什么?(竟寒) 

解（用一个土方法） 

9除余 4最小正整数为 4，∵4+若干个 9结果仍被 9除余 4 

4被 7整除余 4，9被 7整除余 2， 

∴4+9×3＝31被 9整除余 4，且被 7除余 3 
∵31+若干个 63结果仍被 9除余 4，且被 7除余 3 

31被 5整除余 1，63被 5整除余 3 

∴31+63×2＝157被 9整除余 4，被 7除余 3，且被 5除余 2 
显然 157被 2除余 1 

故所求集合为 },630157|{ zkkxx ∈+=  

 
170、参加数学课 22人，物理 18人，化学式 16人，至少参加一种的有 36人，
则三门都参加至多有多少人? (竟寒) 
解；设参加两种的分别有 x人、y人、z人,三种都参加的 t人 
则由容斥原理得 36＝22+18+16-x-y-z+t 
x+y+z＝20+t 
x≥t,y≥t,z≥t ，x+y+z≥3t，20+t≥3t，t≤10三项都参加的至多 10人 
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224、判断命题“若 a 、a+10 和 a+14 都是正质数，则 a=3”的真假，并说明理
由(竞赛) 
答：这是个真命命题 
若 a ,a+10 和 a+14 都是正质数，由于 0，10，14 被 3 除的余数分别为 0，1，2
因此（1）若 a被 3除的余数为 1，则 a+14不是质数 
（2）若 a被 3除的余数为 2，则 a+10不是质数 
（3）若 a被 3除的余数为 0，则 a为 3的倍数，又 a是质数,故 a等于 3, 故命题
成立 
 
269、甲乙丙三人，丙的生日是 X月 Y日 
甲乙都知道丙的生日是以下 10组中的一天 
2月 3日  2月 7日 2月 8日 5月 6日 5月 7日  
8月 4日 8月 9日 10月 4日 10月 6日 10月 8日 
甲知道 X值，乙知道 Y值 
甲说：我如果不知道，乙肯定不知道 
乙接着说，本来我不知道但是现在我知道了 
甲接着说：那我也知道了。 
大家知道丙的生日是哪天吗  
在线等答案 谢谢大家 
答：8月 4日 
“乙接着说，本来我不知道但是现在我知道了” “本来”二字说明了乙通过十
个日期和 Y 
不能推断出丙的生日，由此可知丙的生日不可能是 3 号或 9 号 （因为 3 号和 9
号所对应的月份 
是唯一的 2月 3日，8月 9日）    而甲在听到乙的这句话后立刻得出丙的生日
了 说明了甲 
在排除 2 月 3日，8月 9日后就明白了丙是几号生日了，排除 8 月 9日，2 月 3
日后每个月的 
日期如下： 2月 7日   5月 6日     8月 4日       10月 4日   

 2月 8日    5月 7日                   10月 6日    
                                       10月 8日 

由上表易知甲可以作出迅速的选择的原因是丙在 8月生日 得丙在 8月 4日生日 
 
282、韩信点兵,每 3 人一列余 1 人,每 5 人一列余 2 人,每 7 人一列余 4 人,每 13
人一列 
余 6人,问士兵总数借此题目,让我们大家一块讨论一下中国剩余定理 
解：所求的数是 
6+13×2+13×7×2＝214 
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283、若[x+19/100]+[x+20/100]+[x+21/100]+.....+[x+91/100]=546,求[100x]的值 
这里"[y]"表示不大于 y的整数,如[0.1]=0,[2.9]=2,[-0.2]=-1 
解：式子 [x+19/100]+[x+20/100]+[x+21/100]+.....+[x+91/100]中共有 
91-18=73个加数，546÷73=7 余 35 
故[x ]=7   后面 35个加数中的值为[x ]+1， 
由于 
[x ]+ [x+1/100 ] + [x+2/100 ] +…+[x+18/100]+[x+19/100]+[x+20/100]+[x+21/100]+ 
…+[x+91/100]+ [x+92/100]+…+[x+99/100]= [100x] 
[100x]=7×100+35+8＝743 
 

376、已知函数 f(x)=[x[x[x]]],其中[x]表示不超过 x的最大整数，若其定义域为[0，4]，

则其值域为__________(竞赛) 

解：当 10 <≤ x 时[x]=0，f(x)= [x[x[x]]=0 

当 21 <≤ x 时[x]=1，f(x)= [x[x[x]]= [x[x]]= [x]=1 

当 32 <≤ x 时[x]=2，f(x)= [x[x[x]]= [x[2x]] 

⇒<≤ 624 x [2x]=4或 5⇒ 8 ≤ x[2x] 15<  ⇒ 8 ≤  f(x) 14≤  

当 43 <≤ x 时[x]=3，f(x)= [x[x[x]]= [x[3x]] 

⇒<≤ 1239 x [3x]=9或 10或 11⇒27≤ x[3x] 44< ⇒ 27≤  f(x) 43≤  

 
380、若[x+19/100]+[x+20/100]+[x+21/100]+.....+[x+91/100]=546,求[100x]的值 
这里"[y]"表示不大于 y的整数,如[0.1]=0,[2.9]=2,[-0.2]=-1 (竞赛) 
解：式子 [x+19/100]+[x+20/100]+[x+21/100]+.....+[x+91/100]中共有 
91-18=73个加数，546÷73=7 余 35 
故[x ]=7   后面 35个加数中的值为[x ]+1， 
由于 
[x ]+ [x+1/100 ] + [x+2/100 ] +…+[x+18/100]+[x+19/100]+[x+20/100]+[x+21/100]+ 
…+[x+91/100]+ [x+92/100]+…+[x+99/100]= [100x] 
[100x]=7×100+35+8＝743 

545、函数 f(x)具有下性质：对每个实数 x，都有 21f x f x x( ) ( )+ − =  

如果 f(19)=94,那么 f(94)除以 1000的余数是多少 
解：f(n)=-f(n-1)+n2（1） 

故可设 =++++++ cnbnanf )1()1()1( 2 ])([ 2 cbnannf +++−  

−=+ )1(nf cnbaannf 2)(22)( 2 −+−− （2） 

（1）（2）对照得 0,
2
1,

2
1

==−= cba  

=+++−+ )1(
2
1)1(

2
1)1( 2 nnnf ]

2
1

2
1)([ 2 nnnf +−−  

=•+•− 94
2
194

2
1)94( 2f 19942 )1(]19

2
119

2
1)19([ −−×•+•−f  

接下去自已完成 
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576、求证：对任意的正整数 n，
n
1

3
1

2
1

+++ L 不可能为整数(竟赛) 

证明：（用反证法）假设
n
1

3
1

2
1

+++ L 是整数  

则
n
1

3
1

2
1

+++ L 乘以任何整数仍为整数 

下面我们去找一个与
n
1

3
1

2
1

+++ L 有关的整数 Q 

使它与
n
1

3
1

2
1

+++ L 相乘不为整数就可以了 

我们把 n,,3,2 L 分别用2除，除到商数为奇数为止，这是可以做的事情 
设除 2的次数分别为 nppp L,, 32 ，最后的奇数商数分别为 nkkk L,, 32 ，于是 

=+++
n
1

3
1

2
1 L

n
ppp kkk n2
1

2
1

2
1

32
32

+++ L  

设 nppp L,, 32 中最大的为 p  

则 n
p kkk L21

12 − 必为整数，由假设
n
1

3
1

2
1

+++ L 是整数 

因此 n
p kkk L21

12 − )1
3
1

2
1(

n
+++ L 也是整数（1） 

另一方面，我们来证明 n
p kkk L21

12 − )1
3
1

2
1(

n
+++ L 不是整数 

下面先证 nppp L,, 32 之中只有一个等于 p  
如果 nppp L,, 32 中有两个数 ppp ji 都等于和 （ nji ≤<≤2 ） 

即 ppp ji ＝＝ ，于是 == i
p ki i2 i

p k2 ， == j
p kj j2 j

p k2  
由于 ji < ，因此 ik jk< ， 
因为 ik 与 jk 是奇数，故有偶数 t2 在 ik 与 jk 之间 

即 << kki 2 jk ， i
p k2 < tp 22 • < j

p k2 即 jti p <•< 22  

于是设 tu p 22 •= ，则 1+≥ ppu ，这与 p是 nppp L,, 32 中最大者矛盾 
因此， nppp L,, 32 之中只有一个等于 p，设 pp j＝  

n
p kkk L21

12 − )1
3
1

2
1(

n
+++ L ＝整数 N+ njj kkkkk LL 11212

1
+−  

因为 njj kkkkk ,,,, 1121 +− 都是奇数 

所以 njj kkkkk LL 11212
1

+− 不是整数 

故 n
p kkk L21

12 − )1
3
1

2
1(

n
+++ L 不是整数这与（1）相矛盾 

所以假设不成立，因此是整数
n
1

3
1

2
1

+++ L 不可能为整数 
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588、当 n∈N且 n≥2时， 2 4n 11 2 2 2 5p q( ) ,−+ + + + +… ＝ 其中 p,q为非负整数，且

0≤q＜5，则 q的值为多少？(数论) 

解： 42 12 4n 1 n1 2 2 2 5p q( ) ,−+ + + + = − = +…  

124 −n 1)1151515()115(116 1110 −++++=+=−= −
n

n
n

n
n

nn CCC L  

= mCCC n
n

n
n

n 5151515 1110 =+++ − L )( Nm ∈ ，于是 qpm += 55  

因为 p,q为非负整数 0≤q＜5 
所以就相当于求 m5 被 5除商数 p是几?, 余数数 q是几?, 

故 0, == qmp  

598、设平面上有 6个圆,每个圆都不能盖住其它任何一个圆心,证明:平面上任一个
点都不会被 6个圆同时盖住。(竟赛) 
证明：设六个圆的圆心分别为 O1，O2，O3，O4，O5，O6，按顺时针方向排列 
设平面上点M被六个圆盖住，连M O1，M O2 

如图，设圆 O1，O2的半径分别为 1r和 2r ，不妨设 ≥1r 2r  

则 11 rMO ≤ ， 22 rMO ≤ ， 121 rOO >  

于是
21

2
21

2
2

2
1

21 2
cos

MOMO
OOMOMOMOO

•
−+

=∠  

21

2
1

2
2

2
1

2 MOMO
rrr

•
−+

< ≤
•

<
21

2
2

2 MOMO
r

2
1

2 2
2

2
2 =
r

r  

故 °>∠ 6021MOO ，同理可证 °>∠ 6032MOO ，…… °>∠ 6016MOO  

于是 +∠ 21MOO +∠ 32MOO …… °>∠+ 36016MOO 这是不可能的 

因此原命题成立 
 

687、求出所有可能的整数 x使 4464)( 234 ++++= xxxxxP 为质数(竟赛) 

解： 4464)( 234 ++++= xxxxxP  

＝ 2244 )1(44)1(4)1(4)1( +−++++=++ xxxx  

＝ 224 )1(44)1(4)1( +−++++ xxx  

＝ ]2)1(2)1][(2)1(2)1[()1(4]2)1[( 2222 ++−+++++=+−++ xxxxxx  

＝ )1](1)2[( 22 +++ xx  

当 02 =−= xx 或 时 5)( =xP 为质数，此外 )(xP 都是合数 

M

O2O1
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710、删去正整数数列1 2 3 4, , , ,L中的所有完全平方数,得到一个新数列， 

这个新数列的第 2005项是多少？(数论) (竟赛) 

解： 2025,,2,1 L 中有 1，2，…，45的平方，又 462＝2116 

从 2025,,2,1 L 去掉平方数后还有 1980个数 

于是第 1980项为 2025，因此第 2005项＝2025+25＝2050 
715、设 A是任意一个无理数 
求证： 对于任意的正数 m,都存在两正数 p,q,使得 
pA与 qA的前 m位小数是相同的。(数论) (竟赛) 
证明；不妨设 A>0，p>q>0 

于是只要 pA-qA＝A(p-q)< m−10  

p-q< m−10 /A   p <( m−10 /A)+q 

先任取一个正数为 q，如 q=1，再取 p= 1
1

10
+

+

−

A

m

，就符合条件 

 

778、[题目]９名数学家在一国际会议上相遇，其中任意三个人中总有两个人能
讲同一种语言，如果每个数学家最多能讲３种语言．求证：至少有３个数学家能

用同一种语言交流．(图论) (竟赛)  
[知识介绍]如果把 ),,( +∈+ Nknmkmn 个东西放进n个抽屉，那么至少有一个抽屉放进

1+m 个东西. 

[证明]设其中一位数学家为 A 
(1)若其他 8名都能与数学家 A交流 
由于数学家为 A最多能讲三种语言，根据抽屉原理，这 8名数学家至少有 3

人讲同一种语言，添上数学家 A，就至少有 4人讲同一种语言 
(2) 若其他 8名中至少有一人不能与数学家 A交流，设其中一人为 B。 
设M为 A、B之外的任意一人，由于“其中任意三个人中总有两个人能讲同

一种语言”，所以M能与 A交流，或者能与 A交流。 
设除 A、B外的 7名数学家能与 A交流的组成集合 X，能与 B交流的组成集

合 Y。根据抽屉原理，7人中至少 4人在同一集合内。 
不妨设 X中有 4人，也就是说至少有 4人能与数学家 A交流，由于数学家

为 A最多能讲三种语言，根据抽屉原理，这 4人中至少有 2人能讲同一种语言， 
添上数学家 A，就至少有 3人讲同一种语言 
综上所述，原命题成立 
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790、如果一凸多面体中,各顶点引出奇数条棱,求证顶点数为偶数? 
(图论) (高考不要求) 

解： 设 n个顶点引出奇数条棱分别是 ,12,,12,12 21 +++ nkkk L  

这里 Nkkk n ∈,,, 21 L  

于是
2

)(
2

121212
21

21 VkkkkkkE V
V ++++=

++++++
= LL  

代入欧拉公式 2=−+ EFV 得 

2
2

)( 21 =−+++−+
VkkkFV VL  

于是 ])(2[2 21 FkkkV V −++++= L 为偶数 

 
800、求一切满足如下条件的正整数(a,b): 

22|1 baab ++ ，请给出过程,谢谢. (数论) (竟赛) 

解：（1）若有正整数 ba, ，使 22|1 baab ++  

则存在正整数 k，使 )1(22 +=+ abkba  

下面研究在 k固定时方程 )1(22 +=+ xykyx ①的整数解 ),( yx 的情形 

易知 )0,0(),( ≠yx 若不然 0=k 与 k >0不符 

于是有 022 >+ yx 又因为 )1(22 +=+ xykyx  

故有 1−>xy ，考虑到 yx, 是整数，进而有 0≥xy  

（2）下面证明关于 )1(22 +=+ xykyx ①的所有整数解 ),( yx 不可能都有 0>xy  

假设对于①的任意一个解 ),( yx 都有 0>xy  

不妨设 ),( 11 yx 是所有整数解中满足 011 >≥ yx ，并且 yx + 取得最小值的一个解

把①看成关于 x的一元二次方程，按 x整理得 

022 =−+− kykxyx  

由假设得关于 x的方程 02
11

2 =−+− kykxyx 有一为 1x ，设另一根为 2x  

由韦达定理得 121 kyxx =+ ②， kyxx −= 2
121 ③ 

由②得 112 xkyx −= 也是整数，于是 ),( 12 yx 也是方程①的一个整数解 
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由假设得 012 >yx ，故 02 >x ， 

由③得 1
1

1
1

2
1

1

2
1

2 x
x
kx

x
kx

x
kyx <−=

−
≤

−
=  

于是 <+ 12 yx 11 yx + ，这与 ),( 11 yx 使 yx + 取得最小值相矛盾 

因此假设对于①的任意一个解 ),( yx 都有 0>xy 是不对的 

由于 )1(22 +=+ xykyx ①的整数解 ),( yx ，有 0≥xy  

因此只要①有整数解，必存在有使 0=xy 的整数解 

不妨设其中之一解为 ),0( 1y )0( 1 >y ，于是关于 x的方程 02
11

2 =−+− kykxyx  

有一根为 0，于是另一根 x（正整数）满足 

02
1 =− ky ，且 x = 1ky  

设 ty =1 （ t为正整数） 

于是得方程 02
11

2 =−+− kykxyx 的所有正整数是




=
=

ty
tx 3

 

同理可得方程 02
11

2 =−+− kxykxy 的所有正整数是




=

=
3ty

tx
 

综上所述本题的所有解为 





=

=
3tb

ta
或





=
=

tb
ta 3

+∈ Nt  
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875、(数论) 
7a+13b=270的正整数解 

解：
7
10240

7
1014280

7
13270 −

+−=
−+−

=
−

=
bbbbba  

设 )(,
7
10 zkkb

∈=
−

，则 )(107 zkkb ∈+=  

于是 kkkbba 1320
7

10107)107(240
7
10240 −=

−+
+−−=

−
+−=  

因为 0,0 >> ba ，故 ka 1320 −= 且 0107 >+k  

解得
13
20

7
10

<<− k ，因此 1−=k 或 0或 1 

原不定方程的正整数解是  




=
=

3
33

b
a

或




=
=

10
20

b
a

或




=
=

17
7

b
a

 

945、已知 0≥> qp ，且为整数．求证： 

对于任意正整数 n＝ qpp
+

−
2

)1(
， (p,q)为唯一整数对． 

证明：（1）当 1=n 时， 0
2

)12(21 +
−

= ，有唯一的整数对(2,0) 

（2）假设当 kn = 时，有唯一整数对 ),( qp （ 0≥> qp ）使 k＝ qpp
+

−
2

)1(  

则当 1+= kn 时，k+1＝ qpp
+

−
2

)1( +1 

若 20 −≤≤ pq ，则 ppq <−≤+ 11 ，于是有整数对 )1,( +qp 满足条件 

若 1−= pq ，则 k+1＝ ppp
+

−
2

)1(
＝ 0

2
]1)1)[(1(

2
)1(

+
−++

=
+ pppp

于是有整数

对 )0,1( +p 满足条件 

我们证出了当 1+= kn 时有一对整数对 ),( qp （ 0≥> qp ）满足条件 

设当 1+= kn 时，有整数对 ),( qp ( 0≥> qp ）使 k+1＝ qpp
+

−
2

)1(
成立， 

若 1≥q 就有整数对 )1,( −qp 使 k＝ 1
2

)1(
−+

− qpp
， 

若 0=q 有整数对 )2,1( −− pp 使 k＝ 2
2

)2)(1(
−+

−− ppp  

由归纳法假设知当 kn = 时，有唯一整数对 ),( qp 满足条件，因此 

当 1+= kn 时也只能有唯一的整数对 ),( qp ( 0≥> qp ）满足条件 

综上，当 +∈ Nn 时命是总成立 
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1078、把 3的 11次方表示成 k个连续正整数的和，则项数 k的最大值为＿＿＿ 
分析：联想到连续正整数的组成等差数列， 

k个连续正整数的和应有 113
2

)1(
=

−++ knnk
的形式 

即 1132)12( ×=−+ knk  

（1）当 k为奇数时 tk 3= ， tkn −×=−+ 113212  

于是
2

1311 −
−= − kn t ＝ 1

2
13311 ≥

−
−−

t
t  

于是 kt 332 11 >• − ， 112 323 ×<k ， 5≤t ，于是 24335 ==k  

（2）当 k为偶数时 tk 32 ×= ， tkn −=−+ 11312  

于是
2

1
2

311 −
−=

− kn
t

＝ 1
2

132
2

311

≥
−×

−
− tt

 

于是 kt 32311 ×>− ， 5≤t ，此时 48632 5 =×=k >243 

因此项数 k的最大值是 486  

此时 607123122
2

)607122(486311 +++=
+

= L  

1190、(竟赛) 
以下 8 个数据： 1 3 57a .= ， 2 3 61a .= ， 3 3 65a .= ， 4 3 71a .= ， 5 3 76a .= ，

5 3 82a .= ， 7 3 86a .= ， 7 3 99a .= ，它们的和为 30，若整数 )8,2,1( L=iAi 的和仍

是 30，则“误差”， || ii aA − 的最大值的最小值为________ 
解：当 )8,2,1( L=iAi 相对集中于 )8,2,1( L=iai 周围 

|| ii aA − )8,2,1( L=i 最大值会较小 
由于 )8,2,1( L=iai 在 5.3 左右 
于是整数 )8,2,1( L=iAi 就应取 3或 4，由于 30=∑ iA  
于是可取 2个 3与 6个 4， 

当 321 == AA , 4876543 ====== AAAAAA 时 61.0||max =− ii aA  

当 331 == AA ， 4876542 ====== AAAAAA 时 65.0||max =− ii aA  

等等，比较得 ||max ii aA − 最小值为 61.0  

 


