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廖老师网上千题解答二、超纲函数 

６、求 21y x x= + − 的值域 

解：由 21 0 1x x ,− ≥ ≤ ≤得-1 于是可设
2 2

x sin ( )π π
θ θ= − ≤ ≤ ， 

则 2
4

y sin cos sin( )π
θ θ θ= + = + ， 

3 2 2 1 2
2 2 4 4 4 2 4 2

ysin( )π π π π π π
θ θ θ− ≤ ≤ ⇒ − ≤ + ≤ ⇒ − ≤ + ≤ ⇒ − ≤ ≤  

 

11、已知 1 1y f x m n( ) ( , )= + + 过点 ,求 1 1y f x( )= − − 的反函数过点＿＿＿＿＿＿。 

1 1 1 1 2 2 1 1
1 1 2 2 1 1 2 2

y f x m n n f m n f m
y f x m n y f x n m

( ) ( , ) ( ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( , )

= + + ⇒ = + + ⇒ − = + − −

⇒ = − − + − ⇒ = − − − +

解： 过点

过点 的反函数过点
 

46如何找一个函数 f x( )使 11)( yxf = ， 22 )( yxf = ， 33)( yxf = ， 44)( yxf =  

答 
(1)插值公式构造是找一个函数 f(x)它在给定的 n个 x的值时，函数取到给定的 n
个值的公式 

例如找一个函数 f(x)使， 11)( yxf = ， 22)( yxf = ， 33)( yxf =  

适合这一条件的函数有很多其中之一是 

))((
))((

)(
233

213

1
xxxx
xxxxyxf

−−
−−

=
))((
))((

3212

312

xxxx
xxxxy

−−
−−

+ +
))((
))((

3121

321

xxxx
xxxxy

−−
−−

 

这个函数叫做插值函数，也叫做插值公式。 

(2)自已想一想 11)( yxf = ， 22)( yxf = ， 33)( yxf = ， 44)( yxf = 的插值公式。 

(3)为什么适合条件 11)( yxf = ， 22)( yxf = ， 33)( yxf = 函数 f(x)有无穷多个呢？ 

))((
))((

)(
233

213

1
xxxx
xxxxy

xf
−−
−−

=
))((
))((

3212

312

xxxx
xxxxy

−−
−−

+ +
))((
))((

3121

321

xxxx
xxxxy

−−
−− + )( 1xxa − )( 2xx − )( 3xx −  

当a取任意实数时都行 
(4)数列是定义在正整数集上的函数，因此数列也有插值公式的。 
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63、已知
x

xxf
+

=
1
2)(   

求 )100()3()2()1( ffff ++++ L + +)
2
1(f +)

2
2(f +)

2
3(f ++ )

2
100(fL  

+)
3
1(f +)

3
2(f +)

3
3(f ++ )

3
100(fL …… +)

100
1(f +)

100
2(f +)

100
3(f )

100
100(f+L  

解∵
x

xxf
+

=
1
2)( ，

x
x

x
x

f
+

=
+

=
1

2
11

2

)1(  ∴ )(xf =+ )1(
x

f
x

x
+1
2

x+
+

1
2 =2 

由于 

)100()3()2()1( ffff ++++ L + 

+)
2
1(f +)

2
2(f +)

2
3(f ++ )

2
100(fL  

 

+)
3
1(f +)

3
2(f +)

3
3(f ++ )

3
100(fL  

…… 
 

+)
100

1(f +)
100

2(f +)
100

3(f )
100
100(f+L  

关于的对角线对称的两数的和是 2)1()( =+
x

fxf ，对角线上有 100个 1)1( =f ， 

故这 1万个数的和为 10000 
8 5、函数 f(x)的定义域为 D，若存在 x0∈D，使 f(x0)=x0，则称以（x0,x0）为坐

标的点为函数 f(x)图象上的不动点。   若 D=R，则“f(x)为奇函数，且有有限个
不动点”是“f(x)有不动点，且个数为奇数个”的 
        (A)充要条件 
        (B)充分不必要条件 
        (C)必要不充分条件 
        (D)既不充分也不必要条件 
选 B，  函数的不动点既是该函数图象与 y=x的交点 
因为 f(x)为奇函数且定义域为 R，，所以 f(x)必过(0,0)点 
因为 f(x)为奇函数所以说如果它在第一象限与 y=x有交点则有在第三象限的交点 
所以“f(x)为奇函数且定义域为 R 且有有限个不动点”说明了 f(x)有奇数个不动
点 
而“f(x)有不动点，且个数为奇数个”可以很容易地画出一个与 y=x交点只有一
个的直线（例如 y=2）所以说“f(x)为奇函数，且有有限个不动点”是“f(x)有不
动点，且个数为奇数个”的充分不必要条件 
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97、函数 y＝x＋ 12 ++ xx 的值域为_______________. 

解： y-x= 12 ++ xx  









++=−

≥++

≥

1)(
01
22

2

xxxy
xx

xy
⇔





++=−

≥

)2(1)(
)1(
22 xxxy

xy
 

由（2）得
12
12

+
−

=
y

yx  

代入（1）得
12
12

+
−

≥
y

yy ， 0
12

12

≥
+

++
y

yy
，

2
1

−>y  

123、若方程 012 2 =−− xax 在（0，1）内恰有一解则 a的取值范围是？ 

解：当 0=a 时原方程就是 01 =−− x ， ∉−= 1x （0，1） 

当 0≠a 时，设 =)(xf 12 2 −− xax  

① 当 0)1()0( <ff 时，方程（0，1）内恰有一解， 

•−1 0)112( <−−a ，解得 1>a  

②当方程一个根是 1时，则另一个根是 ∉−=
2
1x （0，1） 

综上： 1>a  
142、求 12 ++= xxy 12 +−− xx 的值域 

解 1： 12 ++= xxy 12 +−− xx  

22 )
2
3()

2
1( ++= x 22 )

2
3()

2
1( +−− x  

用几何意意得 y )1,1(−∈  

解 2：
11

2
22 +−+++

=
xxxx

xy  

+∞→x ⇒ 1→y ， −∞→x ⇒ 1−→y  
故得 y )1,1(−∈  
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149、 112 ≥−+ axx 怎么用图象解呀？ 

解： 112 ≥−+ axx 化为 112 +≥+ axx   

设 12
1 += xy ， 12 += axy  

作出它们的图象 
（图中双曲线去掉 x轴下方的部分） 

由观察双曲线 12
1 += xy 的图象在 

直线 12 += axy 上方的部分 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 2 2 2

2 2

1 2 2

2

2

1 1 1 2 1
1 2

1 0
21 0

1

22 0
1

3
4 0

2
5 0

1

x ax x a x ax
a x ax

a x
aa x x
a

a
aa
a

a
a

aa
a

( )

,

, )

, )

, )

+ + + + +

−

= ± =

≠ ± = =
−

°

° < < ∞ +∞
−

° ≥ ∞

° ≤ − +∞

° < < ∞ +∞
−

U

U

由方程 ＝ ，得 ＝

＝

当 时，

当 时，

１当 ＝0时，解集为R

当 1时，解集为(- ,0] [

当 1时，解集为(- ,0]

当 1时，解集为[

当-1 时，解集为(- , ] [0

 

194、求函数 2 3 2y x x x= + − + 的值域（联赛） 

解： =− xy 232 +− xx  

等价于








+−=−

≥+−

≥−

23)(
023

0

22

2

xxxy
xx

xy
等价于





+−=−

≥−

)2(23)(
)1(0

22 xxxy
xy

 

由 )2( 得
32
22

−
−

=
y

yx 代入（1）得 

0
32
22

≥
−
−

−
y

yy 解得
2
312 <≤≥ yy 或  

 
 
 

a=0

0<a<1
a<-1a>1 -1<a<0

a=1
a=-1

x

y

A
M

N

T
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223、已知奇函数 F(x)定义域为(-∞,-2)∪(2,+∞),且在(-∞,-2)上是增函数,又

F(-3)=0,f(θ)=cos2θ-2mcosθ+4m,θ∈[0,
2
π ],又集合 

M={m｜F[f(θ)]>0},N={m｜f(θ)>2},求M∩N 
解：由 F[f(θ)]>0得 
-3<f(θ)<-2，或 f(θ)>3 
又 f(θ)>2 
故M∩N＝{ m｜f(θ)>3} 
cos2θ-2mcosθ+4m>3 

θ2cos3cos)24( −>−m  

=
−

−
>

θ
θ

cos24
cos24 2

m
θ
θ

cos2
cos2 2

−
−  

设 ]2,1[cos2 ∈−= θt 和，则 t−= 2cosθ  

θ
θ

cos2
cos2 2

−
−

＝
t

t 2)2(2 −−
＝

t
tt 222 −+
＝ 22

+− t
t

 

在 ]2,1[∈t 上递减，故
θ
θ

cos2
cos2 2

−
−

最大值为 3 

因此 3>m ，即M∩N＝{m｜m>3} 

227、已知 2f x x( ) = ， axxg +=)( ， 1>a ,,若 f x ag x f x| ( ) ( ) | | ( ) |− ≤ 在[1，4]上

恒成立，求 a的范围 

解：| |)(||)()( xfxagxf ≤− ， 

⇔ 2 2 2x a x a x x| ( ) | | |− + ≤ =  

⇔ 2 2 2x x a x a x( )− ≤ − + ≤ ,  

设 1 2t x [ ]= ∈ ， , 

22 2 2t t a t a t( )− ≤ − + ≤  

2 2 24 0 0at t a a t a( ) ( )− + ≤ − + ≤且 显然成立  

⇔  2 24 0at t a− + ≤ 对 1 2t [ ]∈ ，恒成立 

设 2 24Q t at t a( ) = − + , 0Q t max( ) ≤ ,对称轴 2t=
a

 

2−
3− 2

3 x

y

O
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(1)当 41
3

a< ≤ 时, 2 3 2
2

t=
a

[ , )∈ , 2 21 4 0 4Q t Q a a a amax( ) ( ) , ,= = − + ≤ + ≤ 成立  

(2) 当 4
3

a> 时, 2 30
2

t=
a

( , )∈ , 2 22 4 8 0 4 8 0Q t Q a a a amax( ) ( ) ,= = − + ≤ + − ≤  

解得 2 2 3 2 2 3a− − ≤ ≤ − + .此时
4 2 2 3
3

a< ≤ − +  

综上1 2 2 3a< ≤ − +  

解 2：从设 0Q t max( ) ≤ 开始, 由于 1a >  

于是
2

2

1 4 0
2 4 8 0

Q a a
Q a a

( )
( )

 = − + ≤


= − + ≤
解得1 2 2 3a< ≤ − +  

234、已知3 1 2 1 2 17f x f x x( ) ( )+ − − = + ,求 f x( )   (高考不要求) 

解： ])1()1([
3
2)1()1( bxkxfbxkxf +−+−=++++  

得 bkkxxfxf −−−=−−+ 5)1(2)1(3  

2=− k 且 175 =−− bk  
∴ 2−=k 且 7−=b  

]7)1(2)1([
3
27)1(2)1( −−−−=−+−+ xxfxxf  

]7)1(2)1([
3
27)1(2)1( −−−−=−+−+ xxfxxf  

xcxxf )
3
2(7)1(2)1( =−+−+  

92)
3
2()1( 2 ++=+ xcxf

x

( Rc ∈ )，以上解答不一定正确 

237、若 f(x)和 g(x)都是定义在实数Ｒ上的函数，且方程 x-f[g(x)]=0 有实数解,则
g[f(x)]不可能是（ ） 

A、 2 1
5

x x+ −    B. 2 1
5

x x+ +    C. 2 1
5

x −    D. 2 1
5

x +  

解：用特例法，令 g(x)＝x， 则 f[g(x)]＝f(x)，g[f(x)]= f(x) 
方程 x-f[g(x)]=0有实根就是 f(x)=x有实根 

对选支逐一判断，可知只有 2 1
5

x x+ + =x无实数解，故选 B 

说明：本题是 2004年浙江理卷，第 12题 



 7

248、题目:设自然数集 N与集合 A之间存在双射 f:N→A，则称 A是可数无限集.
证明整数集 Z为可数无限集. 
    最近在研究数学分析,可是发现原本很简单的题目自己都变得无能为力了.对
于这个题目,入手我感觉还可以,就是试图找到N与Z之间的一个双射.可是对于这
两个数集是否能构成我束手无策了.显然 Z的范围要比 N大(不知这样说可不可
以),怎样才能找到那样的一个双射呢?（高考不要求） 
证明：把 Z中的元素按如下顺序排列 
0，-1，1，-2，2，-3，3，-4，4，…… 
让上面的每个元素与它的序号对应就建立了一个从 Z到 N的一一映射 
因此 Z是可数无限集 
256、已知函数 F(X)对任意的实数 X,Y 都有 F(X+Y)=F(X)+F(Y)+2Y(X+Y)+1,且
F(1)=1问题:若 X属于 N+,试求 F(X)的表达式. 
解：F(X+Y)=F(X)+F(Y)+2Y(X+Y)+1中 
令 y=1得 F(X+1)=F(x)+F(1)+2(X+1)+1= F(x)+ 2X+4 
F(X+1)- F(x)=2X+4 
当 X属于 N*且 X≥2时 
F(X)= F(1)+ F(2)- F(1)+ F(3)- F(2)+ …+ F(x)- F(x-1) 
=1+6+8+10+…+ 2X+4 
=1+(x-1)(6+ 2X+4)/2= x2+4x-4对 x=1也成立 

故当 X属于 N*时 F(X) ＝x2+4x-4.157、 
276、 对于在区间[m，n]上有意义的两个函数 f(x)与 g(x)，如果对任意的 
x [m∈ ，n]，均有|f(x)－g(x)|≤1，则称 f(x)与 g(x)在[m，n]上是接近的，否则称 f(x)

与 g(x)在[m，n]上是非接近的，现有两个函数 

与)3(log)(1 axxf a −= )1,0(1log)(2 ≠>
−

= aa
ax

xf a 讨论 f1(x)与 f2(x)在给定区间

[a+2，a+3]上是否是接近的. 
解：f(x)与 g(x)的定义域分别为 ),[ +∞a 和 ),3[ +∞a   

首先要有[a+2，a+3] ),[ +∞⊆ a 且[a+2，a+3] ),3[ +∞⊆ a  
故 a+2－3a＞0，a+2－a＞0， ∴0＜a＜1， 

 由|f1(x)－f2(x)|=loga(x
2－4ax+3a2)≤1，得－1≤loga(x

2－4ax+3a2)≤1 

因 0＜a＜1故
a
1
>x2－4ax+3a2>a(1) 

设 g(x)= x
2
－4ax+3a

2
＝(x-2a)

2
-a

2
使(1)对 x∈[a+2，a+3]恒成立的充要条件是 

g(x)min>a 且 g(x)max<
a
1
 

g(x)对称轴 x=2a，a+2-2a=2-a>0,即 a+2>2a
 

故 g(x)在[a+2，a+3]上递增， 

因此，g(x)min=g(a+2)=9－6a，g(x)max=g(a+3)= 4－4a.    

所以 9－6a >a 且 4－4a <
a
1
 

解得：
12

5790 −
≤< a ， 

故当
12

5790 −
≤< a f1(x)与 f2(x)在[a+2，a+3]上是接近，此外是不接近的. 
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294、函数
2
1)( 2 ++= xxxf  , [ ]1x n n  ,∈ + , ,n Z ∈ 的值域中 

有 10个不同的整数,求 n 

解：
2
1)( 2 ++= xxxf 的对称轴为

2
1

−=x  

（1）当 0≥n 时区间[n,n+1]在对称轴右边 

所以
2
1)( 2 ++= xxxf 在区间[n,n+1]上递增 

故 ,
2
1[)( 2 ++∈ nnxf ]

2
1)1()1( 2 ++++ nn  

−++++
2
1)1()1( 2 nn 10)

2
1( 2 =++ nn  

101)12( =++n ， 4=n  

（2）当 1−=n 时区间[n,n+1]=[-1,0]则 ]1,
4
1[)( −∈xf 不合舍去 

（3）当 2−≤n 时区间[n,n+1]在对称轴左边 

所以
2
1)( 2 ++= xxxf 在区间[n,n+1]上递减 

故 [)( ∈xf
2
1)1()1( 2 ++++ nn ]

2
1, 2 ++ nn  

−++ )
2
1( 2 nn 10

2
1)1()1( 2 =−+−+ nn  

101)12( =−+− n ， 6−=n  

综上 64 −= 或n  
295、定义域为 R的奇函数 f（x），对任意 x ∈R有 f（x）=f（x+2），且 f（1）
=2 
则 f（2）+f（4）+f（6）+……+f（2005）=--------- 
解：定义域为 R 的奇函数 f（x） 
f（0）＝0 
f（2）＝f（0）=0 
f（4）＝f（2）=0 
…… 
因此 
f（2）+f（4）+f（6）+……+f（2004）＝0 
又 f（2005）= f（1）＝2 
故原式＝2 
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337、若 f（x）和 g（x）都是定义在实数集 R 上的函数，且方程 x-f[g(x)]=0有实
数解，则 g[f(x)]不可能是 

A、 2 1
5

x x+ −    B、 2 1
5

x x+ +  C、 2 1
5

x −   D、 2 1
5

x +  

解法 1：设 xxf =)( ，则 f[g(x)]＝g[f(x)]，故方程 x-f[g(x)]=0 

就是 x- g[f(x)]=0即 g[f(x)]= x    （1） 

选支 A, 方程（1）就是 xxx =−+
5
12 有实根 

选支 B, 方程（1）就是 xxx =++
5
12 无实根 

选支 C, 方程（1）就是 xx =−
5
12 有实根 

选支 D, 方程（1）就是 xx =+
5
12 有实根 

故选 B 
解法 2、设方程 x-f[g(x)]=0的实根为a，则化为 f[g( a )]= a  
故 g{f[g( a )]}=g( a ) 
设 g( a )=b，则 g[f（b）］=b 
故方程 g[f(x)]= x（1）有实根 x=b 

在选支 B中, 方程（1）就是 xxx =++
5
12 无实根，因此 g[f(x)]不可能是

5
12 ++ xx  

故选 B 

371、设 f是在实数范围内的函数,且有 f(x+T)=kf(x),其中 T和 k是正数,证明

对任意实数 x有 f(x)＝ )(xga x ，其中 a为常数,g(x)是周期为 T的函数(竞赛) 

分析： ＝xa
xf

+

+
T

)T(
xT aa

xkf )(
，令 1=Ta

k
,得 Tka

1

=  

因此取 g(x)＝ )(xfk T
x

−
,就有 g(x)是周期为 T的函数 

并且 f(x)＝ )(xga x  

证明：设 g(x)＝ )(xfk T
x

−
 

则 g(T+x)＝ )( xTfk T
Tx

+
+

−
= =•

−−
)(

1
xkfk T

X

=
−

)(xfk T
x

 g(x) 

故 g(x)是周期为 T的函数 

因为 g(x)＝ )(xfk T
x

−
 

所以 f(x)＝ )(xgk T
x

,令 Tka
1

= ，就有 f(x)＝ )(xga x  
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423、若函数
34
1

+
+

=
x

axy 在其定义域内存在反函数, 

(1)求 a的取值范围;(2)求此函数的值域.(高考不要求) 

解：由 =
+

−++
=

+
+

=
34

4
31)34(

4
34
1

x

axa

x
axy

34
4

31

4 +

−
+=

x

a
a  

当 0
4

31 =−
a

，即
3
4

=a 时
3
1

34
1

=
+
+

=
x

axy 为常函数，没有反函数，此外都有反函数 

故
3
4

≠a ，此函数的值域是 ≠y
4
a  

424、已知 142)( 2 +−= xxxf , ]0,4[−∈x .解不等式 )1()7( 11 −< −− xfxf  

(高考不要求) 
解： 142)( 2 +−= xxxf 1)1(2 2 −−= x  

)(xf 在 ]0,4[−∈x 上是减函数，且 49)(1 ≤≤ xf  
因此 )(1 xf − 是定义在 ]49,1[ 上的减函数 
故不等式 )1()7( 11 −< −− xfxf 可化为 

 








≤−≤
≤≤
−>

4911
4971
17

x
x
xx

解得 72 ≤≤ x  

425、若函数 f x( )对任意实数 x,y都有 3 3f x y f x f y xy x y 2( ) ( ) ( ) ( )+ = + + + + + ，

又 1 1f =( ) ,  若 t为自然数，试求 f t( )的表达式 

解：令 0== yx ，得 3)0( −=f  

令 ,tx = ,1=y 得  故 3)3(3)1()()1( ++++=+ ttftftf 493)( 2 +++= tttf ， 

=−+ )()1( tftf 493 2 ++ tt ,当 Nt ∈ 时 

)0()( ftf = )]0()1([ ff −+ )]1()2([ ff −+ )]1()([ −−++ tftfL  

= +− 3 4+ )41913( 2 +×+× + )42923( 2 +×+× ++L ]4)1(9)1(3[ 2 +−×+−× tt  

＝ +1 )1(4
2

)1(9
6

)12()1(3 −+
−

×+
−−

× tttttt
＝ 33 23 −+ tt  
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432、已知函数 )1(
)1(
)1()( 2

2

≥
+
−

= x
x
xxf ，求其反函数的定义域和单调区间 

(高考不要求) 

解： )1(
)1(
)1()( 2

2

≥
+
−

= x
x
xxf  

当 1=x 时 0)( =xf ， 

当 1>x 时 2

2

)1(
)1()(

+
−

=
x
xxf 是真分数， 1

)1(
)1()( 2

2

<
+
−

=
x
xxf  

故 )(xf 的值域是 [0，1），即 )(1 xf − 的定义域是[0，1） 

当 1>x 时 

2
)1(
)1()( 2

2
/ =

+
−

=
x
xxf •

+
−

•
1
1

x
x

2)1(
)1()1(

+
−−+

x
xx = 0

)1(
)1(4
3 >

+
−

x
x  

又 )(xf 在 1=x 处左连续，故 )(xf 在 ),1[ +∞ 上是增函数 

故 )(1 xf − 在 [0，1）上是增函数 

445、求 1 1y x x= − + + 的值域 

解： ]4,2[122 22 ∈−+= xy ， 0≥y ，故 22 ≤≤ y  

447、 52 −−= xxy 的反函数是什么？(高考不要求) 

解： yxx −=− 25  

22 445 yyxxx +−=−  

05)14(4 22 =+++− yxyx  

8
79814 −±+

=
yy

x  

故所求的反函数是
8

79814 −++
=

xxy （x )10≥ ） 

52 −−= xxy 的定义域是 ),5[ +∞  

1
2

2 5
y

x
′ = −

− 52
154

−
−−

=
x

x  
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令 0y′ = 得
16
15=x  

当
16
155 << x 时 0/ <y 故 52 −−= xxy 在

16
155 << x 上递减 

当
16
15>x 时 0/ >y 故 52 −−= xxy 在

16
15>x 上递增 

因此 52 −−= xxy 没有反函数 

467、已知 A=B=R，x属于 A,y属于 B,f:x→y=ax+b,若 1,8的原象分别是 3和 10,
求 5在 f下的象(函数) 
 解：因为 1,8的原象分别是 3和 10 
所以 a+b,=3且 8a+b,=10 
解得 a=1，b,=2 
因此 f:x→y=x+2 
故 5在 f下的象是 y=5+2=7 

492、 12 −+= xxy ,求其反函数的定义域(函数) (高考不要求) 

解： 12 −+= xxy  

12 −=− xxy  

⇔








−=−

≥−
≥−

1)(
0
01

22

2

xxy
xy

x





−=−

≥−

)2(1)(
)1(0

22 xxy
xy

 

由（2）得 122 −=− xyy ，易知 0=y 等式不成立，故 0≠y  ，
y

yx
2

12 +
= 代入（1） 

−y 0
2

12

≥
+
y

y
， 012

≥
−

y
y

，解得 1≥y 或 01 <≤− y  

故其反函数的定义域为 U)0,1[− ),1[ +∞  

566、题：2，15，7，40，77 接下来的数是什么? 
想不出什么方便的方法，只好用插值法了（数值计算） 
解：设 

)51)(41)(31)(21(
)5)(4)(3)(2(2)(

−−−−
−−−−

=
nnnnnf

)52)(42)(32)(12(
)5)(4)(3)(1(15

−−−−
−−−−

+
nnnn  

)53)(43)(23)(13(
)5)(4)(2)(1(7

−−−−
−−−−

+
nnnn

)54)(34)(24)(14(
)5)(3)(2)(1(40

−−−−
−−−−

+
nnnn

)45)(35)(25)(15(
)4)(3)(2)(1(77

−−−−
−−−−

+
nnnn  

则
)51)(41)(31)(21(

)56)(46)(36)(26(2)6(
−−−−

−−−−
=f

)52)(42)(32)(12(
)56)(46)(36)(16(15

−−−−
−−−−

+  
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)53)(43)(23)(13(
)56)(46)(26)(16(7

−−−−
−−−−

+
)54)(34)(24)(14(
)56)(36)(26)(16(40

−−−−
−−−−

+
)45)(35)(25)(15(

)46)(36)(26)(16(77
−−−−

−−−−
+  

＝2-75+70-400+770＝367 

592、求 xxy 21−= 的值域(不等式) 

解：定义域为 ]
2
1,(−∞ ，当

2
10 ≤< x 时 

xxy 21−=
9
3)

3
21()21( 3 =

−++
≤−=

xxxxxx 当且仅当
3
1

=x 时取等号 

当 0≤x 时  xxy 21−= 是增函数， 

0021021 =×−≤−= xxy ，当 −∞→x 时 −∞→−= xxy 21  

综上 xxy 21−= 的值域是 ]
9
3,(−∞  

628、已知定义域为[0,1]的函数 f x( )同时满足：对任意的 0 1x [ , ]∈ ，总有 0f x( ) ≥ ， 
1 1f ( ) ,= 若 1 2 1 2 1 2 1 20 0 1x x x x f x x f x f x, , ( ) ( ) ( )≥ ≥ + ≤ + ≥ +有  

(1)求 f x( )的最大值 (2)求证 2f x x( ) ≤ (函数) (推理) (高考难题) 
(1)解：设任意 1 2 1 20 1x x x x, [ , ],∈ <且 ，则 2 1 0 1x x [ , ]− ∈ ，于是 2 1 0f x x( )− ≥  

2 2 1 1 2 1 1 1f x f x x x f x x f x f x( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + ≥ − + ≥  
于是 0 1f x( ) [ , ]在 不减， f x( )的最大值 1 1f ( )= =  
(2)证明 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0f f f f , f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ≥ + ⇒ ≤ ≥ ⇒又 ＝  

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0f f f f , f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ≥ + ⇒ ≤ ≥ ⇒又 ＝  

当
1 11 1 1 2
2 2

x f f x f x( ) ( ) ( )≤ ≤ ≤ ≤ ≤时， ＝   

当
1 1
4 2

x≤ ≤ 时，
1 1 12 1 1
2 2 2

f f f( ) ( ) , ( )≤ ≤＝ , 1 1 2
2 2

f x f x( ) ( )≤ ≤ ≤ ，  

当
1 1
8 4

x≤ ≤ 时，
1 1 1 1 12
4 2 2 4 4

f f f( ) ( ) , ( ) ,≤ ≤ ≤
1 2
4

f x f x( ) ( )≤ ≤ ， 

假设 1

1 1
2 2n nx+ ≤ ≤ 时，都有

1 1 2
2 2n nf f x x( ) ( )≤ ≤且  

则当 2 1

1 1
2 2n nx+ +≤ ≤ 时，

1 1 1 1

1 1 1 1 1 12 2
2 2 2 2 2 2n n n n n nf f f f x f x( ) ( ) , ( ) , ( ) ( )+ + + +≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

于是 2f x x( ) ≤ 对所有的 0 1x [ , ]∈ 总成立 
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655、 y f x( )= 存在反函数 1f x( )− ,且 1f x a( )− + 与 f x a( )+ 互为反函数，若

f a a( ) = ，则 2f a( ) =  (  ) (函数) (高考不要求) 

A -a   B 0   C a   D 2a 

解：由 1y f x a( )−= + 得 )( yfax =+ ， ayfx −= )(  

故 1y f x a( )−= + 的反函数是 axfy −= )(  

故 f x a f x a( ) ( )+ −＝ ，f(2a)= f(a)-a=0 

777、试定义两个函数 f(x),g(x)满足 
（1）它们定义域均为（0，1）（2）他们的值域都是[0，1] 
（3）对于任意的实数 a∈（0，1），f(x)=a有惟一解，g(x)=a有无穷多解 

解：（1）当 x )1,0(∈ 且为有无理数时 f(x)＝x 

当 x )1,0(∈ 且为有理数时，我们先把（0，1）中的有理数按如下方法排成队 

L,
6
5,

6
4,

6
3,

6
2,

6
1,

5
4,

5
3,

5
2,

5
1,

4
3,

4
2,

4
1,

3
2,

3
1,

2
1

，删除重复的有理数后的序列为 

LL ,,,,,,, 54321 naaaaaa  

定义 L241321 )(,)(,1)(,0)( aafaafafaf ==== ，当 3≥n 时 2)( −= nn aaf  

（2）g(x)=
x
1sin , 则 f(x) 与 g(x)满足条件 

803、 2 0 1 0 1 1f x bx ax a b x f x( ) , , [ , ],| ( ) |= − + > > ∈ ≤， , 

命题 0 1 1P x f x: [ , ],| ( ) |∈ ≤ ，命题 1 2Q b a b: − ≤ ≤  

证明： P Q⇔ (函数) (推理) 

证明：
b

a
b

axbx
b
axbaxbxxf

2
)

2
()()(

2
222 +−−=−−=+−=  

在 1
2

≥
b

a
即 ba 2≥ 的条件下，当 ]1,0[∈x 时， 1)(1 ≤≤− xf 恒成立 

的充要条件是 1)1( ≤−= baf ，于是 1+≤ ba ，故 12 +≤ bb ， 1≤b  

与 1>b 矛盾，因此 1
2

<
b

a
，在此大前提下  

命题 P成立




−≥
≤

⇔






−≥−=

≤=
⇔

1
2

1)1(

1
2

)
2

(
2

ba
ba

baf
b

a
b

af  ⇔≤≤−⇔ bab 21 命题 P成立 
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804、 2 0 0 1f x bx ax a b( ) , ,= − + > < ≤， , 

求使 0 1 1x f x[ , ],| ( ) |∈ ≤ 成立的充要条件 (函数) (推理) 

解：
b

a
b

axbx
b
axbaxbxxf

2
)

2
()()(

2
222 +−−=−−=+−=  

（1）当 1
2

≥
b

a
即 ba 2≥ 时，当 ]1,0[∈x 时， 1)(1 ≤≤− xf 恒成立 

的充要条件是 1)1( ≤−= baf ，即 1+≤ ba ，由于 12 +≤ bb  

故此时 12 +≤≤ bab  

（2）当 1
2

<
b

a
即 ba 20 << 时，当 ]1,0[∈x 时， 1)(1 ≤≤− xf 恒成立 

的充要条件是




−≥
≤

⇔






−≥−=

≤=
1

2

1)1(

1
2

)
2

(
2

ba
ba

baf
b

a
b

af  bab 21 ≤≤−⇔  

由于 bb 22 ≥ ， 01 ≤−b 此时 ba 20 ≤<  

综上： 10 +≤< ba  
923、(函数) 
函数 )1ln( 2 ++= xxy 的反函数是 

A、
2

xx eey
−+

=  B、
2

xx eey
−+

−=  C、
2

xx eey
−−

= D、
2

xx eey
−−

−=  

解：原函数当 0=x 时 0=y 于是排除A、B 
原函数当 x是很大的正数时， y也是较大的正数，于是排除D 
故选 C 
924、(函数) 
已知 )(xfy = 是定义在 R上的单调函数，实数 21 xx ≠ ， 1−≠λ ， 

λ
λ

α
+
+

=
1

21 xx
，

λ
λ

β
+
+

=
1

12 xx
，若 |)()(||)()(| 21 βα ffxfxf −<− ，则 

A、 0<λ    B、 0=λ      C、 10 << λ     D、 1≥λ  
解：当 0=λ 时 1x=α ， 2x=β 则 |)()(||)()(| 21 βα ffxfxf −<− 不成立 
排除 B 
当 10 << λ  或 1≥λ 时α， β是以 x轴上以数 21 , xx 为端点的线段的内分点 
作图可知， |)()(||)()(| 21 βα ffxfxf −>− ，于是排除 C、D 
综上，选 A  
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947、(导数) 

已知函数 f(x)是 g(x)的反函数，g(x)=2x-1，设 a>b>0，比较
f a f b

a b
( ) ( )
与 的

大小。 

解：g(x)=2x-1的反函数是 )1(log 2 += xy  

故 )1(log)( 2 += xxf  

设
2ln

)1ln()1(log)()( 2

x
x

x
x

x
xfxF +

=
+

== ，
2ln

)1ln(
1)( 2x

x
x

x

xF
+−

+=′ ， 

设 )1ln(
1

)( +−
+

= x
x

xxq ，则
22 )1(1

1
)1(

1)(
+
−

=
+

−
+

=′
x

x
xx

xq  

当 0=x 时 0)( =′ xq ， 

当 0>x 时 0)( <′ xq ，故 0)0()( ＝qxq < ， 

于是当 0>x 时 0
2ln

)1ln(
1)( 2 <

+−
+=′

x

x
x

x

xF  

因此
x
xfxF )()( = 在 ),0( +∞ 上递减， 

因 a>b>0故
b
bf

a
afbFaF )()()()( << 即  

注：若是小题可用图象 OA OB
f a f bk k

a b
( ) ( ),= =  

975、(函数) 
设 )(xfy = 有反函数 )(1 xfy −= ,且函数 )2( += xfy 与 )1(1 −= − xfy 互为反

函数，求 )0()1( 11 −− − ff 的值。 
解：先求 )2( += xfy 的反函数 
由 )2( += xfy 得 )(2 1 yfx −=+ ， 2)(1 −= − yfx  
于是 )2( += xfy 的反函数是 2)(1 −= − xfy  
因此 =−− 2)(1 xf )1(1 −− xf  

2)1()( 11 =−− −− xfxf  
令 1=x 得 2)0()1( 11 =− −− ff  
 
 
 
 
 
 

O

y

xab

A
B
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977、(函数) (推理) 
已知函数 )()( 2 cbacbxaxxf >>++= 的图像上有两点 ))(,( 11 mfmA ，

))(,( 22 mfmB ，满足 f(1)=0且 0)()()]()([ 2121
2 =+++ mfmfamfmfa  

（1）求证：f(x)的图像被 x轴所截得的线段长的取值范围是[2，3）。 
（2）求证： 0≥b （3）问能否得出 )3()3( 21 ++ mfmf ， 中至少有一个为正数？

请证明你的结论。 
（1） 0)()()]()([ 2121

2 =+++ mfmfamfmfa ， 0)]()][([ 21 =++ mfamfa  
amfamf −=−= )()( 21 或 ，  故方程 acbxax −=++2 有实根 

于是 0)(42 ≥+−=∆ caab ① 
∵ )1(f =0,∴a+b+c=0       
Qa＞b＞c,  ∴0=a+b+c＞c+c+c=3c ，0=a+b+c＜a+a+a=3a，∴a＞0，c＜0,  

∵a＞b，b=-a-c ∴a＞-a-c   ∴-2＜
a
c
② 

∵b＞c，b=-a-c ∴-a-c＞c   ∴
a
c <-

2
1
③ 

把 b=-a-c代入①得 0)3)(( ≥−+ acca ， 0)3)(1( ≥−+
a
c

a
c

， 31 ≥−≤
a
c

a
c

或 ④ 

由②③④得-2＜
a
c

≤ -1 

因为方程 02 =++ cbxax 的两根是 

a
acbbx

2
42

1
−−−

= ，
a

acbbx
2

42

2
−+−

=  

所以 f(x)的图像被 x轴所截得的线段长 

l = =− || 12 xx
a
c

a
ca

a
ca

a
acbx −=

−
=

−
=

−
= 1

)(4 22

2  

这个关于
a
c
函数在-2＜

a
c

≤ -1上递减，于是 ∈l [2，3） 

（2）因 b=-a-c，a＞0故
a
c

a
b

−−= 1  

因-2＜
a
c

≤ -1故 110 <−−≤
a
c

，所以 0≥
a
b

， 0≥b  

(3) 若 amf −=)( 1 ，因 a＞0得 0)( 1 <mf  

因 f(1)=0故 ))(1()(
a
cxxaxf −−=  

即 )( 1mf =a(m1-1)(m1- a
c )＜0,，(m1-1)(m1- a

c )＜0,， 

因 1≤
a
c

故
a
c
＜m1＜1又

a
c
＞-2，故 m1+3＞

a
c +3＞-2+3＝1  

因 )(xf 在（1，+∞）上递增，故 f(m1+3)＞f(1)=0 
若 amf −=)( 2 同理可证 0)3( 2 >+mf  
因此 )3()3( 21 ++ mfmf ， 中至少有一个为正数 
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988、(函数) 

已知函数 f(x)=
1−−

−
ax

xa
的反函数的对称中心是(-1,3),则实数 a等于(   ) 

A、-2、B、3   C、2   D、-4 
解：因 f(x)反函数的对称中心是(-1,3)， 

故 f(x)= 1
1

1
1

)1(1
1

−
−−

−
=

−−
−−−−

=
−−

−
axax

ax
ax

xa
对称中心为（3，-1） 

于是 31 =+a ， 2=a  
1003、(函数) 

在 P(1,1),Q(1,2),M(2,3),N( 1
2

, 1
4

)四点中，函数 )10( ≠>= aaay x 且 的图像与其反

函数图像的公共点只可能是点 
A.P  B.Q  C.M  D.N             

解：函数 xay = ，反函数 xy alog=  

第一步：检验 A，把 P(1,1)代入 xay = 得 1=a ，与 1≠a 矛盾 

第二步：检验 B，把 P(1,2)代入 xy alog= ， 21log =a 矛盾式 

第三步：检验 C，把 P(2,3)代入 xay = 和 xy alog= ，得 

3=a 和 3 2=a 矛盾 

故选 D 
1030、(函数) (推理) 

已知二次函数 ( ) cbxaxxf ++= 2 ，当|x| 1≤ 时有|f(x)|≤1 

（Ⅰ）求证: 当|x| ≤ 2时| cbxax ++2 |≤7 
（Ⅱ）求证: |x| 1≤ 时| bax +2 |≤4并讨论等号能否成立 
（Ⅲ）求证: ||x| 1≤ 时| abxcx ++2 |≤2 
证明：（Ⅰ） ( ) ( ) ( ) cfnfmf === 0,11 ，设 , 

因为，当|x| 1≤ 时有|f(x)|≤1，所以， 1≤m ， 1≤n ， 1≤c  

因为， ( ) ( ) ( ) cfcbafcbaf =+−=−++= 0,1,1  

所以 ncbamcba =+−=++ , 解得 )(
2
1),2(

2
1 nmbcnma −=−+= , 

于是 ( ) cbxaxxf ++= 2 cxnmxcnm +−+−+= )(
2
1)2(

2
1 2  

)1()(
2
1)(

2
1 222 xcxxnxxm −+−++=  

( ) ≤|| xf |1|||||||
2
1||||

2
1 222 xcxxnxxm −+−++  

|1|||
2
1||

2
1 222 xxxxx −+−++≤  
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当 21 ≤≤ x 时， ( ) ≤|| xf 712)1()(
2
1)(

2
1 2222 ≤−=−+−++ xxxxxx  

当 10 ≤≤ x 时， ( ) ≤|| xf 20111)1()(
2
1)(

2
1 2222 =−+<−+=−+−−+ xxxxxxx  

当 01 ≤≤− x 时 ( ) ≤|| xf 20111)1()(
2
1)(

2
1 2222 =−+<−−=−+−++− xxxxxxx  

当 12 −≤≤− x 时， ( ) ≤|| xf 712)1()(
2
1)(

2
1 2222 ≤−=−+−++ xxxxxx  

综上所述， ( ) 7|| ≤xf  

（Ⅱ）因 bax +2 = cxxnxm 2|)
2
1(|)

2
1( +−++  

故 ≤+ |2| bax |||2||)
2
1(||||)

2
1(||| xcxnxm +−++ |||

2
1||

2
1| xxx +−++≤  

当 1|| ≤x 时 1||,
2
3|

2
1|,

2
3|

2
1| ≤≤−≤+≤ xxx ，于是 4|2| ≤+ bax  

当 1||,
2
3|

2
1|,

2
3|

2
1| ==−=+ xxx 同时成立时取等号，这是不可能的，等号不成立 

(Ⅲ) ( ) abxcxxg ++= 2 = +−+ xnmcx )(
2
12 )2(

2
1 cnm −+  

 





 −

+





 +

+−=
2

1
2

1)1( 2 xnxmxc  

( ) ≤xg故 |
2

1||
2

1||)1(| 2 





 −

+





 +

+−
xnxmxc |

2
1||

2
1||)1(| 2 






 −

+





 +

+−≤
xxx  

当|x| 1≤ 时，有 11 ≤≤− x ， 012 ≤−x ， 0
2

1
≥






 +x

， 0
2

1
≥






 − x

 

( ) ≤xg故 





 −

+





 +

+
2

1
2

1)-1( 2 xxx 22 2 ≤− x＝ ，综上所述，原命题成立 

1206、(函数) 
已知 )12( += xfy 是定义在 R 上的奇函数，函数 y g x( )= 的图象与函数 y f x( )=
的图象关于 y x= 对称，则 g x g x( ) ( )+ − 的值为(   ) 
A、2   B、0   C、1   D、不能确定 

解：因 y g x( )= 的图象与函数 y f x( )= 的图象关于 y x= 对称 

故 1g x f x( ) ( )−=  

)12( += xfy 是奇函数于是它的反函数 1)(
2
1 1 −= − xfy 也是奇函数， 

故 01)(
2
11)(

2
1 11 =−−+− −− xfxf ，即 2)()( 11 =−+ −− xfxf ，故选 A 
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1214、(函数) (竟赛) 

f(x)是一个定义在正实数集上的增函数，且 1]1)([)( =+
x

xffxf ,则 f(1)=? 

解：设 mf =)1( ，在 1]1)([)( =+
x

xffxf 中令 1=x 得 

1)1( =+mmf ，于是
m

mf 1)1( =+  

在 1]1)([)( =+
x

xffxf 中令 1+= mx 得 

1)
1

11(1
=

+
+

mm
f

m
，于是 )1()

1
11( fm

mm
f ==

+
+  

因 f(x)是一个定义在正实数集上的增函数 

故 1
1

11
=

+
+

mm
，解得

2
51±

=m  

当
2

51)1( +
== mf 时 

因
m

mf 1)1( =+ ，故
2

1̀5
15

1)1
2

51( −
=

+
=+

+f  

于是 )1()1
2

51( ff <+
+

与 f (x)是一个定义在正实数集上的增函数相矛盾 

因此
2

51)1( −
== mf ，解完 

注：函数
x

xf 2
51

)(

−

= 满足条件，但 02
51

lim)(lim =

−

=
+∞→+∞→ x

xf
xx

 

1231、(方程) (函数) 
已知 a>0,设 x1、x2为方程 ax2+(b-1)x+1=0的两根,如果 x1<2，且|x1-x2|=2， 

求 b的取值范围 

解：设 )0(1)1()( 2 >+−+= axbaxxf  

因 01
21 >=

a
xx ，所以 21 , xx 同号.  

（1）当 01
21 >

−
=+

a
bxx ，即 1<b 时 21 , xx 同正 

因 x1<2，|x1-x2|=2，于是 21 20 xx <<< ，且 212 =− xx  
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∴其充要条件是   














=
−−

>
<

<>

2
4)1(

0)0(
0)2(

1,0

2

a
ab

f
f

ba

即








+−=+

<−+

<>

②1)1()12(
①0124

1,0

22 ba
ba
ba

 

由②得
2

11)1( 2 −+−
=

b
a 代入①，解得  

4
1

<b  

（2）当 01
21 <

−
=+

a
bxx ，即 1>b 时 21 , xx 同负，x1<2，|x1-x2|=2，的充要条件

是  














=
−−

>−−

>>

2
4)1(

04)1(
1,0

2

2

a
ab

ab
ba

即




>+=−

>>

044)1(
1,0

22 aab
ba

解得 1>b  

综上：
4
1

<b 或 1>b  

1236、(函数) (竟赛) 

设 定 义 域 为 R 的 函 数

1 1
1

1 1

x
xf x

x

,
| |( )
         ,  

 ≠ −= 
 =

， 若 关 于 x 的 方 程

2 0f x bf x c[ ( )] ( )+ + = 有三个不同的实根 1 2 3x x x, , ，则 2 2 2
1 2 3x x x+ + 等于（   ） 

A、5   B、
2

2

2 2b
b

+    C、13    D、
2

2

3 2c
c

+   

答： 2 0f x bf x c[ ( )] ( )+ + = (*)有三个不同的实根 1 2 3x x x, , ，于是 

2 0t bt c+ + = 有正实根，且 1为必为一根，否则 

(1) 2 0t bt c+ + =  有两个异于 1的正根，则(*)有 4根 

(2) 2 0t bt c+ + =  有恰有一个异于 1的正根，则(*)只有 2根 

故 2 0t bt c+ + = 的正根只能为 1 

当 1f x( ) = 时，x= 0，1，2，于是 2 2 2
1 2 3x x x+ + ＝5，选 A 
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1243、已知函数 f x( ) 定义域是 R，且对任意实数 a 都有 )(1 axfy += − 与

)( axfy += 互为反函数，若 2 1f ( ) = ，则 1f ( ) = ______ 

解 1： )(1 axfy += − 的反函数是 axfy −= )( ，又是 )( axfy +=  

于是 )()( axfaxf +=− 对 x与 a恒成立，令 1,1 == ax 得 )2(1)1( ff =− ＝1， 

故 2)1( =f  

解 2：  

因为 1)2( =f 所以 1)11( =+f ，于是点 A )1,1( 在 )1( += xfy 的图象上 

令 1=a 得 )1( += xfy 的反函数是 )1(1 += − xfy  

故把 A的横纵坐标对调后所得的点 B )1,1( 在 )1(1 += − xfy 的图象上 

因此， 1)11(1 =+−f 即 2)1(1)2(1 =⇒=− ff  

1251、(竟赛) (函数) 

已知函数 )2()2( xfxf −=− ， )7()7( xfxf −=+ ，, ∈x  [0,7],只有 f(1)=f(3)=0 

(1)判定函数 )(xf 其奇偶性(2)求方程 0)( =xf 在区间[-2005,2005]上根的个数 

解：（1）因为 )2()2( xfxf −=−  

所以 )()]2(2[]2)2[()( xfxfxfxf =−−−=+−−=−  

于是 )(xf 是偶函数，图象关于 y轴对称 

（2）因为 )7()7( xfxf −=+  

所以 )(xf 图象关于 7=x 对称，并且 

)()()]7(7[)]7(7[)14( xfxfxfxfxf =−=+−=++==+  

于是 )(xf 以 14为周期 

因为 )(xf 在区间[0,7],只有 f(1)=f(3)=0，图象关于 7=x 对称 

所以 )(xf 在区间[0,14],只有 f(1)=f(3)=f(11)=f(13)=0 

)(xf 在区间[0,14],只有 f(1)=f(3)=f(11)=f(13)=0 
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因为 2005＝143×14+3 

故方程 0)( =xf 在区间[0,2005]上有 4×143+2＝574个根 

于是 )(xf 在区间[-2005,2005]上根的个数有 574×2＝1148个 

如果按原题已知函数 )2()2( xfxf −=+ ， )7()7( xfxf −=+ ，可得最小正周期

为 10，证法如下 

)()]2(2[
)]2(2[)4()]3(7[)]3(7[)10(

xfxf
xfxfxfxfxf

=+−+=
+−−=−=+−=++=+

 

1274、(函数) (竟赛) 

已知函数 )(xfy = 的图象与函数 )10( ≠>= aaay x 且 的图象关于直线 xy =

对称,记 ]1)2()()[()( −+= fxfxfxg ,若 )(xgy = 在区间 ]2,
2
1[ 上是增函数,则实数

a的范围是(   )A、[2，+∞），B、 )2,0()1,0( U   C、 )1,
2
1[   D、 ]

2
1,0(  

解 1： xxf alog)( = ， 
)12log(loglog)( −+= aaa xxxg  

0)12loglog2(
ln
1

ln
log

)12log(log
ln
1)( ≥−+=+−+=′ aa

a
aa x

axax
xx

ax
xg  

对 ]2,
2
1[∈x 恒成立 

当 1>a 时，因 0
ln
1

>
ax

，故 012loglog2 ≥−+ aa x 对 ]2,
2
1[∈x 恒成立 

ax aa log2log 2 ≥ ， ax ≥22 ， a≥
2
1

，此时无解 

当 1<a 时 ， 因 0
ln
1

<
ax

， 故 012loglog2 ≤−+ aa x 对 ]2,
2
1[∈x 恒 成 立

ax aa log2log 2 ≤ ， ax ≥22 ， a≥
2
1

，此时
2
10 ≤< a ，于是选 D 

解 2： xxf alog)( = ， )12log(loglog)( −+= aaa xxxg  
设 xt alog= ，于是 )12log2()( −+== attyxg  

取 2=a 得 xt 2log= ， )1( += tty 在 ⇒∈ ]2,
2
1[x ]1,1[−∈t 外函数有增有减，去 A 

取
4
3

=a ， 112log >+− a ， 于 是
2
1

2
12log

>
+− a ， ],[log 2 mmxt −∈= ，

1
4
3log

2
1log

4
3

4
3 =>=m ，于是 ],[log 2 mmxt −∈= 有增有减，去 B、C，故选 D 

解 3： xxf alog)( = ， )12log(loglog)( −+= aaa xxxg  

设 xt alog= ，于是 )12log2()( −+== attyxg ，对称轴
2

12log +−
= at  
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（1）当 1>a 时， ]2,
2
1[∈x ， ]2log,

2
1[loglog aaa xt ∈=  

2
1log

2
12log

a
a ≤

+−
，

2
1log212log aa ≤+− ，

2
1loglog aa a ≤ ，

2
1

≤a 矛盾 

（2）当 10 << a 时， ]2,
2
1[∈x ， ]

2
1log,2[loglog aaa xt ∈=  

2
1log

2
12log

a
a ≥

+−
，

2
1loglog aa a ≥ ，

2
1

≤a ，于是
2
10 ≤< a 故选 D 

 
1296、(函数) 

求函数 25 400 3 0 100f x x x x( ) ( )= + − ≤ ≤ 的最小值 

解： 40053 2 +=+ xxy  

平方整理得得 010000616 22 =+−− yyxx  

01000064100)10000(6436 222 ≥×−=+−−=∆ yyy  

解得 80≥y 或 80−≤y  

因 0≥x ，故 03534005 2 ≥−>−+= xxxxy  

于是 80≥y ，当且仅当 0=∆ 时上式取等号，此时 ]100,0[15
162
806

∈=
×
×

=x  

故当 15=x 时， y取最小值 80 

评：（1）解题不要一味追求巧法，对于大多数题目来说通法是最好的 
（2）一个题目能够有多种解法，更有利于学生的理解 
1351 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0 

f x lg x( ) = ，a,b满足 1 1
2 2

f a f b 2f a b( ) ( ) ( )= = + ，且0 a b< < ， 

求证 ：3 2 2b< < +  
证明：由 )()( bfaf = ，得 |lg||lg| ba = ， ba lglg ±= ，但 0<a<b 
于是 ba lglg −= ， ba <<< 10 ， 1=ab ， 

由 )
2
1

2
1(2)( bafbf += 得， |)

2
1

2
1lg(|2|lg| bab +=  

因 1
2
1

2
1

=≥+ abba ， 1>b 故， )
2
1

2
1lg(2lg bab +=  

2)
2
1

2
1( b
b

b += ， 2
22 12)1(4

b
bb

b
b ++=+=  

因 01
2 >

b
，故 24 2 +> bb ，解得 2222 +<<− b  

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0
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因 11
2 <

b
，故 34 2 +< bb ，解得 31 >< bb 或  

于是 223 +<< b  
1352 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0 

已知函数 2f x x ax b( ) = + + 当实数 p、q满足 p+q=1时  
证明 pf(x)+qf(y) ≥ f(px+qy)对于任意实数 x、y都成立的充要条件是 0 ≤ p ≤ 1 
证明： )()()()()()()()( qypxfyfqpqxfqppqypxfyqxpf +−+++=+−+  
= )()]()([)()( 22 qypxfyxfpqyfqxfp +−+++  
= baqyapxpqxybayybaxxpqbayqbaxp −−−−+++++++++ 2)()()( 2222  
= bqaypaxbaybaxpqbayqbaxpyxpq −−−++++++++− )()()()( 222  
= 2222 )()()()()()()( qpbayqpqaxqppbaybaxpqbayqbaxpyxpq +−+−+−++++++++−  
= 2)( yxpq −  
（1）若 10 ≤≤ p ，因 p+q=1，故 10 ≤≤ q 则 0)( 2 ≥− yxpq  
于是 )()()( qypxfyqxpf +≥+  
（2）若 )()()( qypxfyqxpf +≥+ ，于任意实数 x、y都成立，则 0≥pq  
于是 0)1( ≥− pp ，故 10 ≤≤ p  
1363 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23955&start=0&show=0 

求
222 ++

−=
xx

xy 的值域 

解：（1）当 0=x 时， 0
222

=
++

−=
xx

xy  

（2）当 0>x 时，

2

2 221

1
22

xx
xx

xy
++

−=
++

−=  

设 2

221
xx

u ++= ， 01
>=

x
t ，  

则
u

y 1
−= 于是 1122 2 >++= ttu  

因
u

y 1
−= 在 ),1( +∞∈u 上递增，于是 )0,1(−∈y  

（3）当 0<x 时，

2

2 221

1
22

xx
xx

xy
++

=
++

−=  

设 2

221
xx

u ++= ， 01
<=

x
t ，  

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23955&start=0&show=0
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则
u

y 1
= ，

2
1

2
1)

2
1(2122 22 ≥++=++= tttu  

因
u

y 1
= 在 ),

2
1[ +∞∈u 上递减，于是 ],2,0(∈y  

综上所述， ]2,1(−∈y  

1365 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=24110&show=0 

2

2 2

3 2( ) log
1

x x nf x
mx

+ +
=

+
，当 n= -1时,f(x)的值域为 R,求 m的取值范围 

解：当 n= -1时,
1

123log)( 2

2

2 +
−+

=
mx

xxxf 的值域为 R 

于是
1

123
2

2

+
−+

=
mx

xxt 可取到所有正数 

即 t取到所有正数时，关于 x的方程 012)3( 2 =++−− txxtm 都有实数根 

也就是 0)1)(3(44 ≥+−− ttm 对 0>t 恒成立 

0)1)(3(1 ≥+−− ttm  

043)1( ≤−−+ tmtt 对 0>t 恒成立 

)1(
43

+
+

≤
tt
tm 对 0>t 恒成立 

设 0
54

9
45

9

3
1

3
4)1(

43,443 2 >
−+

=
+−

=
−

•
−

=
+
+

>+=

u
uuu

u
uu

u
tt
ttu  

于是 0≤m  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=24110&show=0
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1402 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=286960&pid=2982424&page=1&extra=pa

geD1#pid2982424 
在 f(x)=sinx，f(x)=2x，f(x)=2x+1，f(x)=log2x，f(x)=x2这五个函数中，四个正实数

x1， x2, α , β 满足 x1 ≠ x2， α ≠ β ,则当 12 xx −>−αβ 时，使

)()()(( 12 xfxfff −>− αβ 恒成立的函数的个数是 

A．1个          B．2个             C．3个            D．4个 
答：横向距离很大时，纵向距离可以趋于 0的，显然不行 
指对函数这样不均匀变化的横向距离小的时候，纵向距离仍可以很大的也不行 
象直线函数这样均匀变化时结论成立 
换一种方法说，导函数是连续变化的就不成立 
因此选 A  
1455 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=280581&page=3#pid29
25379 

f(x)=1不是周期函数？ 
答：常数函数是以任意非零实数为周期的周期函数，无最小正周期 
 
1468、 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=287865&page=1#pid2991269 

由等式 4 3 2 4 3 2
1 2 3 4 1 2 3 4( 1) ( 1) ( 1) ( 1)x a x a x a x a x b x b x b x b+ + + + = + + + + + + + +  

定义映射 1 2 3 4 1 2 3 4), , ,f a a a a b b b b+ + +（ ＝ .则 4,3, )2,1f（ ＝______? 

答：设 4 3 2 4 3 2
1 2 3 44 3 2 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)x x x x x b x b x b x b+ + + + = + + + + + + + +  

令 x=0代入得 1 2 3 4 1 2 3 41 1 , 0b b b b b b b b= + + + + + + + =  

于是 1 2 3 44,3, 2, 0)1f b b b b+ + += =（  

 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=286960&pid=2982424&page=1&extra=pa
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=280581&page=3#pid29
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=287865&page=1#pid2991269
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廖老师网上千题解答二、超纲函数 
６、求 21y x x= + − 的值域 

解：由 21 0 1x x ,− ≥ ≤ ≤得-1 于是可设
2 2

x sin ( )π π
θ θ= − ≤ ≤ ， 

则 2
4

y sin cos sin( )π
θ θ θ= + = + ， 

3 2 2 1 2
2 2 4 4 4 2 4 2

ysin( )π π π π π π
θ θ θ− ≤ ≤ ⇒ − ≤ + ≤ ⇒ − ≤ + ≤ ⇒ − ≤ ≤  

 

11、已知 1 1y f x m n( ) ( , )= + + 过点 ,求 1 1y f x( )= − − 的反函数过点＿＿＿＿＿＿。 

1 1 1 1 2 2 1 1
1 1 2 2 1 1 2 2

y f x m n n f m n f m
y f x m n y f x n m

( ) ( , ) ( ) ( )
( ) ( , ) ( ) ( , )

= + + ⇒ = + + ⇒ − = + − −

⇒ = − − + − ⇒ = − − − +

解： 过点

过点 的反函数过点
 

46如何找一个函数 f x( )使 11)( yxf = ， 22 )( yxf = ， 33)( yxf = ， 44)( yxf =  

答 
(1)插值公式构造是找一个函数 f(x)它在给定的 n个 x的值时，函数取到给定的 n
个值的公式 

例如找一个函数 f(x)使， 11)( yxf = ， 22)( yxf = ， 33)( yxf =  

适合这一条件的函数有很多其中之一是 

))((
))((

)(
233

213

1
xxxx
xxxxyxf

−−
−−

=
))((
))((

3212

312

xxxx
xxxxy

−−
−−

+ +
))((
))((

3121

321

xxxx
xxxxy

−−
−−  

这个函数叫做插值函数，也叫做插值公式。 

(2)自已想一想 11)( yxf = ， 22)( yxf = ， 33)( yxf = ， 44)( yxf = 的插值公式。 

(3)为什么适合条件 11)( yxf = ， 22)( yxf = ， 33)( yxf = 函数 f(x)有无穷多个呢？ 

))((
))((

)(
233

213

1
xxxx
xxxxy

xf
−−
−−

=
))((
))((

3212

312

xxxx
xxxxy

−−
−−

+ +
))((
))((

3121

321

xxxx
xxxxy

−−
−− + )( 1xxa − )( 2xx − )( 3xx −  

当a取任意实数时都行 
(4)数列是定义在正整数集上的函数，因此数列也有插值公式的。 
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63、已知
x

xxf
+

=
1
2)(   

求 )100()3()2()1( ffff ++++ L + +)
2
1(f +)

2
2(f +)

2
3(f ++ )

2
100(fL  

+)
3
1(f +)

3
2(f +)

3
3(f ++ )

3
100(fL …… +)

100
1(f +)

100
2(f +)

100
3(f )

100
100(f+L  

解∵
x

xxf
+

=
1
2)( ，

x
x

x
x

f
+

=
+

=
1

2
11

2

)1(  ∴ )(xf =+ )1(
x

f
x

x
+1
2

x+
+

1
2 =2 

由于 

)100()3()2()1( ffff ++++ L + 

+)
2
1(f +)

2
2(f +)

2
3(f ++ )

2
100(fL  

 

+)
3
1(f +)

3
2(f +)

3
3(f ++ )

3
100(fL  

…… 
 

+)
100

1(f +)
100

2(f +)
100

3(f )
100
100(f+L  

关于的对角线对称的两数的和是 2)1()( =+
x

fxf ，对角线上有 100个 1)1( =f ， 

故这 1万个数的和为 10000 
8 5、函数 f(x)的定义域为 D，若存在 x0∈D，使 f(x0)=x0，则称以（x0,x0）为坐

标的点为函数 f(x)图象上的不动点。   若 D=R，则“f(x)为奇函数，且有有限个
不动点”是“f(x)有不动点，且个数为奇数个”的 
        (A)充要条件 
        (B)充分不必要条件 
        (C)必要不充分条件 
        (D)既不充分也不必要条件 
选 B，  函数的不动点既是该函数图象与 y=x的交点 
因为 f(x)为奇函数且定义域为 R，，所以 f(x)必过(0,0)点 
因为 f(x)为奇函数所以说如果它在第一象限与 y=x有交点则有在第三象限的交点 
所以“f(x)为奇函数且定义域为 R 且有有限个不动点”说明了 f(x)有奇数个不动
点 
而“f(x)有不动点，且个数为奇数个”可以很容易地画出一个与 y=x交点只有一
个的直线（例如 y=2）所以说“f(x)为奇函数，且有有限个不动点”是“f(x)有不
动点，且个数为奇数个”的充分不必要条件 
 
 
 
 



 3

97、函数 y＝x＋ 12 ++ xx 的值域为_______________. 

解： y-x= 12 ++ xx  









++=−

≥++

≥

1)(
01
22

2

xxxy
xx

xy
⇔





++=−

≥

)2(1)(
)1(
22 xxxy

xy
 

由（2）得
12
12

+
−

=
y

yx  

代入（1）得
12
12

+
−

≥
y

yy ， 0
12

12

≥
+

++
y

yy
，

2
1

−>y  

123、若方程 012 2 =−− xax 在（0，1）内恰有一解则 a的取值范围是？ 

解：当 0=a 时原方程就是 01 =−− x ， ∉−= 1x （0，1） 

当 0≠a 时，设 =)(xf 12 2 −− xax  

① 当 0)1()0( <ff 时，方程（0，1）内恰有一解， 

•−1 0)112( <−−a ，解得 1>a  

②当方程一个根是 1时，则另一个根是 ∉−=
2
1x （0，1） 

综上： 1>a  
142、求 12 ++= xxy 12 +−− xx 的值域 

解 1： 12 ++= xxy 12 +−− xx  

22 )
2
3()

2
1( ++= x 22 )

2
3()

2
1( +−− x  

用几何意意得 y )1,1(−∈  

解 2：
11

2
22 +−+++

=
xxxx

xy  

+∞→x ⇒ 1→y ， −∞→x ⇒ 1−→y  
故得 y )1,1(−∈  
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149、 112 ≥−+ axx 怎么用图象解呀？ 

解： 112 ≥−+ axx 化为 112 +≥+ axx   

设 12
1 += xy ， 12 += axy  

作出它们的图象 
（图中双曲线去掉 x轴下方的部分） 

由观察双曲线 12
1 += xy 的图象在 

直线 12 += axy 上方的部分 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 2 2 2

2 2

1 2 2

2

2

1 1 1 2 1
1 2

1 0
21 0

1

22 0
1

3
4 0

2
5 0

1

x ax x a x ax
a x ax

a x
aa x x
a

a
aa
a

a
a

aa
a

( )

,

, )

, )

, )

+ + + + +

−

= ± =

≠ ± = =
−

°

° < < ∞ +∞
−

° ≥ ∞

° ≤ − +∞

° < < ∞ +∞
−

U

U

由方程 ＝ ，得 ＝

＝

当 时，

当 时，

１当 ＝0时，解集为R

当 1时，解集为(- ,0] [

当 1时，解集为(- ,0]

当 1时，解集为[

当-1 时，解集为(- , ] [0

 

194、求函数 2 3 2y x x x= + − + 的值域（联赛） 

解： =− xy 232 +− xx  

等价于








+−=−

≥+−

≥−

23)(
023

0

22

2

xxxy
xx

xy
等价于





+−=−

≥−

)2(23)(
)1(0

22 xxxy
xy

 

由 )2( 得
32
22

−
−

=
y

yx 代入（1）得 

0
32
22

≥
−
−

−
y

yy 解得
2
312 <≤≥ yy 或  

 
 
 

a=0

0<a<1
a<-1a>1 -1<a<0

a=1
a=-1

x

y

A
M

N

T
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223、已知奇函数 F(x)定义域为(-∞,-2)∪(2,+∞),且在(-∞,-2)上是增函数,又

F(-3)=0,f(θ)=cos2θ-2mcosθ+4m,θ∈[0,
2
π ],又集合 

M={m｜F[f(θ)]>0},N={m｜f(θ)>2},求M∩N 
解：由 F[f(θ)]>0得 
-3<f(θ)<-2，或 f(θ)>3 
又 f(θ)>2 
故M∩N＝{ m｜f(θ)>3} 
cos2θ-2mcosθ+4m>3 

θ2cos3cos)24( −>−m  

=
−

−
>

θ
θ

cos24
cos24 2

m
θ
θ

cos2
cos2 2

−
−  

设 ]2,1[cos2 ∈−= θt 和，则 t−= 2cosθ  

θ
θ

cos2
cos2 2

−
−

＝
t

t 2)2(2 −−
＝

t
tt 222 −+
＝ 22

+− t
t

 

在 ]2,1[∈t 上递减，故
θ
θ

cos2
cos2 2

−
−

最大值为 3 

因此 3>m ，即M∩N＝{m｜m>3} 

227、已知 2f x x( ) = ， axxg +=)( ， 1>a ,,若 f x ag x f x| ( ) ( ) | | ( ) |− ≤ 在[1，4]上

恒成立，求 a的范围 

解：| |)(||)()( xfxagxf ≤− ， 

⇔ 2 2 2x a x a x x| ( ) | | |− + ≤ =  

⇔ 2 2 2x x a x a x( )− ≤ − + ≤ ,  

设 1 2t x [ ]= ∈ ， , 

22 2 2t t a t a t( )− ≤ − + ≤  

2 2 24 0 0at t a a t a( ) ( )− + ≤ − + ≤且 显然成立  

⇔  2 24 0at t a− + ≤ 对 1 2t [ ]∈ ，恒成立 

设 2 24Q t at t a( ) = − + , 0Q t max( ) ≤ ,对称轴 2t=
a

 

2−
3− 2

3 x

y

O
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(1)当 41
3

a< ≤ 时, 2 3 2
2

t=
a

[ , )∈ , 2 21 4 0 4Q t Q a a a amax( ) ( ) , ,= = − + ≤ + ≤ 成立  

(2) 当 4
3

a> 时, 2 30
2

t=
a

( , )∈ , 2 22 4 8 0 4 8 0Q t Q a a a amax( ) ( ) ,= = − + ≤ + − ≤  

解得 2 2 3 2 2 3a− − ≤ ≤ − + .此时
4 2 2 3
3

a< ≤ − +  

综上1 2 2 3a< ≤ − +  

解 2：从设 0Q t max( ) ≤ 开始, 由于 1a >  

于是
2

2

1 4 0
2 4 8 0

Q a a
Q a a

( )
( )

 = − + ≤


= − + ≤
解得1 2 2 3a< ≤ − +  

234、已知3 1 2 1 2 17f x f x x( ) ( )+ − − = + ,求 f x( )   (高考不要求) 

解： ])1()1([
3
2)1()1( bxkxfbxkxf +−+−=++++  

得 bkkxxfxf −−−=−−+ 5)1(2)1(3  

2=− k 且 175 =−− bk  
∴ 2−=k 且 7−=b  

]7)1(2)1([
3
27)1(2)1( −−−−=−+−+ xxfxxf  

]7)1(2)1([
3
27)1(2)1( −−−−=−+−+ xxfxxf  

xcxxf )
3
2(7)1(2)1( =−+−+  

92)
3
2()1( 2 ++=+ xcxf

x

( Rc ∈ )，以上解答不一定正确 

237、若 f(x)和 g(x)都是定义在实数Ｒ上的函数，且方程 x-f[g(x)]=0 有实数解,则
g[f(x)]不可能是（ ） 

A、 2 1
5

x x+ −    B. 2 1
5

x x+ +    C. 2 1
5

x −    D. 2 1
5

x +  

解：用特例法，令 g(x)＝x， 则 f[g(x)]＝f(x)，g[f(x)]= f(x) 
方程 x-f[g(x)]=0有实根就是 f(x)=x有实根 

对选支逐一判断，可知只有 2 1
5

x x+ + =x无实数解，故选 B 

说明：本题是 2004年浙江理卷，第 12题 
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248、题目:设自然数集 N与集合 A之间存在双射 f:N→A，则称 A是可数无限集.
证明整数集 Z为可数无限集. 
    最近在研究数学分析,可是发现原本很简单的题目自己都变得无能为力了.对
于这个题目,入手我感觉还可以,就是试图找到N与Z之间的一个双射.可是对于这
两个数集是否能构成我束手无策了.显然 Z的范围要比 N大(不知这样说可不可
以),怎样才能找到那样的一个双射呢?（高考不要求） 
证明：把 Z中的元素按如下顺序排列 
0，-1，1，-2，2，-3，3，-4，4，…… 
让上面的每个元素与它的序号对应就建立了一个从 Z到 N的一一映射 
因此 Z是可数无限集 
256、已知函数 F(X)对任意的实数 X,Y 都有 F(X+Y)=F(X)+F(Y)+2Y(X+Y)+1,且
F(1)=1问题:若 X属于 N+,试求 F(X)的表达式. 
解：F(X+Y)=F(X)+F(Y)+2Y(X+Y)+1中 
令 y=1得 F(X+1)=F(x)+F(1)+2(X+1)+1= F(x)+ 2X+4 
F(X+1)- F(x)=2X+4 
当 X属于 N*且 X≥2时 
F(X)= F(1)+ F(2)- F(1)+ F(3)- F(2)+ …+ F(x)- F(x-1) 
=1+6+8+10+…+ 2X+4 
=1+(x-1)(6+ 2X+4)/2= x2+4x-4对 x=1也成立 

故当 X属于 N*时 F(X) ＝x2+4x-4.157、 
276、 对于在区间[m，n]上有意义的两个函数 f(x)与 g(x)，如果对任意的 
x [m∈ ，n]，均有|f(x)－g(x)|≤1，则称 f(x)与 g(x)在[m，n]上是接近的，否则称 f(x)

与 g(x)在[m，n]上是非接近的，现有两个函数 

与)3(log)(1 axxf a −= )1,0(1log)(2 ≠>
−

= aa
ax

xf a 讨论 f1(x)与 f2(x)在给定区间

[a+2，a+3]上是否是接近的. 
解：f(x)与 g(x)的定义域分别为 ),[ +∞a 和 ),3[ +∞a   

首先要有[a+2，a+3] ),[ +∞⊆ a 且[a+2，a+3] ),3[ +∞⊆ a  
故 a+2－3a＞0，a+2－a＞0， ∴0＜a＜1， 

 由|f1(x)－f2(x)|=loga(x
2－4ax+3a2)≤1，得－1≤loga(x

2－4ax+3a2)≤1 

因 0＜a＜1故
a
1
>x2－4ax+3a2>a(1) 

设 g(x)= x
2
－4ax+3a

2
＝(x-2a)

2
-a

2
使(1)对 x∈[a+2，a+3]恒成立的充要条件是 

g(x)min>a 且 g(x)max<
a
1
 

g(x)对称轴 x=2a，a+2-2a=2-a>0,即 a+2>2a
 

故 g(x)在[a+2，a+3]上递增， 

因此，g(x)min=g(a+2)=9－6a，g(x)max=g(a+3)= 4－4a.    

所以 9－6a >a 且 4－4a <
a
1
 

解得：
12

5790 −
≤< a ， 

故当
12

5790 −
≤< a f1(x)与 f2(x)在[a+2，a+3]上是接近，此外是不接近的. 
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294、函数
2
1)( 2 ++= xxxf  , [ ]1x n n  ,∈ + , ,n Z ∈ 的值域中 

有 10个不同的整数,求 n 

解：
2
1)( 2 ++= xxxf 的对称轴为

2
1

−=x  

（1）当 0≥n 时区间[n,n+1]在对称轴右边 

所以
2
1)( 2 ++= xxxf 在区间[n,n+1]上递增 

故 ,
2
1[)( 2 ++∈ nnxf ]

2
1)1()1( 2 ++++ nn  

−++++
2
1)1()1( 2 nn 10)

2
1( 2 =++ nn  

101)12( =++n ， 4=n  

（2）当 1−=n 时区间[n,n+1]=[-1,0]则 ]1,
4
1[)( −∈xf 不合舍去 

（3）当 2−≤n 时区间[n,n+1]在对称轴左边 

所以
2
1)( 2 ++= xxxf 在区间[n,n+1]上递减 

故 [)( ∈xf
2
1)1()1( 2 ++++ nn ]

2
1, 2 ++ nn  

−++ )
2
1( 2 nn 10

2
1)1()1( 2 =−+−+ nn  

101)12( =−+− n ， 6−=n  

综上 64 −= 或n  
295、定义域为 R的奇函数 f（x），对任意 x ∈R有 f（x）=f（x+2），且 f（1）
=2 
则 f（2）+f（4）+f（6）+……+f（2005）=--------- 
解：定义域为 R 的奇函数 f（x） 
f（0）＝0 
f（2）＝f（0）=0 
f（4）＝f（2）=0 
…… 
因此 
f（2）+f（4）+f（6）+……+f（2004）＝0 
又 f（2005）= f（1）＝2 
故原式＝2 
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337、若 f（x）和 g（x）都是定义在实数集 R 上的函数，且方程 x-f[g(x)]=0有实
数解，则 g[f(x)]不可能是 

A、 2 1
5

x x+ −    B、 2 1
5

x x+ +  C、 2 1
5

x −   D、 2 1
5

x +  

解法 1：设 xxf =)( ，则 f[g(x)]＝g[f(x)]，故方程 x-f[g(x)]=0 

就是 x- g[f(x)]=0即 g[f(x)]= x    （1） 

选支 A, 方程（1）就是 xxx =−+
5
12 有实根 

选支 B, 方程（1）就是 xxx =++
5
12 无实根 

选支 C, 方程（1）就是 xx =−
5
12 有实根 

选支 D, 方程（1）就是 xx =+
5
12 有实根 

故选 B 
解法 2、设方程 x-f[g(x)]=0的实根为a，则化为 f[g( a )]= a  
故 g{f[g( a )]}=g( a ) 
设 g( a )=b，则 g[f（b）］=b 
故方程 g[f(x)]= x（1）有实根 x=b 

在选支 B中, 方程（1）就是 xxx =++
5
12 无实根，因此 g[f(x)]不可能是

5
12 ++ xx  

故选 B 

371、设 f是在实数范围内的函数,且有 f(x+T)=kf(x),其中 T和 k是正数,证明

对任意实数 x有 f(x)＝ )(xga x ，其中 a为常数,g(x)是周期为 T的函数(竞赛) 

分析： ＝xa
xf

+

+
T

)T(
xT aa

xkf )(
，令 1=Ta

k
,得 Tka

1

=  

因此取 g(x)＝ )(xfk T
x

−
,就有 g(x)是周期为 T的函数 

并且 f(x)＝ )(xga x  

证明：设 g(x)＝ )(xfk T
x

−
 

则 g(T+x)＝ )( xTfk T
Tx

+
+

−
= =•

−−
)(

1
xkfk T

X

=
−

)(xfk T
x

 g(x) 

故 g(x)是周期为 T的函数 

因为 g(x)＝ )(xfk T
x

−
 

所以 f(x)＝ )(xgk T
x

,令 Tka
1

= ，就有 f(x)＝ )(xga x  
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423、若函数
34
1

+
+

=
x

axy 在其定义域内存在反函数, 

(1)求 a的取值范围;(2)求此函数的值域.(高考不要求) 

解：由 =
+

−++
=

+
+

=
34

4
31)34(

4
34
1

x

axa

x
axy

34
4

31

4 +

−
+=

x

a
a  

当 0
4

31 =−
a

，即
3
4

=a 时
3
1

34
1

=
+
+

=
x

axy 为常函数，没有反函数，此外都有反函数 

故
3
4

≠a ，此函数的值域是 ≠y
4
a  

424、已知 142)( 2 +−= xxxf , ]0,4[−∈x .解不等式 )1()7( 11 −< −− xfxf  

(高考不要求) 
解： 142)( 2 +−= xxxf 1)1(2 2 −−= x  

)(xf 在 ]0,4[−∈x 上是减函数，且 49)(1 ≤≤ xf  
因此 )(1 xf − 是定义在 ]49,1[ 上的减函数 
故不等式 )1()7( 11 −< −− xfxf 可化为 

 








≤−≤
≤≤
−>

4911
4971
17

x
x
xx

解得 72 ≤≤ x  

425、若函数 f x( )对任意实数 x,y都有 3 3f x y f x f y xy x y 2( ) ( ) ( ) ( )+ = + + + + + ，

又 1 1f =( ) ,  若 t为自然数，试求 f t( )的表达式 

解：令 0== yx ，得 3)0( −=f  

令 ,tx = ,1=y 得  故 3)3(3)1()()1( ++++=+ ttftftf 493)( 2 +++= tttf ， 

=−+ )()1( tftf 493 2 ++ tt ,当 Nt ∈ 时 

)0()( ftf = )]0()1([ ff −+ )]1()2([ ff −+ )]1()([ −−++ tftfL  

= +− 3 4+ )41913( 2 +×+× + )42923( 2 +×+× ++L ]4)1(9)1(3[ 2 +−×+−× tt  

＝ +1 )1(4
2

)1(9
6

)12()1(3 −+
−

×+
−−

× tttttt
＝ 33 23 −+ tt  
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432、已知函数 )1(
)1(
)1()( 2

2

≥
+
−

= x
x
xxf ，求其反函数的定义域和单调区间 

(高考不要求) 

解： )1(
)1(
)1()( 2

2

≥
+
−

= x
x
xxf  

当 1=x 时 0)( =xf ， 

当 1>x 时 2

2

)1(
)1()(

+
−

=
x
xxf 是真分数， 1

)1(
)1()( 2

2

<
+
−

=
x
xxf  

故 )(xf 的值域是 [0，1），即 )(1 xf − 的定义域是[0，1） 

当 1>x 时 

2
)1(
)1()( 2

2
/ =

+
−

=
x
xxf •

+
−

•
1
1

x
x

2)1(
)1()1(

+
−−+

x
xx = 0

)1(
)1(4
3 >

+
−

x
x  

又 )(xf 在 1=x 处左连续，故 )(xf 在 ),1[ +∞ 上是增函数 

故 )(1 xf − 在 [0，1）上是增函数 

445、求 1 1y x x= − + + 的值域 

解： ]4,2[122 22 ∈−+= xy ， 0≥y ，故 22 ≤≤ y  

447、 52 −−= xxy 的反函数是什么？(高考不要求) 

解： yxx −=− 25  

22 445 yyxxx +−=−  

05)14(4 22 =+++− yxyx  

8
79814 −±+

=
yy

x  

故所求的反函数是
8

79814 −++
=

xxy （x )10≥ ） 

52 −−= xxy 的定义域是 ),5[ +∞  

1
2

2 5
y

x
′ = −

− 52
154

−
−−

=
x

x  
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令 0y′ = 得
16
15=x  

当
16
155 << x 时 0/ <y 故 52 −−= xxy 在

16
155 << x 上递减 

当
16
15>x 时 0/ >y 故 52 −−= xxy 在

16
15>x 上递增 

因此 52 −−= xxy 没有反函数 

467、已知 A=B=R，x属于 A,y属于 B,f:x→y=ax+b,若 1,8的原象分别是 3和 10,
求 5在 f下的象(函数) 
 解：因为 1,8的原象分别是 3和 10 
所以 a+b,=3且 8a+b,=10 
解得 a=1，b,=2 
因此 f:x→y=x+2 
故 5在 f下的象是 y=5+2=7 

492、 12 −+= xxy ,求其反函数的定义域(函数) (高考不要求) 

解： 12 −+= xxy  

12 −=− xxy  

⇔








−=−

≥−
≥−

1)(
0
01

22

2

xxy
xy

x





−=−

≥−

)2(1)(
)1(0

22 xxy
xy

 

由（2）得 122 −=− xyy ，易知 0=y 等式不成立，故 0≠y  ，
y

yx
2

12 +
= 代入（1） 

−y 0
2

12

≥
+
y

y
， 012

≥
−

y
y

，解得 1≥y 或 01 <≤− y  

故其反函数的定义域为 U)0,1[− ),1[ +∞  

566、题：2，15，7，40，77 接下来的数是什么? 
想不出什么方便的方法，只好用插值法了（数值计算） 
解：设 

)51)(41)(31)(21(
)5)(4)(3)(2(2)(

−−−−
−−−−

=
nnnnnf

)52)(42)(32)(12(
)5)(4)(3)(1(15

−−−−
−−−−

+
nnnn  

)53)(43)(23)(13(
)5)(4)(2)(1(7

−−−−
−−−−

+
nnnn

)54)(34)(24)(14(
)5)(3)(2)(1(40

−−−−
−−−−

+
nnnn

)45)(35)(25)(15(
)4)(3)(2)(1(77

−−−−
−−−−

+
nnnn  

则
)51)(41)(31)(21(

)56)(46)(36)(26(2)6(
−−−−

−−−−
=f

)52)(42)(32)(12(
)56)(46)(36)(16(15

−−−−
−−−−

+  
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)53)(43)(23)(13(
)56)(46)(26)(16(7

−−−−
−−−−

+
)54)(34)(24)(14(
)56)(36)(26)(16(40

−−−−
−−−−

+
)45)(35)(25)(15(

)46)(36)(26)(16(77
−−−−

−−−−
+  

＝2-75+70-400+770＝367 

592、求 xxy 21−= 的值域(不等式) 

解：定义域为 ]
2
1,(−∞ ，当

2
10 ≤< x 时 

xxy 21−=
9
3)

3
21()21( 3 =

−++
≤−=

xxxxxx 当且仅当
3
1

=x 时取等号 

当 0≤x 时  xxy 21−= 是增函数， 

0021021 =×−≤−= xxy ，当 −∞→x 时 −∞→−= xxy 21  

综上 xxy 21−= 的值域是 ]
9
3,(−∞  

628、已知定义域为[0,1]的函数 f x( )同时满足：对任意的 0 1x [ , ]∈ ，总有 0f x( ) ≥ ， 
1 1f ( ) ,= 若 1 2 1 2 1 2 1 20 0 1x x x x f x x f x f x, , ( ) ( ) ( )≥ ≥ + ≤ + ≥ +有  

(1)求 f x( )的最大值 (2)求证 2f x x( ) ≤ (函数) (推理) (高考难题) 
(1)解：设任意 1 2 1 20 1x x x x, [ , ],∈ <且 ，则 2 1 0 1x x [ , ]− ∈ ，于是 2 1 0f x x( )− ≥  

2 2 1 1 2 1 1 1f x f x x x f x x f x f x( ) ( ) ( ) ( ) ( )= − + ≥ − + ≥  
于是 0 1f x( ) [ , ]在 不减， f x( )的最大值 1 1f ( )= =  
(2)证明 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0f f f f , f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ≥ + ⇒ ≤ ≥ ⇒又 ＝  

0 1 0 1 0 0 0 0 0 0f f f f , f f( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ ≥ + ⇒ ≤ ≥ ⇒又 ＝  

当
1 11 1 1 2
2 2

x f f x f x( ) ( ) ( )≤ ≤ ≤ ≤ ≤时， ＝   

当
1 1
4 2

x≤ ≤ 时，
1 1 12 1 1
2 2 2

f f f( ) ( ) , ( )≤ ≤＝ , 1 1 2
2 2

f x f x( ) ( )≤ ≤ ≤ ，  

当
1 1
8 4

x≤ ≤ 时，
1 1 1 1 12
4 2 2 4 4

f f f( ) ( ) , ( ) ,≤ ≤ ≤
1 2
4

f x f x( ) ( )≤ ≤ ， 

假设 1

1 1
2 2n nx+ ≤ ≤ 时，都有

1 1 2
2 2n nf f x x( ) ( )≤ ≤且  

则当 2 1

1 1
2 2n nx+ +≤ ≤ 时，

1 1 1 1

1 1 1 1 1 12 2
2 2 2 2 2 2n n n n n nf f f f x f x( ) ( ) , ( ) , ( ) ( )+ + + +≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

于是 2f x x( ) ≤ 对所有的 0 1x [ , ]∈ 总成立 
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655、 y f x( )= 存在反函数 1f x( )− ,且 1f x a( )− + 与 f x a( )+ 互为反函数，若

f a a( ) = ，则 2f a( ) =  (  ) (函数) (高考不要求) 

A -a   B 0   C a   D 2a 

解：由 1y f x a( )−= + 得 )( yfax =+ ， ayfx −= )(  

故 1y f x a( )−= + 的反函数是 axfy −= )(  

故 f x a f x a( ) ( )+ −＝ ，f(2a)= f(a)-a=0 

777、试定义两个函数 f(x),g(x)满足 
（1）它们定义域均为（0，1）（2）他们的值域都是[0，1] 
（3）对于任意的实数 a∈（0，1），f(x)=a有惟一解，g(x)=a有无穷多解 

解：（1）当 x )1,0(∈ 且为有无理数时 f(x)＝x 

当 x )1,0(∈ 且为有理数时，我们先把（0，1）中的有理数按如下方法排成队 

L,
6
5,

6
4,

6
3,

6
2,

6
1,

5
4,

5
3,

5
2,

5
1,

4
3,

4
2,

4
1,

3
2,

3
1,

2
1

，删除重复的有理数后的序列为 

LL ,,,,,,, 54321 naaaaaa  

定义 L241321 )(,)(,1)(,0)( aafaafafaf ==== ，当 3≥n 时 2)( −= nn aaf  

（2）g(x)=
x
1sin , 则 f(x) 与 g(x)满足条件 

803、 2 0 1 0 1 1f x bx ax a b x f x( ) , , [ , ],| ( ) |= − + > > ∈ ≤， , 

命题 0 1 1P x f x: [ , ],| ( ) |∈ ≤ ，命题 1 2Q b a b: − ≤ ≤  

证明： P Q⇔ (函数) (推理) 

证明：
b

a
b

axbx
b
axbaxbxxf

2
)

2
()()(

2
222 +−−=−−=+−=  

在 1
2

≥
b

a
即 ba 2≥ 的条件下，当 ]1,0[∈x 时， 1)(1 ≤≤− xf 恒成立 

的充要条件是 1)1( ≤−= baf ，于是 1+≤ ba ，故 12 +≤ bb ， 1≤b  

与 1>b 矛盾，因此 1
2

<
b

a
，在此大前提下  

命题 P成立




−≥
≤

⇔






−≥−=

≤=
⇔

1
2

1)1(

1
2

)
2

(
2

ba
ba

baf
b

a
b

af  ⇔≤≤−⇔ bab 21 命题 P成立 
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804、 2 0 0 1f x bx ax a b( ) , ,= − + > < ≤， , 

求使 0 1 1x f x[ , ],| ( ) |∈ ≤ 成立的充要条件 (函数) (推理) 

解：
b

a
b

axbx
b
axbaxbxxf

2
)

2
()()(

2
222 +−−=−−=+−=  

（1）当 1
2

≥
b

a
即 ba 2≥ 时，当 ]1,0[∈x 时， 1)(1 ≤≤− xf 恒成立 

的充要条件是 1)1( ≤−= baf ，即 1+≤ ba ，由于 12 +≤ bb  

故此时 12 +≤≤ bab  

（2）当 1
2

<
b

a
即 ba 20 << 时，当 ]1,0[∈x 时， 1)(1 ≤≤− xf 恒成立 

的充要条件是




−≥
≤

⇔






−≥−=

≤=
1

2

1)1(

1
2

)
2

(
2

ba
ba

baf
b

a
b

af  bab 21 ≤≤−⇔  

由于 bb 22 ≥ ， 01 ≤−b 此时 ba 20 ≤<  

综上： 10 +≤< ba  
923、(函数) 
函数 )1ln( 2 ++= xxy 的反函数是 

A、
2

xx eey
−+

=  B、
2

xx eey
−+

−=  C、
2

xx eey
−−

= D、
2

xx eey
−−

−=  

解：原函数当 0=x 时 0=y 于是排除A、B 
原函数当 x是很大的正数时， y也是较大的正数，于是排除D 
故选 C 
924、(函数) 
已知 )(xfy = 是定义在 R上的单调函数，实数 21 xx ≠ ， 1−≠λ ， 

λ
λ

α
+
+

=
1

21 xx
，

λ
λ

β
+
+

=
1

12 xx
，若 |)()(||)()(| 21 βα ffxfxf −<− ，则 

A、 0<λ    B、 0=λ      C、 10 << λ     D、 1≥λ  
解：当 0=λ 时 1x=α ， 2x=β 则 |)()(||)()(| 21 βα ffxfxf −<− 不成立 
排除 B 
当 10 << λ  或 1≥λ 时α， β是以 x轴上以数 21 , xx 为端点的线段的内分点 
作图可知， |)()(||)()(| 21 βα ffxfxf −>− ，于是排除 C、D 
综上，选 A  
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947、(导数) 

已知函数 f(x)是 g(x)的反函数，g(x)=2x-1，设 a>b>0，比较
f a f b

a b
( ) ( )
与 的

大小。 

解：g(x)=2x-1的反函数是 )1(log 2 += xy  

故 )1(log)( 2 += xxf  

设
2ln

)1ln()1(log)()( 2

x
x

x
x

x
xfxF +

=
+

== ，
2ln

)1ln(
1)( 2x

x
x

x

xF
+−

+=′ ， 

设 )1ln(
1

)( +−
+

= x
x

xxq ，则
22 )1(1

1
)1(

1)(
+
−

=
+

−
+

=′
x

x
xx

xq  

当 0=x 时 0)( =′ xq ， 

当 0>x 时 0)( <′ xq ，故 0)0()( ＝qxq < ， 

于是当 0>x 时 0
2ln

)1ln(
1)( 2 <

+−
+=′

x

x
x

x

xF  

因此
x
xfxF )()( = 在 ),0( +∞ 上递减， 

因 a>b>0故
b
bf

a
afbFaF )()()()( << 即  

注：若是小题可用图象 OA OB
f a f bk k

a b
( ) ( ),= =  

975、(函数) 
设 )(xfy = 有反函数 )(1 xfy −= ,且函数 )2( += xfy 与 )1(1 −= − xfy 互为反

函数，求 )0()1( 11 −− − ff 的值。 
解：先求 )2( += xfy 的反函数 
由 )2( += xfy 得 )(2 1 yfx −=+ ， 2)(1 −= − yfx  
于是 )2( += xfy 的反函数是 2)(1 −= − xfy  
因此 =−− 2)(1 xf )1(1 −− xf  

2)1()( 11 =−− −− xfxf  
令 1=x 得 2)0()1( 11 =− −− ff  
 
 
 
 
 
 

O

y

xab

A
B
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977、(函数) (推理) 
已知函数 )()( 2 cbacbxaxxf >>++= 的图像上有两点 ))(,( 11 mfmA ，

))(,( 22 mfmB ，满足 f(1)=0且 0)()()]()([ 2121
2 =+++ mfmfamfmfa  

（1）求证：f(x)的图像被 x轴所截得的线段长的取值范围是[2，3）。 
（2）求证： 0≥b （3）问能否得出 )3()3( 21 ++ mfmf ， 中至少有一个为正数？

请证明你的结论。 
（1） 0)()()]()([ 2121

2 =+++ mfmfamfmfa ， 0)]()][([ 21 =++ mfamfa  
amfamf −=−= )()( 21 或 ，  故方程 acbxax −=++2 有实根 

于是 0)(42 ≥+−=∆ caab ① 
∵ )1(f =0,∴a+b+c=0       
Qa＞b＞c,  ∴0=a+b+c＞c+c+c=3c ，0=a+b+c＜a+a+a=3a，∴a＞0，c＜0,  

∵a＞b，b=-a-c ∴a＞-a-c   ∴-2＜
a
c
② 

∵b＞c，b=-a-c ∴-a-c＞c   ∴
a
c <-

2
1
③ 

把 b=-a-c代入①得 0)3)(( ≥−+ acca ， 0)3)(1( ≥−+
a
c

a
c

， 31 ≥−≤
a
c

a
c

或 ④ 

由②③④得-2＜
a
c

≤ -1 

因为方程 02 =++ cbxax 的两根是 

a
acbbx

2
42

1
−−−

= ，
a

acbbx
2

42

2
−+−

=  

所以 f(x)的图像被 x轴所截得的线段长 

l = =− || 12 xx
a
c

a
ca

a
ca

a
acbx −=

−
=

−
=

−
= 1

)(4 22

2  

这个关于
a
c
函数在-2＜

a
c

≤ -1上递减，于是 ∈l [2，3） 

（2）因 b=-a-c，a＞0故
a
c

a
b

−−= 1  

因-2＜
a
c

≤ -1故 110 <−−≤
a
c

，所以 0≥
a
b

， 0≥b  

(3) 若 amf −=)( 1 ，因 a＞0得 0)( 1 <mf  

因 f(1)=0故 ))(1()(
a
cxxaxf −−=  

即 )( 1mf =a(m1-1)(m1- a
c )＜0,，(m1-1)(m1- a

c )＜0,， 

因 1≤
a
c

故
a
c
＜m1＜1又

a
c
＞-2，故 m1+3＞

a
c +3＞-2+3＝1  

因 )(xf 在（1，+∞）上递增，故 f(m1+3)＞f(1)=0 
若 amf −=)( 2 同理可证 0)3( 2 >+mf  
因此 )3()3( 21 ++ mfmf ， 中至少有一个为正数 
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988、(函数) 

已知函数 f(x)=
1−−

−
ax

xa
的反函数的对称中心是(-1,3),则实数 a等于(   ) 

A、-2、B、3   C、2   D、-4 
解：因 f(x)反函数的对称中心是(-1,3)， 

故 f(x)= 1
1

1
1

)1(1
1

−
−−

−
=

−−
−−−−

=
−−

−
axax

ax
ax

xa
对称中心为（3，-1） 

于是 31 =+a ， 2=a  
1003、(函数) 

在 P(1,1),Q(1,2),M(2,3),N( 1
2

, 1
4

)四点中，函数 )10( ≠>= aaay x 且 的图像与其反

函数图像的公共点只可能是点 
A.P  B.Q  C.M  D.N             

解：函数 xay = ，反函数 xy alog=  

第一步：检验 A，把 P(1,1)代入 xay = 得 1=a ，与 1≠a 矛盾 

第二步：检验 B，把 P(1,2)代入 xy alog= ， 21log =a 矛盾式 

第三步：检验 C，把 P(2,3)代入 xay = 和 xy alog= ，得 

3=a 和 3 2=a 矛盾 

故选 D 
1030、(函数) (推理) 

已知二次函数 ( ) cbxaxxf ++= 2 ，当|x| 1≤ 时有|f(x)|≤1 

（Ⅰ）求证: 当|x| ≤ 2时| cbxax ++2 |≤7 
（Ⅱ）求证: |x| 1≤ 时| bax +2 |≤4并讨论等号能否成立 
（Ⅲ）求证: ||x| 1≤ 时| abxcx ++2 |≤2 
证明：（Ⅰ） ( ) ( ) ( ) cfnfmf === 0,11 ，设 , 

因为，当|x| 1≤ 时有|f(x)|≤1，所以， 1≤m ， 1≤n ， 1≤c  

因为， ( ) ( ) ( ) cfcbafcbaf =+−=−++= 0,1,1  

所以 ncbamcba =+−=++ , 解得 )(
2
1),2(

2
1 nmbcnma −=−+= , 

于是 ( ) cbxaxxf ++= 2 cxnmxcnm +−+−+= )(
2
1)2(

2
1 2  

)1()(
2
1)(

2
1 222 xcxxnxxm −+−++=  

( ) ≤|| xf |1|||||||
2
1||||

2
1 222 xcxxnxxm −+−++  

|1|||
2
1||

2
1 222 xxxxx −+−++≤  
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当 21 ≤≤ x 时， ( ) ≤|| xf 712)1()(
2
1)(

2
1 2222 ≤−=−+−++ xxxxxx  

当 10 ≤≤ x 时， ( ) ≤|| xf 20111)1()(
2
1)(

2
1 2222 =−+<−+=−+−−+ xxxxxxx  

当 01 ≤≤− x 时 ( ) ≤|| xf 20111)1()(
2
1)(

2
1 2222 =−+<−−=−+−++− xxxxxxx  

当 12 −≤≤− x 时， ( ) ≤|| xf 712)1()(
2
1)(

2
1 2222 ≤−=−+−++ xxxxxx  

综上所述， ( ) 7|| ≤xf  

（Ⅱ）因 bax +2 = cxxnxm 2|)
2
1(|)

2
1( +−++  

故 ≤+ |2| bax |||2||)
2
1(||||)

2
1(||| xcxnxm +−++ |||

2
1||

2
1| xxx +−++≤  

当 1|| ≤x 时 1||,
2
3|

2
1|,

2
3|

2
1| ≤≤−≤+≤ xxx ，于是 4|2| ≤+ bax  

当 1||,
2
3|

2
1|,

2
3|

2
1| ==−=+ xxx 同时成立时取等号，这是不可能的，等号不成立 

(Ⅲ) ( ) abxcxxg ++= 2 = +−+ xnmcx )(
2
12 )2(

2
1 cnm −+  

 





 −

+





 +

+−=
2

1
2

1)1( 2 xnxmxc  

( ) ≤xg故 |
2

1||
2

1||)1(| 2 





 −

+





 +

+−
xnxmxc |

2
1||

2
1||)1(| 2 






 −

+





 +

+−≤
xxx  

当|x| 1≤ 时，有 11 ≤≤− x ， 012 ≤−x ， 0
2

1
≥






 +x

， 0
2

1
≥






 − x

 

( ) ≤xg故 





 −

+





 +

+
2

1
2

1)-1( 2 xxx 22 2 ≤− x＝ ，综上所述，原命题成立 

1206、(函数) 
已知 )12( += xfy 是定义在 R 上的奇函数，函数 y g x( )= 的图象与函数 y f x( )=
的图象关于 y x= 对称，则 g x g x( ) ( )+ − 的值为(   ) 
A、2   B、0   C、1   D、不能确定 

解：因 y g x( )= 的图象与函数 y f x( )= 的图象关于 y x= 对称 

故 1g x f x( ) ( )−=  

)12( += xfy 是奇函数于是它的反函数 1)(
2
1 1 −= − xfy 也是奇函数， 

故 01)(
2
11)(

2
1 11 =−−+− −− xfxf ，即 2)()( 11 =−+ −− xfxf ，故选 A 
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1214、(函数) (竟赛) 

f(x)是一个定义在正实数集上的增函数，且 1]1)([)( =+
x

xffxf ,则 f(1)=? 

解：设 mf =)1( ，在 1]1)([)( =+
x

xffxf 中令 1=x 得 

1)1( =+mmf ，于是
m

mf 1)1( =+  

在 1]1)([)( =+
x

xffxf 中令 1+= mx 得 

1)
1

11(1
=

+
+

mm
f

m
，于是 )1()

1
11( fm

mm
f ==

+
+  

因 f(x)是一个定义在正实数集上的增函数 

故 1
1

11
=

+
+

mm
，解得

2
51±

=m  

当
2

51)1( +
== mf 时 

因
m

mf 1)1( =+ ，故
2

1̀5
15

1)1
2

51( −
=

+
=+

+f  

于是 )1()1
2

51( ff <+
+

与 f (x)是一个定义在正实数集上的增函数相矛盾 

因此
2

51)1( −
== mf ，解完 

注：函数
x

xf 2
51

)(

−

= 满足条件，但 02
51

lim)(lim =

−

=
+∞→+∞→ x

xf
xx

 

1231、(方程) (函数) 
已知 a>0,设 x1、x2为方程 ax2+(b-1)x+1=0的两根,如果 x1<2，且|x1-x2|=2， 

求 b的取值范围 

解：设 )0(1)1()( 2 >+−+= axbaxxf  

因 01
21 >=

a
xx ，所以 21 , xx 同号.  

（1）当 01
21 >

−
=+

a
bxx ，即 1<b 时 21 , xx 同正 

因 x1<2，|x1-x2|=2，于是 21 20 xx <<< ，且 212 =− xx  
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∴其充要条件是   














=
−−

>
<

<>

2
4)1(

0)0(
0)2(

1,0

2

a
ab

f
f

ba

即








+−=+

<−+

<>

②1)1()12(
①0124

1,0

22 ba
ba
ba

 

由②得
2

11)1( 2 −+−
=

b
a 代入①，解得  

4
1

<b  

（2）当 01
21 <

−
=+

a
bxx ，即 1>b 时 21 , xx 同负，x1<2，|x1-x2|=2，的充要条件

是  














=
−−

>−−

>>

2
4)1(

04)1(
1,0

2

2

a
ab

ab
ba

即




>+=−

>>

044)1(
1,0

22 aab
ba

解得 1>b  

综上：
4
1

<b 或 1>b  

1236、(函数) (竟赛) 

设 定 义 域 为 R 的 函 数

1 1
1

1 1

x
xf x

x

,
| |( )
         ,  

 ≠ −= 
 =

， 若 关 于 x 的 方 程

2 0f x bf x c[ ( )] ( )+ + = 有三个不同的实根 1 2 3x x x, , ，则 2 2 2
1 2 3x x x+ + 等于（   ） 

A、5   B、
2

2

2 2b
b

+    C、13    D、
2

2

3 2c
c

+   

答： 2 0f x bf x c[ ( )] ( )+ + = (*)有三个不同的实根 1 2 3x x x, , ，于是 

2 0t bt c+ + = 有正实根，且 1为必为一根，否则 

(1) 2 0t bt c+ + =  有两个异于 1的正根，则(*)有 4根 

(2) 2 0t bt c+ + =  有恰有一个异于 1的正根，则(*)只有 2根 

故 2 0t bt c+ + = 的正根只能为 1 

当 1f x( ) = 时，x= 0，1，2，于是 2 2 2
1 2 3x x x+ + ＝5，选 A 
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1243、已知函数 f x( ) 定义域是 R，且对任意实数 a 都有 )(1 axfy += − 与

)( axfy += 互为反函数，若 2 1f ( ) = ，则 1f ( ) = ______ 

解 1： )(1 axfy += − 的反函数是 axfy −= )( ，又是 )( axfy +=  

于是 )()( axfaxf +=− 对 x与 a恒成立，令 1,1 == ax 得 )2(1)1( ff =− ＝1， 

故 2)1( =f  

解 2：  

因为 1)2( =f 所以 1)11( =+f ，于是点 A )1,1( 在 )1( += xfy 的图象上 

令 1=a 得 )1( += xfy 的反函数是 )1(1 += − xfy  

故把 A的横纵坐标对调后所得的点 B )1,1( 在 )1(1 += − xfy 的图象上 

因此， 1)11(1 =+−f 即 2)1(1)2(1 =⇒=− ff  

1251、(竟赛) (函数) 

已知函数 )2()2( xfxf −=− ， )7()7( xfxf −=+ ，, ∈x  [0,7],只有 f(1)=f(3)=0 

(1)判定函数 )(xf 其奇偶性(2)求方程 0)( =xf 在区间[-2005,2005]上根的个数 

解：（1）因为 )2()2( xfxf −=−  

所以 )()]2(2[]2)2[()( xfxfxfxf =−−−=+−−=−  

于是 )(xf 是偶函数，图象关于 y轴对称 

（2）因为 )7()7( xfxf −=+  

所以 )(xf 图象关于 7=x 对称，并且 

)()()]7(7[)]7(7[)14( xfxfxfxfxf =−=+−=++==+  

于是 )(xf 以 14为周期 

因为 )(xf 在区间[0,7],只有 f(1)=f(3)=0，图象关于 7=x 对称 

所以 )(xf 在区间[0,14],只有 f(1)=f(3)=f(11)=f(13)=0 

)(xf 在区间[0,14],只有 f(1)=f(3)=f(11)=f(13)=0 
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因为 2005＝143×14+3 

故方程 0)( =xf 在区间[0,2005]上有 4×143+2＝574个根 

于是 )(xf 在区间[-2005,2005]上根的个数有 574×2＝1148个 

如果按原题已知函数 )2()2( xfxf −=+ ， )7()7( xfxf −=+ ，可得最小正周期

为 10，证法如下 

)()]2(2[
)]2(2[)4()]3(7[)]3(7[)10(

xfxf
xfxfxfxfxf

=+−+=
+−−=−=+−=++=+

 

1274、(函数) (竟赛) 

已知函数 )(xfy = 的图象与函数 )10( ≠>= aaay x 且 的图象关于直线 xy =

对称,记 ]1)2()()[()( −+= fxfxfxg ,若 )(xgy = 在区间 ]2,
2
1[ 上是增函数,则实数

a的范围是(   )A、[2，+∞），B、 )2,0()1,0( U   C、 )1,
2
1[   D、 ]

2
1,0(  

解 1： xxf alog)( = ， 
)12log(loglog)( −+= aaa xxxg  

0)12loglog2(
ln
1

ln
log

)12log(log
ln
1)( ≥−+=+−+=′ aa

a
aa x

axax
xx

ax
xg  

对 ]2,
2
1[∈x 恒成立 

当 1>a 时，因 0
ln
1

>
ax

，故 012loglog2 ≥−+ aa x 对 ]2,
2
1[∈x 恒成立 

ax aa log2log 2 ≥ ， ax ≥22 ， a≥
2
1

，此时无解 

当 1<a 时 ， 因 0
ln
1

<
ax

， 故 012loglog2 ≤−+ aa x 对 ]2,
2
1[∈x 恒 成 立

ax aa log2log 2 ≤ ， ax ≥22 ， a≥
2
1

，此时
2
10 ≤< a ，于是选 D 

解 2： xxf alog)( = ， )12log(loglog)( −+= aaa xxxg  
设 xt alog= ，于是 )12log2()( −+== attyxg  

取 2=a 得 xt 2log= ， )1( += tty 在 ⇒∈ ]2,
2
1[x ]1,1[−∈t 外函数有增有减，去 A 

取
4
3

=a ， 112log >+− a ， 于 是
2
1

2
12log

>
+− a ， ],[log 2 mmxt −∈= ，

1
4
3log

2
1log

4
3

4
3 =>=m ，于是 ],[log 2 mmxt −∈= 有增有减，去 B、C，故选 D 

解 3： xxf alog)( = ， )12log(loglog)( −+= aaa xxxg  

设 xt alog= ，于是 )12log2()( −+== attyxg ，对称轴
2

12log +−
= at  
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（1）当 1>a 时， ]2,
2
1[∈x ， ]2log,

2
1[loglog aaa xt ∈=  

2
1log

2
12log

a
a ≤

+−
，

2
1log212log aa ≤+− ，

2
1loglog aa a ≤ ，

2
1

≤a 矛盾 

（2）当 10 << a 时， ]2,
2
1[∈x ， ]

2
1log,2[loglog aaa xt ∈=  

2
1log

2
12log

a
a ≥

+−
，

2
1loglog aa a ≥ ，

2
1

≤a ，于是
2
10 ≤< a 故选 D 

 
1296、(函数) 

求函数 25 400 3 0 100f x x x x( ) ( )= + − ≤ ≤ 的最小值 

解： 40053 2 +=+ xxy  

平方整理得得 010000616 22 =+−− yyxx  

01000064100)10000(6436 222 ≥×−=+−−=∆ yyy  

解得 80≥y 或 80−≤y  

因 0≥x ，故 03534005 2 ≥−>−+= xxxxy  

于是 80≥y ，当且仅当 0=∆ 时上式取等号，此时 ]100,0[15
162
806

∈=
×
×

=x  

故当 15=x 时， y取最小值 80 

评：（1）解题不要一味追求巧法，对于大多数题目来说通法是最好的 
（2）一个题目能够有多种解法，更有利于学生的理解 
1351 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0 

f x lg x( ) = ，a,b满足 1 1
2 2

f a f b 2f a b( ) ( ) ( )= = + ，且0 a b< < ， 

求证 ：3 2 2b< < +  
证明：由 )()( bfaf = ，得 |lg||lg| ba = ， ba lglg ±= ，但 0<a<b 
于是 ba lglg −= ， ba <<< 10 ， 1=ab ， 

由 )
2
1

2
1(2)( bafbf += 得， |)

2
1

2
1lg(|2|lg| bab +=  

因 1
2
1

2
1

=≥+ abba ， 1>b 故， )
2
1

2
1lg(2lg bab +=  

2)
2
1

2
1( b
b

b += ， 2
22 12)1(4

b
bb

b
b ++=+=  

因 01
2 >

b
，故 24 2 +> bb ，解得 2222 +<<− b  

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0
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因 11
2 <

b
，故 34 2 +< bb ，解得 31 >< bb 或  

于是 223 +<< b  
1352 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0 

已知函数 2f x x ax b( ) = + + 当实数 p、q满足 p+q=1时  
证明 pf(x)+qf(y) ≥ f(px+qy)对于任意实数 x、y都成立的充要条件是 0 ≤ p ≤ 1 
证明： )()()()()()()()( qypxfyfqpqxfqppqypxfyqxpf +−+++=+−+  
= )()]()([)()( 22 qypxfyxfpqyfqxfp +−+++  
= baqyapxpqxybayybaxxpqbayqbaxp −−−−+++++++++ 2)()()( 2222  
= bqaypaxbaybaxpqbayqbaxpyxpq −−−++++++++− )()()()( 222  
= 2222 )()()()()()()( qpbayqpqaxqppbaybaxpqbayqbaxpyxpq +−+−+−++++++++−  
= 2)( yxpq −  
（1）若 10 ≤≤ p ，因 p+q=1，故 10 ≤≤ q 则 0)( 2 ≥− yxpq  
于是 )()()( qypxfyqxpf +≥+  
（2）若 )()()( qypxfyqxpf +≥+ ，于任意实数 x、y都成立，则 0≥pq  
于是 0)1( ≥− pp ，故 10 ≤≤ p  
1363 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23955&start=0&show=0 

求
222 ++

−=
xx

xy 的值域 

解：（1）当 0=x 时， 0
222

=
++

−=
xx

xy  

（2）当 0>x 时，

2

2 221

1
22

xx
xx

xy
++

−=
++

−=  

设 2

221
xx

u ++= ， 01
>=

x
t ，  

则
u

y 1
−= 于是 1122 2 >++= ttu  

因
u

y 1
−= 在 ),1( +∞∈u 上递增，于是 )0,1(−∈y  

（3）当 0<x 时，

2

2 221

1
22

xx
xx

xy
++

=
++

−=  

设 2

221
xx

u ++= ， 01
<=

x
t ，  

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23596&start=0&show=0
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=23955&start=0&show=0
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则
u

y 1
= ，

2
1

2
1)

2
1(2122 22 ≥++=++= tttu  

因
u

y 1
= 在 ),

2
1[ +∞∈u 上递减，于是 ],2,0(∈y  

综上所述， ]2,1(−∈y  

1365 
http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=24110&show=0 

2

2 2

3 2( ) log
1

x x nf x
mx

+ +
=

+
，当 n= -1时,f(x)的值域为 R,求 m的取值范围 

解：当 n= -1时,
1

123log)( 2

2

2 +
−+

=
mx

xxxf 的值域为 R 

于是
1

123
2

2

+
−+

=
mx

xxt 可取到所有正数 

即 t取到所有正数时，关于 x的方程 012)3( 2 =++−− txxtm 都有实数根 

也就是 0)1)(3(44 ≥+−− ttm 对 0>t 恒成立 

0)1)(3(1 ≥+−− ttm  

043)1( ≤−−+ tmtt 对 0>t 恒成立 

)1(
43

+
+

≤
tt
tm 对 0>t 恒成立 

设 0
54

9
45

9

3
1

3
4)1(

43,443 2 >
−+

=
+−

=
−

•
−

=
+
+

>+=

u
uuu

u
uu

u
tt
ttu  

于是 0≤m  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

http://chat.pep.com.cn/lb5000/topic.cgi?forum=38&topic=24110&show=0
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1402 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=286960&pid=2982424&page=1&extra=pa

geD1#pid2982424 
在 f(x)=sinx，f(x)=2x，f(x)=2x+1，f(x)=log2x，f(x)=x2这五个函数中，四个正实数

x1， x2, α , β 满足 x1 ≠ x2， α ≠ β ,则当 12 xx −>−αβ 时，使

)()()(( 12 xfxfff −>− αβ 恒成立的函数的个数是 

A．1个          B．2个             C．3个            D．4个 
答：横向距离很大时，纵向距离可以趋于 0的，显然不行 
指对函数这样不均匀变化的横向距离小的时候，纵向距离仍可以很大的也不行 
象直线函数这样均匀变化时结论成立 
换一种方法说，导函数是连续变化的就不成立 
因此选 A  
1455 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=280581&page=3#pid29
25379 

f(x)=1不是周期函数？ 
答：常数函数是以任意非零实数为周期的周期函数，无最小正周期 
 
1468、 
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=287865&page=1#pid2991269 

由等式 4 3 2 4 3 2
1 2 3 4 1 2 3 4( 1) ( 1) ( 1) ( 1)x a x a x a x a x b x b x b x b+ + + + = + + + + + + + +  

定义映射 1 2 3 4 1 2 3 4), , ,f a a a a b b b b+ + +（ ＝ .则 4,3, )2,1f（ ＝______? 

答：设 4 3 2 4 3 2
1 2 3 44 3 2 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)x x x x x b x b x b x b+ + + + = + + + + + + + +  

令 x=0代入得 1 2 3 4 1 2 3 41 1 , 0b b b b b b b b= + + + + + + + =  

于是 1 2 3 44,3, 2, 0)1f b b b b+ + += =（  

 

http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=286960&pid=2982424&page=1&extra=pa
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=280581&page=3#pid29
http://bbs.pep.com.cn/viewthread.php?tid=287865&page=1#pid2991269

