
廖老师网上千题解答分类四、超纲代数方程不等式 

10、已知关于 x的实系数二次方程 02 =++ baxx 有两实根α 、β.证明: 

(1)如果|α|<2,|β|<2,那么 2|a|<4+b,且|b|<4; 
(2)如果 2|a|<4+b,且|b|<4,那么如果|α|<2,|β|<2. 
  证明(Ⅰ) Q│α│<2,│β│<2. 

∴│b│=|αβ│<4. 
Q│α│<2,│β│<2. 
∴方程 x2+ax+b＝0的两根都在区间（-2，2）内 
因为二次函数 f(x)=x2+ax+b开口向上, 





>+−=−
>++=

∴
024)2(

024)2(
baf

baf 2 4
2 4

a b
a b

> − −
⇒  < +

 

∴│2a│<4+b，即 2│a│<4+b 
(2)Q2│a│<4+b， |b|<4 

22 )4(4 ba +<∴ ，|αβ│<4 由韦达定理得 βα +=− a ， αβ=b  

⇒+<+∴ 22 )4()(4 αββα 01644)( 222 >+−− βααβ  

0)4)(4( 22 >−− βα ， 

∴ 4,4 22 >> βα （与|αβ│<4矛盾，舍去），或 4,4 22 << βα  

∴ 4,4 22 << βα 即|α|<2,|β|<2. 

30、已知二次函数 f(x)=ax2++bx+c且|f(0)|≤1,|f(1)|≤1,|f(-1)|≤1 

求证：当-1≤x≤1时|f(x)|≤ 5
4

 

证明：∵ ( ) ( ) ( ) cfnfmf === 0,11 ，设 , 

∴ 1≤m ， 1≤n ， 1≤c  

ncbamcba =+−=++ ,  

)(
2
1),2(

2
1 nmbcnma −=−+= , 

( ) cbxaxxf ++= 2 = cxnmxcnm +−+−+ )(
2
1)2(

2
1 2  

 ( )2
22

1
22

xcxxnxxm −+






 −
+







 +
= . 



( )
2 2 2 2

2 21 1
2 2 2 2

x x x x x x x xf x m n c x x( ) ( ) ( )+ − + −
≤ + + − ≤ + + −  

（1） 当 01 ≤≤− x 时， 

( )
2 2

2

2 2
2

2 2

1
2 2

1
2 2

1 5 51
2 4 4

x x x xf x x

x x x x x

x x x

( )

( ) .

+ −
≤ + + −

   + −
= − + + −   

   

= − − + = − + + ≤

 

（2）当 10 ≤≤ x 时， 

( ) 2
22

1
22

xxxxxxf −+
−

+
+

≤ )1(
22

2
22

xxxxx
−+







 +−
+







 +
=  

.
4
5

4
5)

2
1(1 22 ≤+−−=++−= xxx  综上所述，原命题成立 

104、设二次函数 2 0f x ax bx c a( ) ( )= + + > ，方程 f(x)-x=0 的两根是 1 2x x, 满足

1 2
10 x x
a

< < < ，当 10x x( , )∈ 时，求证 1x f x x( )< < (高考难题) 

证明： f(x)-x=0就是 0)1(2 =+−+ cxbax  

a
bxx 1

21
−

−=+ ，
a
cxx −=21  

当 10 xx <<
a

x 1
2 <<  

f(x)-x＝ xxfxxxxa >⇒>−− )(0))(( 21  

f(x)-x1＝f(x)-x 1xx −+ = ))(( 21 xxxxa −− 1xx −+ = ]1)()[( 21 +−− xxaxx  

]1)[( 21 a
xxxxa +−−=  

a
xx 10 21 <<<Q    1 2

10 0x x x x
a

∴ − < − + >， ， 1)( xxf <∴  

综上 1x f x x( )< <  

 
 



112、解方程组 3 3 3 99
x y z 9
x y z
xyz 24

+ + =
 + + =
 =

(联赛) 

解： )](3))[((3 2333 xzyzxyzyxzyxxyzzyx ++−++++=−++Q  

∴ )](39[924399 2 xzyzxy ++−=×−  

xzyzxy ++ =26 

zyx ,,∴ 是方程 024269 23 =−+− ttt 的根 
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125、已知： 对于函数 F(x)，若 F(x)=x,则称 x为 F(x)的“不动点”，若 F[F(x)]=x，
则称 x为 F(x)的“稳定点”，函数 F(x)的“不动点”和“稳定点”的集合分别记
作 A和 B，即 A={x│F(x）=x}，B={x│F[F(x)]=x}(高考难题) 

求证： (1)A⊆ B 

    (2)若 F(x)= 12 −ax （a∈R,x∈R）,且 A=B≠φ ,求实数 a的取值范围 

（1）证明设 x∈A={x│F(x)=x} 
则 F(x)=x ⇒ F(F(x))=F(x)=x⇒ x∈B={x│F[F(x)]=x} 

故 A ⊆ B 

（2）当 a=0时 A=B={-1 }≠φ  

当 a≠0时，由 A≠φ知方程 12 −ax ＝ x有实根， 

4
1041 −≥⇒≥+=∆ aa  且 a≠0 

方程 F[F(x)]=x就是 xaxa =−− 1)1( 22  
xxxaxa =−+−− 1)1( 22  

axxaxa 2)1( 22 +−− +−− )1( 2 xax 0)1( 2 =−− xax  
)1( 2 −− xax [ 0]12)1( 2 =++−− axxaxa  

012 =−− xax    ①    或 0122 =+−+ aaxxa     ② 
由 A=B知②无实根，或②与①同解 
由于②与①不可能解同解 

故
4
30)1(4 22 <⇒<+−−=∆ aaaa  

综上
4
3

4
1

<≤− a  



150、 
急求卡丹公式 
答：卡丹公式 

03 =++ qpxx 的根是 

3 32
1 )

3
()

2
(

2
pqqx ++−= 3 32 )

3
()

2
(

2
pqq

+−−+  

3 32
2 )

3
()

2
(

22
31 pqqix ++−

+−
=

2
31 i−−

+ 3 32 )
3

()
2

(
2

pqq
+−−  

3 32
3 )

3
()

2
(

22
31 pqqix ++−

−−
=

2
31 i+−

+ 3 32 )
3

()
2

(
2

pqq
+−−  

179、已知 函数 2 1 0f x ax bx c a b c f( ) , , ( ) ,= + + > > = 当 f m a( ) = − 成立时， 
求证 ： 3 0f m( )+ > (高考难题) 
解∵ )1(f =0, 
∴ )(xf =ax2+bx+c＝0的根为 1，设另一根为 2x  

由韦达定理得： =• 21 x
a
c
，故 =2x

a
c  

因此 )(xf =a(x-1)(x-
a
c ) 

∵ )1(f =0,  ∴a+b+c=0       (1) 
Qa＞b＞c,   ∴a+b+c＞c+c+c=3c     (2) 
a+b+c＜a+a+a=3a       (3) 
把(1) 代入(2) (3) 得 3 c＜0, 3a＞0,  ∴a＞0,c＜0,  
∵a＞b，b=-a-c  

∴a＞-a-c   ∴-2＜
a
c  

∵b＞c，b=-a-c  

∴-a-c＞c   ∴
a
c <-

2
1  

故∴-2＜
a
c
＜-1 

由 amf −=)( ，a＞0得 0)( <mf  

即 a(m-1)(m-
a
c )＜0, 

(m-1)(m-
a
c )＜0,，又

a
c <-1<1 

∴
a
c
＜m＜1又

a
c
＞-2， ∴m+3＞

a
c +3＞-2+3＝1 

∵ )(xf =a(x-1)(x-
a
c )的对称轴是 1

2
11

2

1
=

+
<

+
= a

c

x ，a＞0开口向上 

∴ )(xf 在（1，+∞）上递增 
∴f(m+3)＞f(1)＞0 



182、已知二次函数 ( ) cbxaxxf ++= 2 ， ( ) abxcxxg ++= 2 当|x| 1≤ 时|f(x)|≤2 

求证: 当|x| 1≤ 时| ( )xg |≤4 (高考难题) 

证明：∵ ( ) ( ) ( ) cfnfmf === 0,11 ，设 , 

∴ 2≤m ， 2≤n ， 2≤c    ncbamcba =+−=++ ,  

)(
2
1),2(

2
1 nmbcnma −=−+= , 

( ) 2 2 1 1( ) ( 2 )
2 2

g x cx bx a cx m n x m n c= + + = + − + + − 





 −

+





 +

+−=
2

1
2

1)1( 2 xnxmxc . 

( ) ≤xg故 2 21 1 1 1| ( 1)| | | | | 2|( 1)| 2| | 2| |
2 2 2 2

x x x xc x m n x+ − + −       − + + ≤ − + +       
       

 

当|x| 1≤ 时， 11 ≤≤− x ， 012 ≤−x ， 0
2

1
≥






 +x

， 0
2

1
≥






 − x

 

( ) ≤xg故 2 





 −

+





 +

+
2

12
2

12)-1( 2 xxx 44 2 ≤− x＝  

综上所述，原命题成立 

214、已知二次函数 ( ) )0(2 >++= acbxaxxf ， ( ) 0=− xxf 的两根满足 

a
xx 10 21 <<<  

(1)当 10 xx << 时,求证 1)( xxfx <<  

(2)设函数 f(x)的图象关于直线 0xx = 对称，求证
2
1

0
xx <   （高考难题） 

证明：（1） f(x)-x=0就是 0)1(2 =+−+ cxbax ， 

a
bxx 1

21
−

−=+ ，
a
cxx −=21 ，当 10 xx <<

a
x 1

2 <<  

f(x)-x＝ xxfxxxxa >⇒>−− )(0))(( 21  
f(x)-x1＝f(x)-x 1xx −+ = ))(( 21 xxxxa −− 1xx −+ = ]1)()[( 21 +−− xxaxx  

]1)[( 21 a
xxxxa +−−=  

a
xx 10 21 <<<Q 010)( 21 >+−<−∴

a
xxxx ， , 1)( xxf <∴  

（2）f(x)的对称轴
a

bx
2

−= ，
a

bx
20 −=故  

a
bxx 1

21
−

−=+因为 ，所以 ＝因为
a
b -1

a 21 - xx  

故 =− 0
1

2
xx

2
1x

a
b

2
+ =

2
1x

22
x

-
2
1 21 x
a

−+ = )1(
2
1

2x
a

− >0，因此 0
1

2
xx

>  



297、已知函数 f（x）＝ cbxax ++2 ,其中 a∈N*,b∈N* ,c∈Z 

 若对任意的 x，不等式 4x ≤f（x）≤2（x2+1）恒成立,且存在 x0，使得 f(x0)<2(x0
2+1)

成立,求 c的值 

解：联立 xy 4= 与 )1(2 2 += xy ，解得 121 == xx  

故 xy 4= 与 )1(2 2 += xy 相切于点 )4,1(  

因 4x ≤f（x）≤2（x2+1）恒成立 

故 f（x）＝ cbxax ++2 图象必与 xy 4= 相切于点 )4,1(  

并且 f（x）≤2（x2+1）恒成立，故 4=++ cba （1） 

因 baxxf += 2)(/ ，故 42)1(/ =+= baf （2） 

由（1）（2）得 ab 24 −= ， ac =  

由 f（x）≤2（x2+1）恒成立得， axaax +−+ )24(2 ≤2（x2+1） 

02)42()2( 2 ≥−+−+− axaxa 恒成立得，故 2,02 ≤≥− aa   

由于存在 x0，使得 f(x0)<2(x0
2+1)成立，故 2≠a ，所以 2<a  

由于 f（x） x4≥ 恒成立得 0>a ，所以 20 << a  a∈N*， 1=a  
1=a ， 2=b ， 1=c  

298、已知 2 2 4f x ax bx c( ) = + + , 34
4

b c,= = 时,对于给定的负数 a有一个最大的正

数M(a)使得 0x M a[ , ( )]∈ 时,都有|f(x)| 5≤ ,问 a为何值时M(a) 

解： 2 2 4f x ax bx c( ) = + + ＝ 382 ++ xax 3)8( 2 ++= x
a

xa
aa

xa 163)4( 2 −++=  

对称轴是
a

x 4
−= ，纵截距为 3，由于 0<a 因此抛物线开口向下。 

（1）当
a

163 − ≤ 5即 8−≤a 时 

要使 )](,0[ aMx ∈ |f(x)| 5≤ ，只要当
a

x 4
−≥ 时有 382 ++ xax 5−≥  

解得
a

aX
a

24244 −−−
≤≤− 此时 =)(aM

a
a2424 −−−  

（2）当
a

163 − > 5即 08 <<− a 时 

要使 )](,0[ aMx ∈ |f(x)| 5≤ ,只要当
a

x 40 −≤< 时有, 382 ++ xax 5≤   

解得
a

ax 21640 ++−
≤< 此时 =)(aM

a
a2164 ++−  



综上 =)(aM










<<−
++−

−≤
−−−

)08(2164

)8(2424

x
a

a

a
a

a

 

由 8−≤a 得 =)(aM
a

a2424 −−−
＝

2
15

220
4

224
4 +

=
−

≤
−− a

 

由 08 <<− a 得 =)(aM
a

a2164 ++−
＝

2
1

4
2

4216
2

=<
++ a

 

故 最大值＝)(aM ＝)-8(M
2

15 +  

304、已知 a,b,c是实数,函数 ( ) cbxaxxf ++= 2 , ( ) baxxg +=  

当 11 ≤≤− x 时|f(x)|≤1(1)证明: 1|| ≤c ;(2)证明:当 11 ≤≤− x 时, ( ) 2≤xg ; 
(3)设 a>0,当 11 ≤≤− x ,g(x)的最大值为 2,求 f(x).（高考难题） 
证明：（1）因 11 ≤≤− x 时 1|)(| ≤xf 故 1|)0(| ≤f ，即 1|| ≤c  
（2） ( ) ( ) ( ) cfnfmf ==−= 0,11 ，设 ,则 1≤m ， 1≤n ， 1≤c  

因为 ncbamcba =+−=++ , ，所以 )(
2
1),2(

2
1 nmbcnma −=−+= , 

( ) baxxg += = xcnm )2(
2
1

−+ )(
2
1 nm −+  cxxnxm −






 −

+





 +

=
2

1
2

1
. 

当|x| 1≤ 时 ( ) ≤xg |||
2

1||
2

1| cxxnxm +





 −

+





 +

 

|||
2

1||
2

1| xxx
+






 −

+





 +

≤ ＝ ||
2

1
2

1 xxx
+






 −

+





 + 2||1 ≤+= x  

（3）当 a>0时 ( ) baxxg += 在 ]1,1[− 上是增函数 

g(x)的最大值为 ( ) 21 =+= bag  
因 mcba =++ ，故 2−= mc ，因 11 ≤≤− m ，故 13 −≤≤− c 又因为 11 ≤≤− c  

因此 1−=c ，所以 ( ) 10 −== cf  

因为当 11 ≤≤− x 时|f(x)|≤1，故有 ( ) 1−≥xf  

于是当 0=x 时 ( ) 1)0( −=fxf 最小值＝ ，因此 0=b ， 2=a ，于是 ( ) 12 2 −= xxf  

 
 
 
 
 
 
 
 
 



387、求证:若 a>2,b>2,则下列两个二次方程 x2-abx+a+b=0, x2-(a+b)x+ab=0没有公共根 
证明：x2-(a+b)x+ab=0 

的根是 ax =1 , bx =2  

假设两个二次方程有公共根，则 a,b中至少有一个是方程 x
2
-abx+a+b=0的根 

不妨设 a是方程 x
2
-abx+a+b=0的根， 

则 a
2
-a

2
b+a+b=0 

故 =
−
+

=
12

2

a
aab

a
a

a
11

1
1 −

=
−

（1） 

因 2>a ，故由（1）得 =b <
−

a
11

1 2

2
11

1
=

−
这与 2>b 相矛盾 

因此假设错误，故原命题为真 
213、已知:x2+bx+c=0有 2个实根，求证：一定存在整数 n使得 

|| 2 cbnn ++ <max(
2

,
4
1 ∆ )  (联赛) 

解：记 cbxxxf ++= 2)(  
设方程 02 =++ cbxx 的 2个实根为 βα , 则 ))(()( 2 βα −−=++= xxcbxxxf  

|))((||)(||| 2 βα −−==++ nnnfcbnn  

若α为整数，取 α=n ，则 0||| 2 =++ cbnn <max(
2

,
4
1 ∆ ) 

若α不是整数，则有整数m使得 1+<< mm α  
（1）当 1+≤≤ mm β 时 

|)1)(1(||))((||)1(||)(| βαβα −+−+−−=+ mmmmmfmf
)1)()(1)(( ββαα −+−−+−= mmmm  

4
1

4
1]

2
)1()([]

2
)1()([ 22 •=

−++−−++−
≤

ββαα mmmm  

于是有
4
1|)1(|

4
1|)(| ≤+≤ mfmf 或  

取 mn = 或 1+= mn 就有
4
1|)(||| 2 ≤=++ nfcbnn  

（2）当 1+> mβ 时 
|)1)(1(||))((||)1(||)(| βαβα −+−+−−=+ mmmmmfmf

)])(1)][(1)([( mmmm −−+−−−= βαβα  

2]
2

))(1()1)(([ mmmm −−++−−−
≤

βαβα 22 )
2

()
2

( ∆
=

−
=

αβ  



于是有
2

|)1(|
2

|)(| ∆
≤+

∆
≤ mfmf 或  

取 mn = 或 1+= mn 就有
2

|)(||| 2 ∆
≤=++ nfcbnn  

（3）当 m<β 时 
|)1)(1(||))((||)1(||)(| βαβα −+−+−−=+ mmmmmfmf

)])(1)][(1)([( βαβα −−+−+−= mmmm  

2]
2

))(1()1)(([ βαβα −−++−+−
≤

mmmm 22 )
2

()
2

( ∆
=

−
=

βα  

于是有
2

|)1(|
2

|)(| ∆
≤+

∆
≤ mfmf 或  

取 mn = 或 1+= mn 就有
2

|)(||| 2 ∆
≤=++ nfcbnn  

综上知原命题成立 

388、已知关于 x的方程 0442 =+− xmx 和 x
2
-4mx+4m

2
-4m-5=0,若 m为整数，是求两方程

的根都是整数的充要条件。(竞赛) 

0442 =+− xmx  

的根是 ⇒
−±

=
m

mx
2

16164
m

mx −±
=

122
是整数故 

可设 21 nm =− ， 21 nm −=  

=
−±

m
m122

=
−
±

21
22
n

n
或

n−1
2

n+1
2
都为整数，故 0=n  

即
21 nm −= ＝1， 

此时 x
2
-4mx+4m

2
-4m-5=0就是 x

2
-4x-5=0两根为整数 

综上，充要条件 1=m  

435、设
3
3log)(

+
−

=
x
xxf a ，当 [ )x m n,∈ 时，恒有 

)1(log1 −+ na ≤
+
−

<
3
3log

x
x

a )1(log −ma ，则 m,n,a各应在什么范围内？(竞赛) 

解：
3
3log)(

+
−

=
x
xxf a 定义域是 33 >−< xx 或  

)1(log1 −+ na ≤
+
−

<
3
3log

x
x

a )1(log −ma ， )1(log −naa ≤
+
−

<
3
3log

x
x

a )1(log −ma  

)1(log −naa ≤
+

−< )
3

61(log
xa )1(log −ma 对 ),[ nmx ∈ 恒成立 

因 01 >−n 且 01 >−m 故 nm <<3  



1°、当 1>a 时， )1( −na ≤
+

−<
3

61
x

)1( −m 对 ),[ nmx ∈ 恒成立 

61 1
3

6
1 1

3
3

a n
m

m
n

m

( ) − < − +
 − ≤ −

+
>



（1）  由于 1>a 且 21 >−n 故, a ( 2)1 >−n ，而 1
3

61 <
+

−
m

故

（1）不成立舍去 

2°、当 10 << a 时， )1( −na ≥
+

−>
3

61
x

)1( −m 对 ),[ nmx ∈ 恒成立 















>

−≥
+

−

+
−≤−

3

)3(1
3

61

)2(
3

61)1(

m

m
m

n
na

由（2）解得 033)12(2 ≤+−+− anaan ， 0)1)(3( ≤−+− aann  

若 31
=

−
a

a
，即

4
1

=a 时 3=n 则区间 ),[ nm 不存在舍去 

若 31
<

−
a

a
即 1

4
1

<< a 时
a

a−1 3≤≤ n  与 nm <<3 矛盾，舍去 

若 31
>

−
a

a
，即

4
10 << a 时 ≤≤ n3

a
a−1   

当 时3>m （3）一定成立 

综上：
4
10 << a ，且 ≤<< nm3

a
a−1  

 539、对于区间[a,b]上有意义的两个函数 f(x)与 g(x), 
如果对任意 x属于[a,b]，均有|f(x)-g(x)|小于等于 1， 
则称 f(x)与 g(x)在[a,b]上是接近的， 
若函数 y=x2-3x+2与 y=2x-3在区间[a,b] 
上接近，则该区间可以是（         ）(函数不等式) 
 解：f(x) =x2-3x+2，g(x) =2x-3 

|f(x) -g(x) |= |x2-5x+5| 1≤  
（x2-5x+6）（x2-5x+4） 0≤  
（x-1）（x-2）（x-3）（x-4） 0≤  

21 ≤≤ x 或 43 ≤≤ x  
因此 f(x)与 g(x)在[1,2]或[3,4] 
的任意一个闭的子区间上是接近的 
如[1,1.5]，[1.1,1.5]，[3.4,4]，[1,2]， 
[3,4]随意填一个都行 

 

1

54

1

21O

y

x



577、问题：好象韦达定理适用于 n次方程,可是公式记不清楚,谁能讲讲呀 
（方程）(高考不要求) 
讲解： 

设三次方程 023 =+++ dcxbxax （ 0≠a ）的三根分为 3,21 , xxx  

因为以 3,21 , xxx 为根的三次方程是 

0))()(( 321 =−−− xxxxxx  

即 0)()( 321323121
2

321
3 =−+++++− xxxxxxxxxxxxxxx （1） 

把三次方程 023 =+++ dcxbxax （ 0≠a ）三次项系数化为 1后得 

0)()( 23 =+++
a
dx

a
cx

a
bx （2） 

因为（1）（2）表示同一个方程 

因此
a
bxxx −=++ 321 ，

a
cxxxxxx =++ 323121 ，

a
dxxx −=321  

这就是三次方程的韦达定理 
你自推导 4次方程的韦达定理 
580、解方程组 

a+b+c+d=10 

302222 =+++ dcba   

1003333 =+++ dcba   

abcd=24（方程）(高考不要求) (竞赛) 

解： a+b+c+d=10 

2
)()( 22222 dcbadcba

cdbdbcadacab
+++−+++

=+++++ 35
2

30100
=

−
=  

bcdacdabdabc +++  

3
)(2))((3)( 333322223 dcbadcbadcbadcba ++++++++++−+++

=  

= 50
6

100230103103

=
×+××−  

abcd=24 

dcba ,,,∴ 是方程 024503510 234 =+−+− xxxx 的四个根 

02450112410 2234 =+−++− xxxxx  



0)611)(4()6)(4(2 =−−+−− xxxxx ， 0]6113)3()[4( 22 =−+−−− xxxxx  

0)]3)(23()3()[4( 2 =−−−−− xxxxx ， 0)23)(3)(4( 2 =+−−− xxxx  

11 =x ， 22 =x ， 33 =x ， 44 =x  











=
=
=
=

4
3
2
1

d
c
b
a

或











=
=
=
=

3
4
2
1

d
c
b
a

等等  

581、已知两个一元二次方程: 
x2-abx+(a+b)=0和 x2-(a+b)x+ab=0 
其中 ab≠a+b,a>0,b>0,求证:这两个方程没有公共根. (方程)(推理))  
证明：假设这两个方程有公共根 c则 c2-abc+(a+b)=0(1)c2-(a+b)c+ab=0(2) 
由(1)-(2)得(a+b)c-abc+(a+b)- ab=0 

c a b ab c a b ab 0( ) ( )+ − + + − = ，于是 1−=c 。 

把 1−=c 代入 x2-abx+(a+b)=0  得 1+ab+a+b＝0（3） 

因为 0,0 >> ba  所以 1+ab+a+b 0> 与（3）相矛盾 

因此，假设不成立，故原命题正确 

587、 设 2
1 2 1 0x x x x, + + =是方程 的根， 2 3 20061 1 1 1

2 2 2 2

x x x x
x x x x

( ) ( ) ( )+ + + +L  

(复数) (高考不要求) 

解：因为 2
1 2 1 0x x x x, + + =是方程 ， 1 2

1 3 1 3
2 2

i ix x,− − − +
= = ， 

所以 1
2

2

1 3 2 2 3 1 3
4 21 3

x i i i x
x i

− − − + − +
= = = =

− +
， 3

2 1x =  

2 3 2006 2 3 20061 1 1 1
2 2 2 2

2 2 2 2

x x x x x x x x
x x x x

( ) ( ) ( )+ + + + = + + + +L L ＝

2006 2
2 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1
1

1 1 1
x x x x x

x x x
( ) ( )− − −

= = = = −
− − −

 

614、解方程 +− x)223( 34)223( =+ x . (方程) 
解： 设 tx =− )223( ，因 )223( + 189)223( =−=−  

故
t

x 1)223( =+ ， 341
=+

t
t  

解得 2617 ±=t ， 



当 2617 −=t 2)223( −= 时， 2=x  

当 2617 +=t 2)223( += 时，
2
1

=x  

625、已知 012 =++ xx 求 2
27

272
2

22 )1()1()1(
x

x
x

x
x

x ++++++ L   

(方程) (竟赛) 

解：由 012 =++ xx 得 11
−=+

x
x ， 13 −=x  

12)1(1 2
2

2 −=−+=+
x

x
x

x ， 2111
3

3 =+=+
x

x  









=
=−
=−

=+=+ +
+

)3(2
)2(1
)1(1

11
3

3

r
r
r

x
x

x
x r

r
rk

rk  

于是原式＝ 549)411( =×++  

627、已知： 21, RR 是方程 333 2373373 =−−+ xx 的两个根，求
2

2
2

1 RR +  
 (方程) (竟赛) 
解： 333 2373373 =−−+ xx  
两边立方得 2)373373(373373374 3333 =−−+−+− xxxx  

23733732374 333 =−+− xx  

243733732 333 =−+ xx ， 224)373)(373(2 =−+ xx ，
9

)41237( 32
2 ×+

=x  

于是
9

)41237( 32
2 ×+

=x ，
9
21840

9
)41237(2 32

2
2

2
1 =

×+
=+ RR  

716、已知 a,b满足 a3-3a2+5a=1，b3-3b2+5b=5，求 a+b(方程) (竟赛) 
解 1：由条件得 

02)1(2)1( 3 =+−+− aa （1）  02)1(2)1( 3 =−−+− bb （2） 

（1）+（2）得 

0)1(2)1(2)1()1( 33 =−+−+−+− baba （1） 

0]2)1)(1()1()1)[(2( 22 =+−−−−+−−+ bababa  

因为 02)1)(1()1()1( 22 >+−−−−+− baba  

所以 02 =−+ ba ，于是 2=+ ba   
 
 
 
 
 
 



749、 cba 、、 为实数， 0<ac ，且 2a+ 3b+ 5c=0，(方程) (不等式) (竟赛) 

证明：一元二次方程 02 =++ cbxax 有大于 3
4而小于 1的根。 

证明：方程 02 =++ cbxax 的判别式 
acb 42 −=∆ ，因 02 ≥b ， 0<ac ，故 0>∆  

因此，原方程有两个不等的实根 

设两实根为 21 , xx ，则
a
bxx −=+ 21 （1），

a
cxx =21 （2） 

因 0<ac ，故 021 <=
a
cxx ，不妨设 01 <x ， 02 >x  

因 0532 =++ cba ，故 0532 =++
a

c
a

b
（3） 

把（1）（2）代入（3）得 
05)(32 2121 =++− xxxx （4） 
>−=+− 2121 5)(32 xxxx 0 

0332 12 >−− xx （5） 

由（4）得 23)35( 221 −=− xxx ，
35
23

2

2
1

−

−
=

x
xx （6） 

（6）代入（5）得 

0)
35
23

(332
2

2
2 >

−

−
−−

x
xx ， 0)

35
31)(32(

2
2 >

−
+−

x
x  

0
35

)23(5

2

22 <
−

−

x
xx

，因 02 >x ，故 0
35
23

2

2 <
−

−

x
x

 

解得
3
2

5
3

2 << x ，因 1
3
2,

5
3

4
3

<< 故 1
4
3

2 << x  

859、(探究) (方程)(多项式) 
探求:1+x，1+x+x2，1+x+x2+x3，…能不能在实式范围内因式分解 
解： )1)(1(1 21 nn xxxxx ++++−=− + L  
另一方面方程 01 1 =− +nx 的根是 

1
2sin

1
2cos

+
+

+
=

n
ki

n
kx ππ

（ ),2,1,0 ，nk L=  

由此可见 
（1）当方程 01 =− nx 有非 1的实根时， nxxx ++++ L21 可在实数范围内分解 
例如 为n 奇数时， )(21 Nmmn ∈=+ ，取 mk = ，得方程的 1根为 1−  

nxxx ++++ L21 有因式 1+x  
（2）当方程 01 =− nx 有两个共轭纯虚根时，还可继续分解 
例如 mn 41 =+ )( Nm ∈ ,取 mmk 2和= 得得方程的 i根为 i−  
这时 nxxx ++++ L21 有因式 1))(( 2 +=+− xixix  
一般的情况还需认真研究 
 
 
 



1015、(运算式) 

化简 )12)(12)(12)(12)(12( 3216842 +++++  

解： )12)(12)(12)(12)(12( 3216842 +++++ ＝
12

)12)(12)(12)(12)(12(
2

3216844

−
++++−

 

3
)12)(12)(12)(12( 321688 +++−

=
3

)12)(12)(12( 321616 ++−
=

3
)12)(12( 3232 +−

=  

3
1264 −

=  

1016、(运算式) 

分解因式： 12468 ++++ xxxx  

解： 2

55

2

10
2468

1
)1)(1(

1
11

x
xx

x
xxxxx

−
+−

=
−
−

=++++  

2

432432

1
)1)(1)(1)(1(

x
xxxxxxxxxx

−
+−+−+++++−=  

)1)(1( 432432 xxxxxxxx +−+−++++=  
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已知a b c R, , ∈ ,满足条件 0 0
2 1

a b c m
m m m

( )+ + = >
+ +

 

2 0f x ax bx c a( ) ( )= + + ≠ ，求证 

(1) 0
1

maf
m

( ) <
+

(2)方程 0f x( ) = 在(0，1)内有解 

证明：(1) 

 

2

2 2 2

2 2
2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 2
1 2 1

0
1 2 1 2 1 2

m am bm am b c am aaf a c am am
m m m m m m m m

m m m m maa m a m
m m m m m m

( ) [ ] [ ] [ ]
( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

= + + = + + = −
+ + + + + + +

+ − +
= − = × = − <

+ + + + + +

 

(2)当 0a > 时 2 0
1 1 2

m maf
m m m

( )
( ) ( )

= − <
+ + +

，  

1 0 0 0 0
1

mf c f f
m

( ) ( ) ( )° = > <
+

当 时，则 时，于是 0f x( ) = 在 0
1

m
m

( , )
+
上有解 

12 0 0 0 0 0 0 1
2 1 2

b a b b mf c f x
a m m a m

( ) ( ) ( , )+
° = = = − + = − = ∈

+ + +
当 时， 两根为 和 ，因 ，

1 13 0 0 1
2

0 1 0 0 1
2 1 1

m a m cf c f a b c a b c a c
m m

a c m mf f f x
m m m m

( ) ( )( ) ( )

, ( ) ( ) , ( ) ( )

+ +
° = < = + + = + + = + −

+

− > < =
+ + +

当 时， -

= 于是 方程 在 ，上有解

 

同理可证当当 0a < 时 0 0 1f x( ) ( )=方程 在 ，上有解  

综上，原命题成立 
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