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第一节  三角公式及证明 

1、定义：点 P(x，y)是角 α的终边上的任意一点， rOP =|| ，则 

sin α＝
r
y
，cos α＝

r
x
，tan α＝

y
x， y

x
=αcot  

x
r

=αsec  
r
y

=αcsc  

当 1=r 时 sin α＝ y，cos α＝ x  
2、同角公式 

(1)倒数关系  
1csc

sin
α

α
= ，

1sec
cos

α
α

= ,
1cot

tan
α

α
= , 

(2)商数关系
α
α

α
cos
sintan = ，

α
α

α
sin
coscot = ， 

(3)平方关系 1cossin 22 =+ αα ， αα 22 sectan1 =+ ,  αα 22 csccot1 =+  
证明：(1)(2)由定义直接得到 

      (3)由 2 2 2x y r+ = 得
2 2( ) ( ) 1,x y

r r
+ = 2 21 ( ) ( ) ,y r

x x
+ =  

于是 1cossin 22 =+ αα ， αα 22 sectan1 =+ ,  αα 22 csccot1 =+  
3、诱导公式： 
(1)终边在横轴的角加减α 的三角函数等于α 的同名三角函数添符号 

如： sin( ) sinkπ α α± = ± ( k是整数), 正负号的确定：把α 当成锐角，看 kπ α± 所在

的象限而定。 

证明：取α 终边上的一点 ( )P x y， ， 

1°因角π α α+ 与 终边关于原点对称， 

则 1 ,( )P x y−− 在π α+ 的终边上，且 1| | | |OP OP=  

因此sin( ) sinπ α α+ = − ， cos( ) sinπ α α+ = − ， tan( ) tanπ α α+ =  

 2°因角π α α− 与 终边关于 y轴对称则 2 ,( )P x y− 在π α− 的终边上，且 2| | | |OP OP=  

因此sin( ) sinπ α α− = ， cos( ) sinπ α α+ = − ， tan( ) tanπ α α+ = −  

3°因角 α α− 与 终边关于 x轴对称则 3 ,( )P x y− 在π α− 的终边上，且 3| | | |OP OP=  

因此sin( ) sinα α− = − ， cos( ) cosα α− = ， tan( ) tanα α− = −  
 4° 2kπ α α+ 与 终边相同，于是 

sin(2 ) sinkπ α α+ = ， cos(2 ) coskπ α α+ = ， tan(2 ) tankπ α α+ =  
 综上，终边在横轴的角加减α 的三角函数等于α 的同名三角函数添符号 
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x 
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(2) 终边在纵轴的角加减α 的三角函数等于α 的余函数添符号 

如： sin( ) cos
2

k π
π α α+ ± = 添符号， k是整数 

证明：取α 终边上的一点 ( )P x y，  

1°因角
2
π

α α− 与 终边关于直线 y x= 对称， 

则 1 ,( )P y x 在
2
π

α− 的终边上，且 1| | | |OP OP=  

因此sin( ) cos
2
π

α α− = ， cos( ) sin
2
π

α α− = ， tan( ) cot
2
π

α α− =  

2°因角
2
π

α α+ 是 逆时针旋转
2
π
而得，则 2 ,( )P y x− 在

2
π

α+ 的终边上，且 2| | | |OP OP=  

因此sin( ) cos
2
π

α α+ = ， cos( ) sin
2
π

α α+ = − ， tan( ) cot
2
π

α α+ = −  

3°因为sin( ) sin( )
2 2

k π π
π α α+ ± = ± 添符号，所以sin( ) cos

2
k π
π α α+ ± = 添符号 

其它的类似 
综上，终边在纵轴的角加减α 的三角函数等于α 的余函数添符号 

    
注：正弦与余弦，正切与余切，正割与余割互为余函数 
口决：纵变横不变，符号看象限。 

4、和差角公式 

(1) βαβαβα sincoscossin)sin( +=+    (2) βαβαβα sincoscossin)sin( −=−  

(3) βαβαβα sinsincoscos)cos( −=+   (4) βαβαβα sinsincoscos)cos( +=−  

(5)
βα
βα

βα
tantan1
tantan)tan(

−
+

=+            (5)
βα
βα

βα
tantan1
tantan)tan(

+
−

=−  

证明： 先证(4) βαβαβα sinsincoscos)cos( +=−  

因为 ,α β 的终边与单位圆的交点分别 (cos ,sin ), (cos ,sin )A Bα α β β  

1°当0 α β π≤ − ≤ 时,则α β− 是向量OA OB
uuur uuur
与 的夹角，于是 

cos( ) = cos cos sin sin
| || |
OA OB
OA OB

α β α β α β− = +
uuur uuur

guuur uuur  

2°当 2π α β π< − < 时, 向量OA OB
uuur uuur
与 的夹角为2 ( )π α β− −  

于是cos( ) cos[2 ( )] = cos cos sin sin
| || |
OA OB
OA OB

α β π α β α β α β− = − − = +
uuur uuur

guuur uuur  
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3°当 [0, 2 )α β π− ∉ 时，必存在整数 k使得，2 [0, 2 )kπ α β π+ − ∈ 于是结论也成立 

综上，公式(4)成立 
 

cos( ) cos[ ( )] cos cos( ) sin sin( )
cos cos sin sin

α β α β α β α β
α β α β

+ = − − = − − −
= +
证(3)：  

sin( ) cos[( ) ] cos( )cos sin( )sin
2 2 2

sin co
(1) :

s cos sin

π π π
α β α β α β α β

α β α β

+ = − − = − + −

= +

证  

证(2)与证(3)类似 

证(5)：
sin( ) sin cos cos sin tan tantan( )
cos( ) cos cos sin sin 1 tan tan

α β α β α β α β
α β

α β α β α β α β
+ + +

+ = = =
+ − −

 

证(6)与证(3)类似 
5、倍角公式 

(1) ααα cossin22sin = =
α

α
2tan1

tan2
+

  

(2) ααα 22 sincos2cos −= = 1cos2 2 −α = α2sin21−   

(3)
α

α
α 2tan1

tan22tan
−

=   

注：只要在和角公式中令 β α= 就可得上面的公式 

6、降次公式(1) 2 1 cos 2cos
2

α
α

+
=    (2) 2 1 cos2sin

2
αα −=  

注：这是倍角余弦公式的变形 
7、半角公式 

(1) 1 coscos
2 2
α α+

= ±              (2) 1 cossin
2 2
α α−

= ±   

(3) 1 costan
2 1 cos
α α

α
−

= ±
+

            (4) sin 1 costan
2 1 cos sin
α α α

α α
−= =

+
 

证明 (4) 
2

sin 2sin cos sin2 2 2tan
2 1 coscos 2cos

2 2

α α α
α α

α α α
= = =

+
 

2sin 2sin 1 cos2 2tan
2 sincos 2sin cos

2 2 2

α α
α α

α α α α
−

= = =  
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8、万能公式 

(1)
2

2 tan
2sin

1 tan
2

α

α
α

=
+

     (2)
2

2

1 tan
2cos

1 tan
2

α

α
α

−
=

+
   (3) 

2

2 tan
2tan

1 tan
2

α

α
α

=
−

 

证明: (1)
2 2 2

2sin cos 2 tan
2 2 2sin

sin cos 1 tan
2 2 2

α α α

α
α α α

= =
+ +

  

(2)
2 2 2

2 2 2

cos sin 1 tan
2 2 2cos

sin cos 1 tan
2 2 2

α α α

α
α α α

− −
= =

+ +
   

9、积化和差 
1 1(1)sin cos [sin( ) sin( )] (2)cos sin [sin( ) sin( )]
2 2
1 1(3)cos cos [cos( ) cos( )] sin sin [cos( ) cos( )]

      

  (
2 2

4)

α β α β α β α β α β α β

α β α β α β α β α β α β

= + + − = + + −

= + + − = − + − −
 

证明：(1)(2)  

由 sin cos cos sin sin( )α β α β α β+ = +    sin cos cos sin sin( )α β α β α β− = −  

相加再除以 2得：
1sin cos [sin( ) sin
2

 ( )]α β α β α β= + + −  

相减再除以 2得：
1cos sin [sin( ) sin( )]
2

α β α β α β= + + −  

(3)(4)  
由 cos cos sin sin cos( )α β α β α β− = +     

cos cos sin sin cos( )α β α β α β+ = −  

相加再除以 2得：
1cos cos [c   os( ) cos( )]
2

 α β α β α β= + + −  

相减再除以 2得：
1sin sin [cos( ) cos( )]
2

α β α β α β= − + − −  

10、和差化积 

(1)sin sin 2sin cos (2) sin sin 2cos sin
2 2 2 2

1(3)cos cos 2cos co

     

    (4s cos cos [cos cos ]
2 2 2 2 2

)

x y x y x y x yx y x y
x y x y x y x yx y x y

+ − + −
+ = − =

+ − + −
+ = − = − −

 

证明：(1)在 sin( ) sin( ) 2sin cos  α β α β α β+ + − = 中，令 ,x yα β α β+ = − = 得 

,
2 2

x y x y
α β

+ −
= = ，代入原式得sin sin 2sin cos

2 2
x y x yx y + −

+ =  

(2)(3)(4)分别由 

sin( ) sin( ) 2cos sinα β α β α β+ + − = ，  

cos( ) cos( ) 2cos cosα β α β α β+ + − =  

cos( ) cos( ) 2sin sinα β α β α β+ − − = −  作与(1)一样的代换可得 


