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第三节  函数的连续性 
一、函数的连续性定义 

图(1)在点 x=x0处连续，图(2) (3) (4)在点 x=x0处不连续。在一点处连续是指从左边连到

这个点，从这个点连到右边，因此首先要在此点中有意义，从左边连到这个点是什么意思呢？

就是左极限要等于该点的函数值，从右边连到这个点就是右极限要等于该点的函数值，因此

在该点的极限等于该点的函数值 
 

 

1、左右连续：若
+→ax

lim f(x)=f(a)，则称 f(x)在 x=a处右连续，若 lim
x a−→

f(x)=f(a), 则称 f(x)在 x=a

处左连续。 
例 1 讨论下列函数在给定点处的连续性. 

（1） { 1( 0)( ) 1( 0)
x xf x x x

+ ≥= − < ，点 x=0. 

(2) 

1( 1)

0( 1)( )
1 ( 1)

1

x x

xf x
x

x

− <
 == 
 > −

点 x=1. 

解：(1)因
0 0

(lim ( ) lim (0)1 ,)  (1 )
x x

f x x f xf
− −→ →

= − = − ≠ 故 在点 x=0处不左连续 

因
0 0

(lim ( ) lim (0)1) , ( )1  
x x

xf x ff x
+ +→ →

= + = = 故 在点 x=0处右连续 

(2) 因
1 1 1 1

( 1) 0 (1) 1lim ( ) lim lim (, ) lim
1x x x x

f x f xx f
x− − + +→ → → → −

= − = = = 不存在  

于是 ( )f x故 在点 x=1处左连续，不右连续 

2、定义： 如果函数 f(x)在点 x=x0 处有定义，
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

= 即
0

lim
xx→

f(x)存在，且

0

lim
xx→

f(x)=f(x0)，那么函数 f(x)在点 x=x0处连续. 

也就是说若函数 f(x)在点 x=x0处左右都连续，则 f(x)在点 x=x0处连续 
例 1 讨论下列函数在给定点处的连续性. 

(1)f(x)=
x
1
，点 x=0.  
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(2) ( )f x =sinx，点 x=
2
π

. 

（3） { 1( 0)( ) 1( 0)
x xf x x x

+ ≥= − < ，点 x=0. 

(4)
2 ( 1)

( ) 1 ( 1)
2 1( 1)

x x
f x x

x x

 <= =
− >

 点 x=1 

解：(1)因 f(0)没有意义，故在点 x=0处不连续  

(2)因
2 2

lim ( ) lim ( )
2 2

 
x x

g sinx sx in g
π π

π π
→ →

= == ，故在点 x=
2
π
处连续 

(3)因
0 0 0

( 1) 1lim ( ) lim (0) 1, lim, ( ) 1, 
x x x

f f xxx f
− − −→ → →

= − = − ≠ −= 故 故在点 x=0处不连续 

(4) 因
1 1 1

2

1
lim ( ) lim l1, im ( ) lim(2 1) 1, (1)  1
x x x x

f f xx fx x
− − + +→ → → →

= −= == =  

故
1 1

lim ( ) lim (  ( ) 1)
x x

f x f x f
− +→ →

= = 在点 x=0处不连续 

3、不连续的类别 

第一类
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

， 都存在，且
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

=  

第二类
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

， 都存在，且
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

≠  

第三类
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
− +→ →

与 至少一个不存在 

4、函数在区间上的连续性 
①如果函数 f(x)在某一开区间(a，b)内每一点处连续，就说函数 f(x)在开区间(a，b)内连续，
或 f(x)是开区间(a，b)内的连续函数. 

②如果 f(x)在开区间(a，b)内连续，在左端点 x=a处有
+→ax

lim f(x)=f(a)即 f(x)在 x=a处右连续，

在右端点 x=b处有
−→bx

lim f(x)=f(b),就说函数 f(x)在闭区间［a，b］上连续,或 f(x)是闭区间［a，

b］上的连续函数. 

例 3、求证：
1( ) , (0, )f x
x

= +∞在 上连续 

证明：设 0 (0, )x∀ ∈ +∞ ，对于 0ε∀ > ，要使 0
0

0 0

| |1 1| ( ) ( ) | | x xf x f x
x x x x

ε
−

− = − = < (1) 

先作限制 0
0| |

2
xx x− < ，则 0

2
xx > ，于是 0 0

2
0 0

| | 2 | |x x x x
x x x
− −

< ,要使(1)成立，只要 

2
0 0

02
0

2 | | , | |
2

x x xx x
x

ε
ε

−
< − <即  
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因此取

2
0 0= min{ , }

2 2
x x ε

δ ，则当 0| |x x δ− < 时有 0| ( ) ( ) |f x f x ε− <  

于是
0

lim
xx→

f(x)=f(x0),
1( ) , (0, )f x
x

= +∞在 上连续 

例 4、求证： ( ) sin , ( , )f x x= −∞ +∞在 上连续 

证明：设 0 ( , )x∀ ∈ −∞ +∞ ，对于 0ε∀ > ， 

要使 0 0 0
0 0| ( ) ( ) | sin sin | | 2sin cos | 2 | sin |

2 2 2
x x x x x xf x f x x x − + −

− = − = ≤  

0
02 | | | |

2
x x x x ε

−
≤ = − < ,因此取 =δ ε ，则当 0| |x x δ− < 时有 0| ( ) ( ) |f x f x ε− <  

于是
0

lim
xx→

f(x)=f(x0), ( ) sin , ( , )f x x= −∞ +∞在 上连续 

同理可证 ( ) cos , ( , )f x x= −∞ +∞在 上连续 

例 5、求证： ( ) ( 0 1), ( , )xf x a a a= > ≠ −∞ +∞且 在 上连续 

1°证
0

lim 1( 1)x

x
a a

→
= > ，证明：对于 0ε∀ > ，要使 | 1| ,1 1 ,x xa aε ε ε− < − < < +  

只要 log (1 ) log (1 )a axε ε− < < + (1)，取 = min{log (1 ), log (1 )}a aδ ε ε+ − −  

则当 | x | δ< 时(1)成立，于是
0

lim 1( 1)x

x
a a

→
= >  

2°证
0

lim 1(0 1)x

x
a a

→
= < < ，证明：

0 0

1lim lim1/ ( ) 1/1 1(0 1)x x

x x
a a

a→ →
= = = < <   

3°证 0

0
0lim , ( , )xx

x x
a a x

→
= ∈ −∞ +∞ ，证明： 0 0 0 0

0 0

lim lim( ) 1x x x x xx

x x x x
a a a a a−

→ →
= = × =  

于是 ( ) ( 0 1), ( , )xf x a a a= > ≠ −∞ +∞且 在 上连续 

二、函数连续的性质 

1、四则运算：若 ( ), ( )f x g x 都在 0x x= 处连续，则 

( ) ( ),f x g x± ( ) ( ),f x g x 0
( ) ( ( ) 0)
( )

f x g x
g x

≠ ，都在在 0x x= 处连续 

这可由函数的极限的四则运算证出 

2、复合函数的连续性：若函数 ( )u f x= 在 0x x= 处连续， 0 0( )u f x= ， ( )y g u= 在 0u u=

处连续，则复合函数 ( ( ))y g f x= 在 0x x= 处连续。 

证明：因为 ( )y g u= 在 0u u= 处连续，对 0,ε∀ > 存在 1 0δ > ， 
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当 0 1| |u u δ− < 时，有 0| ( ) ( ) |g u g u ε− < (1) 

因为 ( )u f x= 在 0x x= 处连续，于是对于上面的 1 0δ > ， 

存在 0δ > ，当 0| |x x δ− < 时，有 0 1| ( ) ( ) |f x f x δ− <  

因为 ( )u f x= ， 0 0( )u f x= ，于是 0 1| |u u δ− < (2) 

由(1)(2)得， 0| ( ( )) ( ( )) |g f x g f x ε− <  

因此，
0

0lim ( ( )) ( ( ))
x x

g f x g f x
→

= ,因此，函数 ( ( ))y g f x= 在 0x x= 处连续。 

3、反函数连续性：若函数 ( )y f x= 在区间[ , ]a b 上严格递增(或递减)并且连续，则反函数

1( )x f y−= 在区间[ ( ), ( )]f a f b (或[ ( ), ( )]f b f a )上也连续。 

证明：不妨设函数 ( )y f x= 在区间[ , ]a b 上严格递增。 

(1)设 0 ( ( ), ( ))y f a f b∀ ∈ ， 

设
1

0 0( ) ( , ),x f y a b−= ∈ 对 0,ε∀ >  1 2 0 1 0 2 0, ( , ),x x a b x x x x xε ε∃ ∈ − < < < < +使 ， 

设 1 1 2 2( ), ( )y f x y f x= = ，则 1 0 2y y y< < ，取 0 1 2 0min{ , }y y y yδ = − − ， 

则当 0 0( , )y y yδ δ∈ − + 时，有 

1 2 0 0( , ) ( , )x x x x xε ε∈ ⊆ − + ，即当 0| |y y δ− < ，有 0| |x x ε− < 即 1 1
0| ( ) ( ) |f y f y ε− −− <  

因此
0

1 1
0lim ( ) ( )

y y
f y f y− −

→
= ，于是 1( )x f y−= 在区间 ( ( ), ( ))f a f b 上也连续 

(2)当 0 ( )y f a= 时，对 0,ε∀ >  2 2( , ),x a b a x a ε∃ ∈ < < +使 ， 

设 2 2( )y f x= ，则 0 2y y< ，取 2 0y yδ = − ， 

则当 0( , )y a y δ∈ + 时，有 

2( , ) ( , )x a x a a ε∈ = + ，即当 0| |y y δ− < ，有 | |x a ε− < 即 1| ( ) |f y a ε− − <  

因此 1lim ( )
y a

f y a
+

−

→
= ，于是 1( )x f y−= 在 ( )y f a= 处右连续 

同理可证：
1( )x f y−= 在 ( )y f b= 处左连续 

 



 5

三、初等函数的连续性 

1、指数函数 ( 0 1), ( , )xy a a a= > ≠ −∞ +∞且 在 上连续上面已证 

2、对数函数 log ( 0, 1)ay x a a= > ≠常数 且   

由于 xy a=  ( , )−∞ +∞在 上严格单调且连续，因此其反函数 logay x= 在 (0, )+∞在 上连续 

3、幂函数 ( )y xα α= 为常数 (x>0) 

由于
ln ln( )x xy x e eα α α= = = ，它是 lnuy e u xα= =与 的复合函数，由指对函数的连续性知

幂函数 y xα= 在 (0, )+∞在 上连续 

4、两弦函数 , cosy sinx y x= = 在 ( , )−∞ +∞ 上连续上面已证 

5、其它四个三角函数 

tany x= ， cot sec , cscy x y x y x= = =余切函数 ，正割函数 余割函数  

可分别化为 tan
cos
sinxy x

x
= = ，

coscot xy x
sinx

= = ，
1 1sec , cs

cos n
c

si
y x y x

x α
= = = =  

因此它们去掉分母的零点后的各区间上都连续，也称为在定义域内连续 
6、反三角函数 
(1)反三角函数值 

① ]
2

,
2

[,sin ππ
−∈= xax xa =⇔ arcsin ,② ],0[,cos π∈= xax xa =⇔ arccos  

③ )
2

,
2

(,tan ππ
−∈= xax xa =⇔ arctan ④cot , (0, )x a x π= ∈ arc cot a x⇔ =  

(2)反三角 aarcsin 的四个特性 

①表示 ]
2

,
2

[ ππ
− 上的一个角α ,并且角α 的正弦等于a  

②表示正弦运算的逆运算 

③表示方程 ax =sin 在 ]
2

,
2

[ ππ
− 上的解 

④表示 xy sin= 与 ay = 的交点的横坐标 
其它的类似 
例如 

（1）
1arcsin
2 6

π
=    （2）

1arcsin( )
2 6

π
− = −  （3）

1arccos
2 3

π
=    

（4）
1 2arccos( )
2 3 3

π π
π− = − = ，（5）arctan 3

3
π

=    （6）arctan( 3)
3
π

− = −  

（7）arc cot 3
6
π

=  （8）
5arc cot( 3)

6 6
π π

π− = − =  
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(3)反三角函数 

① y sinx= 在区间 ]
2

,
2

[ ππ
− 上反函数为 arcsiny x= 它的定义域是 [ 1,1]− ，值域是

]
2

,
2

[ ππ
− ，是增函数，奇函数。 

② cosy x= 在区间[0, ]π 上反函数为 arccosy x= 它的定义域是 [ 1,1]− ，值域是[0, ]π ，是

减函数。 

③ tan ( , )
2 2

y x π π
= −在区间 上反函数为 arctany x= 它的定义域是 R，值域是 ( , )

2 2
π π

− ，

是增函数，奇函数。 

④ cot (0, )y x π= 在区间 上反函数为 arccoty x= 它的定义域是 R，值域是 (0, )π ，是减函

数。 

由反函数的连续性知， arcsiny x= ， arccosy x= ， arctany x= ， arccoty x= 在定义域

内都连续 
7、双曲函数 

（1）双曲正弦 
2

x xe eshx
−−

= 定义域是 R，值域是 R,在 R上递增，奇函数 

(2)双曲余弦 
2

x xe echx
−+

= 定义域是 R，值域是[1, )+∞ ,偶函数 

(3) 双曲正切
    

 
sh xth x
ch x

= ,双曲余切
    
 

ch xcth x
sh x

= , 

双曲正割
1  sch x

chx
= , 双曲余割

1 xhx
shx

=  

由因为 , ( )1x x xy e y e
e

− == = 连续，由连续的四则运算法则知它们在定义域内连续。 

8、初等函数：常函数，幂函数，指数函数，对数函数，三角函数，反三角函数叫做基本初
等函数。由基本初等函数经过有限次四则运算及复合运算得到的函数统称为初等函数。 
9、由上面的讨论可得：一切初等函数在其定义域内都连续。 

10、根据函数连续性的定义知：函数 f(x)在点 x=x0连续，则
0

lim
xx→

f(x)=f(x0)， 

例、利用初等函数的连续性求下列极限. 

(1) 2

10
l 4im( 3 )
x

lg x lgx
→

+ + ；(2) x

x

x e
e

+
−

→ 1
1lim

0
，(3)

1
1lim 2

3

1 −
−

→ x
x

x
 (4) 

0

ln(1 )lim
x x

x
→

+
 

解：(1)
1

2

0

2 3 4li 10 3 1 8m ) 0( 4
x

lg x lgx lg lg
→

=+ + + + = ； 

(2)
0

00

1 1lim 0
1 1

x

xx

e e
e e→

− −
= =

+ +
   (3)

3 2

21 1

1 1 3lim lim
1 1 2x x

x x x
x x→ →

− + +
= =

− +
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  (4) 
1 1

0 0 0

ln(1 ) ln(1lim lim li) ln (m 1 ) ln 1x x
x x x

x x
x

x e
→ → →

=
+

+ = + = =  

四、几个定理 
1、最值定理：如果 f(x)是闭区间［a，b］上的连续函数，那么 f(x)在闭区间 
［a，b］上有最大值和最小值 

2、介值定理：如果 f(x)是闭区间［a，b］上的连续函数，且 ( ) ( )f a f b< (或 ( ) ( )f a f b> )，

是介于 ( ) ( )( ( ) ( ))f a m f b f b m f a< < < <或 ，则 0 ( , )x a b∃ ∈ 之间的数， 

使 0( )f x m=  

3、零点定理：函数 )(xfy = 在区间 ]ba,[ 的图象连续，并且 0)()( <bfaf ，那么函数

)(xfy = 在 (a,b)必有零点。它介值定理的推论 

 


