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第二节  中值定理与导数的应用 
一、基础定理 

1、最值定理：若函数 )(xfy = 在 ][a,b 上连续，则 )(xfy = 在 ][a,b 有最大值与最小值 

2、介值定理：若函数 )(xfy = 在 ][a,b 上连续， f a f b( ) ( )≠ ，则对任意的实数 µ ，当
f a f b f b f a( ) ( ) ( ) ( )µ µ< < < <或 时，则总存在一点 )(a,bξ ∈ 使 f ξ( ) µ=  

3、零点定理：若函数 )(xfy = 在 ][a,b 上连续， 0f a f b( ) ( ) < ，则存在一点 )(a,bξ ∈ 使

0f ξ( ) =  

4、值域定理：若函数 )(xfy = 在 ][a,b 上连续最大值与最小值分别为 M与 m(m<M)，对任意

的m Mµ≤ ≤ ,则存在一点ξ a,b[ ]∈ 使 f ξ( ) µ= ,即 )(xfy = 的值域是 m,M[ ] 
5、费马定理：若 0x 是 f x( )的极值点，且 f x( )在 0x 的邻域可导，则 0 0f x( )′ =  

二、中值定理 

1、罗尔中值定理：函数 )(xfy = ：（1）在 ][a,b 上连续；（2）在 )(a,b 内可导；（3） )()( bfaf =  

则至少存在一点 )(a,bξ ∈ 使得 0f ξ( )′ =  

证明：因 )(xfy = 在 ][a,b 上连续，故存在最大值 M与最小值 m 

当 M=m时，则 )(xfy = 是常函数， f x m( ) = ，于是命题立。 

当 m<M时，由于 )()( bfaf = ，于是 m，M至少一个在区间 a,b( )内的某点ξ 取得，从而ξ 是

f x( )的极值点，由 f x( )在 )(a,b 内可导，得 0f ( )ξ′ = ，于是命题立。 

2、拉格朗日中值定理：函数 )(xfy = ：（1）在 ][a,b 上连续；（2）在 )(a,b 内可导，则至少

存在一点 )b,a(∈ξ 使得 f ξ( )′
ab

afbf
−
−

=
)()(
 

证明：设
f b f ag x f x x a

b a
( ) ( )( ) ( ) ( )−

= − −
−

，则 g x( )满足罗尔中值定理的三个条件 

于 是 至 少 存 在 一 点 )(a,bξ ∈ 使 得 0f b f ag ξ f ξ
b a

( ) ( )( ) ( ) −′ ′= − =
−

， 即

f ξ( )′
ab

afbf
−
−

=
)()(
 

3、柯西中值定理： )(xf 、 )(xg ：（1）在 ][a,b 上连续，在 )(a,b 内可导；（2）在 )(a,b 内
每点处 0g x( )′ ≠  

则至少存在一点 )(a,bξ ∈ 使得
f ξ f b f a
g ξ g b g a

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
′ −

=
′ −

 

证明：设
f b f aT x f x f a g x g a
g b g a

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))
( ) ( )

−
= − − −

−
 

则T x( )满足罗尔中值定理的三个条件，于是至少存在一点 )(a,bξ ∈ 使得 

0
f b f a f ξ f b f aT ξ f ξ g ξ =
g b g a g ξ g b g a

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

′− −′ ′ ′= − =
′− −

于是   

例 1.已知函数
4)( xxf = 在区间 ]21[ , 上满足拉格朗日中值定理的条件，试求满足定理的 ξ 。 
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解：要使
(2) (1)( )

2 1
f ff ξ −′ =

−
，只要

3
3 154 15

4
ξ ξ= ⇒ = ，从而

3 15 (1 2)
4

ξ ,= ∈ 即为满

足定理的ξ。 

例 2.试证明对函数 rqxpxy ++= 2 应用拉格朗日中值定理时所求得的点 ξ 总是位于区间

的正中间。 

证明：不妨设所讨论的区间为 ][a,b ，则函数 rqxpxy ++= 2 在 ][a,b 上连续，在 )(a,b 内

可导，从而有
( ) ( )( ) f b f af ξ

b a
−′ =
−

，即
ab

rqaparqbpbqξ
−

++−++
=+

)()(2
22

， 

解得
2

abξ +
= ，结论成立。 

例 3.设 )(xf 在 ]10[ , 上连续，在 )10( , 内可导，且 0)1( =f 。求证：存在 )10( ,ξ ∈ ，使

( )( ) f ξf ξ
ξ

′ = − 。 

要使
( )( ) f xf x
x

′ = − ，只要 

  
( ) 1 [ ( )][ln ( )] [ln ] [ln ( )] 0 0 [ ( )] 0
( ) ( )

f x xf xf x x xf x xf x
f x x xf x
′ ′

′ ′ ′ ′= − ⇔ = − ⇔ = ⇔ = ⇐ =  

  ∴只要设辅助函数 )()( xxfxF =  

例 4、不用求出函数 )4)(3)(2)(1()( −−−−= xxxxxf 的导数，说明方程 ( ) 0f x′ = 有几个

实根，并指出它们所在的区间。 

解： ∵ )4)(3)(2)(1()( −−−−= xxxxxf 在 ]21[ , 、 ]32[ , 、 ]43[ , 上连续， 

在 )21( , 、 )32( , 、 )43( , 内可导，且 0)4()3()2()1( ==== ffff ， 

∴由罗尔中值定理，至少有一点 )21(1 ,ξ ∈ 、 )32(2 ,ξ ∈ 、 )43(3 ,ξ ∈ ， 

使得 1 2 3( ) ( ) ( ) 0f ξ f ξ f ξ′ ′ ′= = = ，即方程 ( ) 0f x′ = 至少有三个实根， 

又方程 ( ) 0f x′ = 为三次方程，至多有三个实根， 

∴ ( ) 0f x′ = 有 3个实根，分别为 )21(1 ,ξ ∈ 、 )32(2 ,ξ ∈ 、 )43(3 ,ξ ∈ 。 

例 5.证明下列不等式： 

（1） baba −≤− arctanarctan  ；    （2） 当 1>x 时， exe x >  ； 
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（3） 设 0>x ，证明 xx <+ )1(ln ；    （4） 当 0>x 时，
xx +

>+
1

1)11(ln 。 

证明：（1）令 xxf arctan)( = ， ∵ )(xf 在 ][a,b 上连续，在 )(a,b 内可导， 

∴由拉格朗日中值定理，得 2

1arctan arctan ( )( )
1

a b f ξ b a b a b a
ξ

′− = − = − ≤ −
+

。 

（2）令 xexf =)( )1( >x ，∵ )(xf 在 ]1[ ,x 上连续，在 )1( ,x 内可导， 

∴由拉格朗日中值定理，得 ee x −  1ξe x( )= − ， xξ <<1  

∴ eexxexeee ξx −=−>−=− )1()1( ，从而当 1>x 时， exe x > 。 

（3）令 )1ln()( xxf += )0( >x ，∵ )(xf 在 ]0[ ,x 上连续，在 )0( ,x 内可导， 

∴由拉格朗日中值定理，得
1ln(1 ) ln(1 ) ln(1 0) ( )( 0)

1
x x f ξ x x

ξ
′+ = + − + = − =

+
，

xξ <<0  

∴ xx
ξ

<
+1
1

，即 0>x ， xx <+ )1ln( 。 

（4）令 xxf ln)( = )0( >x ，∵ )(xf 在 ]1[ xx, + 上连续，在 )1( xx, + 内可导， 

∴由拉格朗日中值定理，得
1 1ln(1 ) ln(1 ) ln ( )(1 0)x x f ξ
x ξ

′+ = + − = − = ， xξx +<< 1  

∴
xξ +

>
1

11
，即当 0>x 时，

xx +
>+

1
1)11ln( 。 

例 6、求证 )1(
1

2arcsinarctan2 2 ≥=
+

+ xπ
x
xx . 

知识点： ( ) 0 ( )f x f x C′ = ⇔ = （C为常数）。 

思路：证明一个函数表达式 )(xf 恒等于一个常数，只要证 ( ) 0f x′ =  

证明：令 )1(
1

2arcsinarctan2)( 2 ≥
+

+= x
x
xxxf ， 

当 1=x 时，有 π=+ 1arcsin1arctan2 ；当 1>x 时，有 

2 2

2 2 2 2 22
2

2

2 1 2(1 ) 2 2 2 1 2 2( )
1 (1 ) 1 (1 )121 ( )

1

x x x xf x
x x x xxx

x

+ − ⋅ −′ = + ⋅ = + ⋅
+ + + +−

−
+
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= 0)
1

2(
1

2
22 =

+
−+

+ xx
，∴ ( ) (1)f x C f π= = = ； 

∴ )1(
1

2arcsinarctan2 2 ≥=
+

+ xπ
x
xx 成立。 

例 7.证明：若函数 )(xf 在 )( ∞+∞,- 内满足关系式 ( ) ( )f x f x′ = ，且 1)0( =f ，则

xexf =)( 。 

知识点： ( ) 0 ( )f x f x C′ = ⇔ =  

思路：因为 ( ) ( ) 1x xf x e e f x−= ⇔ ≡ ，所以当设 ( ) ( )xF x e f x−= 时，只要证 ( ) 0F x′ = 即

可 

证明：构造辅助函数 ( ) ( )xF x e f x−= ，则 ( ) ( ) ( ) 0x xF x e f x e f x− −′ ′= − = ； 

∴ ( ) (0) 1xF(x) e f x C F−= ≡ = = ∴ xexf =)( 。 

例 8.设函数 )(xfy = 在 0=x 的某个邻域内具有n阶导数，且 

( 1)(0) (0) (0) 0nf f f ,−′= = = =L 试用柯西中值定理证明： 

)10()()( )(

<<= θ
n!
θxf

x
xf n

n 。 

证明：∵ )(xf 、 nxxg =)( 及其各阶导数在 ]0[ ,x 上连续，在 )0( ,x 上可导， 

且在 )0( ,x 每一点处， ( 1) ( ) ! 0ng x n x− = ≠ ，又 ( 1)(0) (0) (0) 0nf f f ,−′= = = =L ， 

∴连续使用n次柯西中值定理得， 

(2) (2)
1 1 2 2
1 1 2 2 (2)

1 1 2 2
( 1) ( 1) ( )

1
( 1)

1

( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0)( ) ( ) (0)
(0) (0) ( 1) ( 1) (0)

( ) (0) ( ) (0 1)
(0)

n n n n n n

n n n
n

n
n

f f ξ f f f ξ ff x f x f
x x g n nξ g n n n n g

f ξ f f θx θ
n!ξ g n!

L

ξ ξ
ξ ξ ξ− − − −

− −
−

−
−

′ ′ ′ ′′− −−
= = = = =

′− − − − −

−
= = < <

−

 

三、洛必达法则 

1、
0
0
型不定式：若函数 f g和 满足  

(1)
0 0

0
x x x x

f x g xlim ( ) lim ( )
→ →

= = (2)在点 0x 的某空心邻域 0
0U x( )内两者都可导，且 0g x( )′ ≠  

(3) 
0x x

f x A
g x

( )lim
( )→

′
=

′
,则

0 0x x x x

f x f x A
g x g x

( ) ( )lim lim
( ) ( )→ →

′
= =

′
 

证明：补充定义 0 0 0f x g x( ) ( )= = ，使得 f g和 在点 0x 处连续。任取 0
0x U x( )∈ ，在区间

0 0x x x x[ , ]( [ ])或 ， 上应用柯西中值定理，有 0

0

f x f x f ξ
g x g x g ξ

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

′−
=

′−
(ξ 介于 0x x与 之间) 
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即
f x f ξ
g x g ξ

( ) ( )
( ) ( )

′
=

′
，于是

0 0 0x x x x x x

f x f ξ f x A
g x g ξ g x

( ) ( ) ( )lim lim lim
( ) ( ) ( )→ → →

′ ′
= = =

′ ′
 

2、
∞
∞
型不定式：若函数 f g和 满足  

(1)
0 0x x x x

f x g xlim ( ) lim ( )
+ +→ →

= = ∞ (2)在点 0x 的某右邻域 0U x( )+ 内两者都可导，且 0g x( )′ ≠  

(3) 
0x x

f x A
g x

( )lim
( )+→

′
=

′
,则

0 0x x x x

f x f x A
g x g x

( ) ( )lim lim
( ) ( )+ +→ →

′
= =

′
 

证明：先设 A为有限实数，由
0x x

f x A
g x

( )lim
( )+→

′
=

′
，对任给正数ε ，存在 1 0x U x( )+∈ ，对满足

0 1x x x< < 的每个 x有
2

f x A
g x

( )| |
( )

ε′
− <

′
(4) 

由条件(2), f g和 在区间 1x x[ , ]上满足柯西中值定理条件，故存在 1 0 1x x x x( , ) ( , )ξ ∈ ⊂ 使

得 

1

1

f x f x f
g x g x g

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

ξ
ξ

′−
=

′−
代入(4)得 1

1 2
f x f x A
g x g x

( ) ( )| |
( ) ( )

ε−
− <

−
(5) 

另一方面

1

1 1 1

11 1 1

1

1

g x
f x f x f x f x f x f xf x g x

f xg x g x g x g x g x g x g x
f x

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )| | | | | | ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

−
− − −

− = =
− − − −

（6） 

由条件(1)及(5)知当 0x x +→ 时

1

1

1
0

1

g x
g x
f x
f x

( )
( )
( )
( )

−
→

−
， 1

1

f x f x A
g x g x

( ) ( )
( ) ( )

−
→

−
 

因此存在正数δ ，使得当 0 0x x x x,δ< < + 的 有
f x A
g x

( )| |
( )

ε− < ，于是
0x x

f x A
g x

( )lim
( )+→

=  

类似地可证明 A = ±∞ ∞或 的情形 

例用洛必达法则求下列极限： 

（1） 
x
ee xx

x sin
lim

0

−

→

−
； （2） 

x-a
ax

ax

sinsinlim −
→

；（3）
xarc

x
x cot

)11ln(
lim

+

+∞→
； 

  （4） )1(lim
1

−
∞→

x
x

ex ；    （5） x
x

x
1

0
)sin1(lim +

→
； （6） x

x x
)1(lnlim

0+→
；  

解：  （1） 2
cos

lim
sin

lim
00

=
+

=
− −

→

−

→ x
ee

x
ee xx

x

xx

x
； 

     （2） ax
ax

ax
axax

cos
1

coslimsinsinlim ==
−
−

→→
； 
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（3） 1
)1(

1lim

1
1

)1(
1

lim
cot

)11ln(
lim

2

2

=
+

+
=

+
−

+
−

=
+

+∞→+∞→+∞→ xx
x

x

xx
xarc

x
xxx

； 

（4） 1lim
1

1

lim
1

)1(lim)1(lim
1

2

1

2
1

1

==
−

−
=

−
=−

∞→∞→∞→∞→

x
x

x

x

x

x
x

x
e

x

e
x

x

eex ； 

（5） eeex x
x

x
x

x)(

x
x

x
xx ===+ +

→

+

→→

→→ sin1
cos

lim

0

sin1ln
lim

0

1

0
00 limlim)sin1(lim ； 

（6）
00

2 0 0

1 1( )
ln[ ln ] lnlimlim 111 lim lim

ln 1/

0

1lim(ln ) 1
xx

x x

x x x
x

x x xx x

x
e e e e

x

++ →→
+ +→ →

+

⋅ −
− −

− −−

→
= = = = = ； 

 


