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第二节 函数的极限 
一、函数极限的意思 
1．当 x ∞→ 时函数的极限： 

引例 )(xf = x)
2
1( 当 x +∞→ 时， 0)( →xf ，我们把 0叫做 )(xf 的极限，记作

+∞→x
lim x)

2
1( =0 

（1）当 x +∞→ 时， Axf 常数→)( ，就说当 x趋向于正无穷大时，函数 )(xfy = 的极

限是 A，记作： Axf
x

=
+∞→

)(lim  

引例 )(xf = x2 当 x → −∞时， 0)( →xf ，我们把 0叫做 )(xf 的极限，记作 lim
x→−∞

x2 =0 

（2）当 x −∞→ 时， Axf 常数→)( ，就说当 x趋向于负无穷大时，函数 )(xfy = 的极

限是 A，记作： Axf
x

=
−∞→

)(lim  

也可以记作，当 x −∞→ 时， Axf →)(  

引例 01lim =
+∞→ xx

， 01lim =
−∞→ xx

 

（3）当 Axf
x

=
+∞→

)(lim ，且 Axf
x

=
−∞→

)(lim ，就说当 x趋向于无穷大时，函数 )(xfy = 的极

限是 A，记作： Axf
x

=
∞→

)(lim  

例：写出下列函数的极限： 

   （1） x

x
10lim

−∞→
  （2） 2

1lim
xx ∞→

     （3） 4lim
∞→x

 

2、当 x 0x→ 时函数的极限 

引例









<−
=
>+

=
)0(1
)0(0
)0(1

xx
x
xx

y 当 x +→ 0 时， 1)( →xf ，当 x −→ 0 时， 1)( −→xf  

(1)函数的左右极限: 
当 x从 0x 的左侧无限地趋近于 0x 时，函数 )(xf 无限地趋近于常数 A，就说函数 )(xfy =
的左极限是 A，记作： Axf

xx
=

−→
)(lim

0

 

（2）当 x 从 0x 的右侧无限地趋近于 0x 时，函数 )(xf 无限地趋近于常数 A，就说函数
)(xfy = 的右极限是 A，记作： Axf

xx
=

+→
)(lim

0

 

引例 32)( −= xxf ， 1)(lim
2

=
+→

xf
x

， 1)(lim
2

=
−→

xf
x

 

（3）当 Axf
xx

=
−→

)(lim
0

， Axf
xx

=
+→

)(lim
0

时，就说当 x趋向 0x 时，函数 )(xfy = 的极限是

A，记作 Axf
xx

=
→

)(lim
0

。 

例 1、若




<−
≥+

=
)0(1
)0(2

)(
xx
xx

xf ，求下列的极限  

(1) )(lim
0

xf
x +→

   （2） )(lim
0

xf
x −→

   (3)
0

lim ( )
x

f x
→

（4）
1

lim ( )
x

f x
→

（5） )(lim
2

xf
x −→

   

解：(1) 
0 0

lim ( ) lim ( 2) 2
x x

f x x
+ +→ →

= + =    （2）
0 0

lim ( ) lim( 1) 1
x x

f x x
− −→ →

= − = −  

(3)因为
0

lim ( ) 2
x

f x
+→

= ，
0

lim ( ) 1
x

f x
−→

= −  所以
0

lim ( )
x

f x
→

不存在 

(4) 因为
1 1

lim ( ) lim( 2) 3
x x

f x x
− −→ →

= + = ，
1 1

lim ( ) lim( 2) 3
x x

f x x
+ +→ →

= + =  于是
1

lim ( )
x

f x
→

=3   
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（5）
2 2

lim ( ) lim ( 1) 3
x x

f x x
→− →−

= − = −  

例 2、当 X → 1 时，写出函数
1
12

−
−

=
x

xy 的极限  

解：
2 2

1 1 1 1

1 1lim lim( 1) 2, lim lim( 1) 2
1 1x x x x

x xx x
x x+ + − +→ → → →

− −
= + = = + =

− −
，于是

2

1

1lim 2
1x

x
x→

−
=

−
 

此题可直接书写成
2

1 1

1lim lim( 1) 2
1x x

x x
x→ →

−
= + =

−
  

二、极限的运算 

1、函数极限的运算法则:     如果 BxgAxf
oo xxxx

==
→→

)(lim,)(lim ，那么 

BAxgxf
oxx

+=+
→

)]()([lim     BAxgxf
oxx

⋅=⋅
→

)]()([lim       )0(
)(
)(lim ≠=

→
B

B
A

xg
xf

oxx
 

2、常用极限: ),(lim *Nkxx k
o

k

xx o

∈=
→

)(01lim *Nk
x kx

∈=
∞→

 

例 1求下列极限 

(1) )3(lim 2

2
xx

x
+

→
   (2)

1
12lim

23

1 +
+−

→ x
xx

x
      (3)

1
33lim 2

2

+
+−

∞→ x
xx

x
 

解：(1) 2 2

2
lim( 3 ) 2 3 2 10
x

x x
→

+ = + × =    (2)
3 2

1

2 1 2lim 1
1 2x

x x
x→

− +
= =

+
      

(3)
2 2

2

2

1 333 3lim lim 311 1
x x

x x x x
x

x
→∞ →∞

− +− +
= =

+ +
 

例 2求下列极限 

(1)
4
16lim

2

4 −
−

→ x
x

x
     (2)

2

31
lim

1x

x x
x→

−
−

 

解：(1)
2

4 4

16lim lim( 4) 8
4x x

x x
x→ →

−
= + =

−
     (2) 

2

3 21 1

1lim lim
1 1 3x x

x x x
x x x→ →

−
= =

− + +
 

三、函数的极限严格定义 
定义 1：若函数 ( )f x 在 0 0 0 0( , ) ( , )( 0)x a x x x a a− + >U 上有定义，A是常数; 

若对于任意的 0ε > ,都存在 0δ > ，当 00 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) |f x A ε− <  

则称常数 A是 ( )f x 在 0x 处的极限，记为
0

lim ( )
x x

f x A
→

=  

定义 2：若函数 ( )f x 在 ( , )a +∞ 上有定义，A是常数; 
若对于任意的 0ε > ,都存在实数数 X ，当 x X> 时，都有 | ( ) |f x A ε− < ,则 lim ( )

x
f x A

→+∞
=  

定义 3：若函数 ( )f x 在 ( , )a−∞ 上有定义，A是常数; 
若对于任意的 0ε > ,都存在数 X ，当 x X< 时，都有 | ( ) |f x A ε− < ,则 lim ( )

x
f x A

→−∞
=  

例 1、用定义证明 2

4
lim 16
x

x
→

=  

证明：对任意的 0ε > ，要使
2| 16 | | 4 || 4 |x x x ε− = + − <  (*) 
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先令 | 4 | 1,x − < 则 | 4 | | 4 8 | | 4 | 8 9x x x+ = − + ≤ − + < ，于是只要 | 4 |
9

x ε
− < 就有(*)成立 

因此取 min{1, }
9
ε

δ = ，则当 0 | 4 |x δ< − < 时，就有(*)成立 

所以
2

4
lim 16
x

x
→

=  

例 2、用定义证明
2

2lim
1 3x

x
x→

=
+

 

证明：对任意的 0ε > ，要使
2 2| | | |

1 3 3( 1)
x x

x x
ε

−
− = <

+ +
 (*) 

先令 | 2 | 1,x − < 则 | 1| | 2 3 | 3 | 2 | 2x x x+ = − + ≥ − − > ，于是只要 | 2 | 6x ε− < 就有(*)成立 
因此取 min{1,6 }δ ε= ，则当 0 | 2 |x δ< − < 时，就有(*)成立 

所以
2

2lim
1 3x

x
x→

=
+

 

四、函数的极限的性质 
1、极限的唯一性：若

0

lim ( )
x x

f x
→

=A, 
0

lim ( )
x x

f x
→

=B，则 A=B 

证明：对任意的 0ε > ，由条件得 

存在 1 0δ > ，当 0 10 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) |
2

f x A ε
− <  

存在 2 0δ > ，当 0 20 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) |
2

f x B ε
− <  

因此取 1 2min{ , }δ δ δ= ,当 00 | |x x δ< − < 时， 

| | | [ ( ) ] [ ( ) ] | | ( ) | | ( ) |
2 2

A B f x B f x A f x B f x A ε ε
ε− = − − − ≤ − + − < + =  

由于ε 可以是任意小的正数，于是 A=B 
2、可取绝对值：若

0

lim ( )
x x

f x
→

=A,则
0

lim | ( ) | | A |
x x

f x
→

=  

证明：对任意的 0ε > ，由条件得 
存在 0δ > ，当 00 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) |f x A ε− <  

于是 || ( ) | | || | ( ) |f x A f x A ε− ≤ − < ，故
0

lim | ( ) | | A |
x x

f x
→

=  

3、局部保序性：若
0

lim ( )
x x

f x
→

=A, 
0

lim ( )
x x

g x
→

=B,A>B, 

则存在 0δ > ，当 00 | |x x δ< − < 时， ( ) ( )f x g x>  

证明：对于 0
2

A B
ε

−
= > , 

存在 1 0δ > ，当 0 10 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) |
2

A Bf x A −
− < ① 

存在 2 0δ > ，当 0 20 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) |
2

A Bf x B −
− < ② 

取 1 2min{ , }δ δ δ= ,当 00 | |x x δ< − < 时，①②同时成立 

于是 ( ) , ( )
2 2

A B A Bf x g x+ +
> < ，故 ( ) ( )f x g x>  

推论 1：若
0

lim ( )
x x

f x
→

=A≠0,则存在 0δ > ，当 00 | |x x δ< − < 时，
| A || ( ) |

2
f x >  
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证明：因
0

lim ( )
x x

f x
→

=A，故
0

lim | ( ) | | A |
x x

f x
→

= ，又
0

| A | | A |lim
2 2x x→

= ，
| A || A |

2
>  

于是存在 0δ > ，当 00 | |x x δ< − < 时，
| A || ( ) |

2
f x >  

推论 2局部有界性：若
0

lim ( )
x x

f x
→

=A，则存在 0δ > ，当 00 | |x x δ< − < 时， ( )f x 有界 

证明：取常数 m，M使 m<A<M, 
0

lim
x x

m m
→

= ，
0

lim ( )
x x

f x
→

=A，
0

lim
x x

M M
→

= ， 

于是存在 1 0δ > ，当 0 10 | |x x δ< − < 时，都有 ( )f x m> ① 

存在 2 0δ > ，当 0 20 | |x x δ< − < 时，都有 ( )f x M< ② 

取 1 2min{ , }δ δ δ= ,当 00 | |x x δ< − < 时，①②同时成立 
即 ( )m f x M< < ，取 Q= max{| |,| |}m M ，则 | ( ) |f x Q<  
4、夹值性：若存在 0r > ，当 00 | |x x δ< − < 时 ( ) ( ) ( )g x f x h x≤ ≤ , 

且
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

g x h x A
→ →

= = ,则
0

lim ( )
x x

f x A
→

=  

证明：对任意的 0ε > ，由条件得 
存在 1 0δ > ，当 0 10 | |x x δ< − < 时，都有 | g( ) |x A ε− < ① 

存在 2 0δ > ，当 0 20 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) |h x A ε− < ② 

因此取 1 2min{ , }δ δ δ= ,当 00 | |x x δ< − < 时，①②同时成立 

于是 ( ) ( ) , ( ) ( )f x g x A f x h x Aε ε≥ > − ≤ < +  
即 | ( ) |f x A ε− < ，故

0

lim ( )
x x

f x A
→

=  

5、函数极限的运算法则:  如果 BxgAxf
oo xxxx

==
→→

)(lim,)(lim ，那么 

(1) lim[ ( ) ( )]
ox x

f x g x A Bα β α β
→

+ = + ( ,α β是不全为零的常数 ) 

(2) BAxgxf
oxx

⋅=⋅
→

)]()([lim    (3) )0(
)(
)(lim ≠=

→
B

B
A

xg
xf

oxx
 

证明：对任意的 0ε > ，由条件得 
存在 1 0δ > ，当 0 10 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) |f x A ε− < ① 

存在 2 0δ > ，当 0 20 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) |g x B ε− < ② 

因此取 1 2min{ , }δ δ δ= ,当 00 | |x x δ< − < 时，①②同时成立 

于是
| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) |

| || ( ) | | || ( ) | (| | | |)
f x g x A B f x A g x B

f x A g x B
α β α β α α β β

α β α β ε
+ − − ≤ − + −

= − + − < +  

故 lim[ ( ) ( )]
ox x

f x g x A Bα β α β
→

+ = +  

因 lim ( )
ox x

f x A
→

= ，故存在 3 0δ > ，当 0 30 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) | (Q )f x Q< 是一个正常数  

因此取 4 3min{ , }δ δ δ= ,当 0 40 | |x x δ< − < 时，  

| ( ) ( ) | = | ( )( ( ) ) ( ( ) ) |
| ( ) || ( ) B | | B || ( ) | (Q B)

f x g x AB f x g x B B f x A
f x g x f x A ε

− − + −
≤ − + − < +
于是  

因此 BAxgxf
oxx

⋅=⋅
→

)]()([lim  

要证(3)只要证：
1 1lim ( 0)
( )ox x

B
g x B→

= ≠ ③ 

因 lim ( )
ox x
g x B

→
= ，故存在 5 0δ > ，当 0 50 | |x x δ< − < 时，都有

| B || ( ) |
2

g x >  
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2

1 1 | ( ) | 2| | =
( ) | ( ) || |

g x B
g x B g x B B

ε−
− <于是 因此③成立， 

于是
( ) 1lim lim[ ( ) ]
( ) ( )o ox x x x

f x Af x
g x g x B→ →

= × =  

6、 lim ( )
ox x

f x A
→

= 的充要条件是：对任意满足
*

0 0lim ( , )n nn
x x x x n N

→∞
= ≠ ∈ 的数列{ }nx ，都

有 lim ( )nn
f x A

→∞
=  

证明：先证必要性 
由 lim ( )

ox x
f x A

→
= 知，对于任意 0ε > ，存在 0δ > ，当 00 | |x x δ< − < 时，都有 | ( ) |f x A ε− <  

由 *
0 0lim ( , )n nn

x x x x n N
→∞

= ≠ ∈ 得，对上面的 0δ > ，存在 *N N∈ ,当 nx N> 时，有

00 | |nx x δ< − < ，于是 | ( ) |nf x A ε− < ，因此 lim ( )nn
f x A

→∞
=  

再证充分性 
已知对任意满足

*
0 0lim ( , )n nn

x x x x n N
→∞

= ≠ ∈ 的数列{ }nx ，都有 lim ( )nn
f x A

→∞
=  

假设 lim ( )
ox x

f x A
→

≠ ，则存在 0 0ε > ，对任意 0δ > ，存在满足 00 | |x x δ< − < 的 x，使

0| ( ) |f x A ε− ≥  

取 1δ = ，存在满足 1 0 10 | |x x xδ< − < 的 ，使 1 0| ( ) |f x A ε− ≥  

取
1
2

δ = ，存在满足 2 0 20 | |x x xδ< − < 的 ，使 2 0| ( ) |f x A ε− ≥  

…… 

取
1
n

δ = ，存在满足 00 | |n nx x xδ< − < 的 ，使 0| ( ) |nf x A ε− ≥  

…… 
于是得数列{ }nx ，有

*
0 0lim ( , )n nn

x x x x n N
→∞

= ≠ ∈ ，但 lim ( )nn
f x A

→∞
≠ 与①矛盾 

于是 lim ( )
ox x

f x A
→

= 。  证毕 

例、求证
0

1limsin
x x→

不存在 

证明：取
1

nx
nπ

= ，则
1lim sin lim sin lim 0 0

n n n
n

n
x

π
→∞ →∞ →∞

= = =  

再取
1

2
2

nx
n π
π

=
+
，则

1
lim sin lim sin(2 ) lim1 1

2n n n
n

n
x

π
π

→∞ →∞ →∞
= + = =  

由于0 1≠ ，因此
0

1limsin
x x→

不存在 

五、两个重要极限 

1、求证：
0

sinlim 1
t

t
t→

=  

证明：设角 t是很小的正数，由单位圆知 BC AB AD< <弧长  

则 sin tant t t< < ,
1

1
sin cos

t
t t

< < ，
0

1
lim 1

cost t→
= ，于是

0
lim 1

sint

t
t+→

= ，
0

sin
lim 1
t

t
t→

=  

当角 t是绝对值很小的负数时
0 0

lim lim 1
sin sin( )t t

t t
t t− +→ − →

−
= =

−
,于是

0

sin
lim 1
t

t
t→

=  

O A

B

C
t 1

D
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2、求证：
1lim(1 )t

t
e

t→∞
+ =  

证明：
[ ] [ ] 11 1 1

(1 ) (1 ) (1 ) , [ ]
[ ] 1 [ ]

t t t t
t t t

其中 是不大于t的最大整数++ ≤ + ≤ +
+

 

由于
1lim(1 )

1
n

n
e

n→∞
+ =

+
 ， 11lim(1 )n

n
e

n
+

→∞
+ = ，故

1lim (1 )t

t
e

t→+∞
+ =  

再证
1lim (1 )t

t
e

t→−∞
+ = ，令 x t= − ,则

1 1 1(1 ) (1 ) ( ) (1 )
1 1

t x x xx
t x x x

−+ = − = = +
− −

 

11 1 1
lim (1 ) lim (1 ) (1 )

1 1
t x

t x
e

t x x
−

→−∞ →+∞
+ = + + =

− −
 

综上
1lim(1 )t

t
e

t→∞
+ = ,令

1 x
t

= 可得

1

0
lim(1 ) x
x

x e
→

+ =  

例、求极限 

(1) 20

1 coslim
x

x
x→

−
    (2) 

1

0
lim(1 3 ) x
x

x
→

+  

解：(1) 
2

2 20 0

1 cos 2sin
lim lim 2
t t

x x
x x→ →

−
= =     (2) 

1 1
3 33

0 0
lim(1 3 ) lim[(1 3 ) ]x x
x x

x x e
→ →

+ = + =  

六、无穷小 
1、无穷小：若

0

lim ( ) 0,
x x

f x
→

= 则称当 0x x→ 时， ( )f x 是无穷小 

例 1、当 0x → 时， 
1

2 2, ,x x x 都是无穷小. 

例 2、当 0x → 时， sin , tan ,1 cos ,ln(1 ), 1 1nx x x x x− + + − 都是无穷小. 

例 3、当 1x → 时， 2 1, 1nx x− − 都是无穷小. 

2、等价无穷小：若当 0x x→ 时， ( ),g( )f x x 都是无穷小，且
0

( )
lim 1

g( )x x

f x
x→

=  

则称 ( ),g( )f x x 是等价无穷小记作 ( ) g( )f x x:   

例 1、由于
0

sinlim 1
x

x
x→

= ，因此当 0x → 时， sin x x:     

例 2、由于
1

0 0

ln(1 )
lim limln(1 ) lne 1x
x x

x x
x→ →

+
= + = = ，因此当 0x → 时 ln(1 )x x:+  

例 3、求证：当 0x → 时， 1xe x:−  
证明：设 1xy e= − ，则当 0x → 时， 0y → ，且 ln(1 )x y= + ， 

 故
0 0

1lim lim 1
ln(1 y)

x

x y

e y
x→ →

−
= =

+
，于是 1xe x:−  

例 4、由于

2 2

2 20 0 0 2

2sin sin1 cos 12 2lim lim lim
22( )

2
x x x

x x
x

xx x→ → →

−
= = = ，因此当 0x → 时 21

1 cos
2

x x:−  

例 5、求证：当 0x → 时， (1 ) 1x x:α α+ −  

证明：设 (1 ) 1y x α= + − 则当 0x → 时， 0y →  
于是 

0 0 0

(1 ) 1 (1 ) 1 ln(1 ) ln(1 )
lim lim lim

ln(1 ) ln(1 )x x x

x x x y x
x x x y x

g g
α α α

α

α
α

→ → →

+ − + − + +
= = =

+ +
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因此 (1 ) 1x x:α α+ −  

3、定理：设 ( ),g( ), ( )f x x h x 在 0x 的一个去心邻域有定义，当 0x x→ 时 ( ) g( )f x x: ，则 

若
0

lim ( ) ( ) A,
x

h x f x
→

=
0

( )
lim ,

( )x

h x B
f x→

= 则
0

lim ( )g( ) A,
x

h x x
→

=
0

( )
lim

g( )x

h x B
x→

=  

证明：
0 0

g( )lim ( )g( ) lim[ ( ) ( ) ] A 1 A,
( )x x

xh x x h x f x
f x→ →

= × = × =  

0 0

( ) ( ) ( )
lim lim[ ] 1

g( ) ( ) g( )x x

h x h x f x B B
x f x x→ →

= × = × =  

用 sin x x: ，
21 cos 2x x:− ，

21 cos 2x x:− ， tan ,x x: ln(1 )x x:+ ， 1xe x:− ，

(1 ) 1x x:α α+ − 上面的定理就可求一些极限。 

例、求极限  (1)
3 6

0

1lim
ln(1 3x)

x

x

x e
→

+ −
+

 (2)
2

1

0
lim(cos ) x
x

x
→

 

解：(1) 
3 36 6

0 0 0

1 1
1 ( 1 1) ( 1) 13 6lim lim lim

ln(1 3x) 3x 3x 18

x x

x x x

x xx e x e
→ → →

−+ − + − − −
= = =

+
  

(2)
2 2 2

1 1 2 1 1
2 2 2

0 0 0

1lim(cos ) lim[1 (1 cos )] lim[(1 ) ]
2

x x x
x x x

x x x e
− − −

→ → →
= − − = − =  

4、同阶无穷小：若当 0x x→ 时， ( ),g( )f x x 都是无穷小，且
0

( )
lim , 0

g( )x x

f x A A
x
常数

→
= ≠  

则称 ( ),g( )f x x 是同阶无穷小 

例、
2

2 20 0

1 cos 2sin
lim lim 2
x x

x x
x x→ →

−
= = ，于是 21 cos x x和− 是同级无穷小。 

注：等价无穷小是同级无穷小的特例 

5、若当 0x x→ 时， ( ),g( )f x x 都是无穷小，且
0

( )
lim 0

g( )x x

f x
x→

= ，则称 ( ) g( )f x x是关于 的

高级无穷小，记为 ( ) (g( ))f x o x=  

例 1、由于
6

2
40 0

lim lim 0
x x

x x
x→ →

= = ，因此当 0x → 时， 6x 是关于 4x 的高级无穷小，故 6 4( )x o x=  

例 2、由于
2

0 0

1 cos 2sinlim lim 0
x x

x x
x x→ →

−
= = ，于是1 cos ( )x o x− =  

例 3、若当 0x x→ 时， ( ),g( )f x x 是等价无穷小。 

则
0 0

( ) g( ) ( )
lim lim 1 1 1 0

g( ) g( )x x x x

f x x f x
x x→ →

−
= − = − = ，于是 ( ) g( ) (g( ))f x x o x− =  

即 ( ) g( ) (g( ))f x x o x= +  
七、无穷大与无穷小类似 
 


