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第四节  求不定积分的方法 

1、配凑法 

例 1、求  ∫ xdx2cos2  

解： 2cos 2 cos 2 2 sin 2 sin 2xdx xd x d x x C= = = +∫ ∫ ∫  

例 2、求 ∫ +
dx

x23
1

 

解：
1 1 1 1(3 2 ) ln | 3 2 |

3 2 2 3 2 2
dx d x x C

x x
= + = + +

+ +∫ ∫  

例 3、求 2 1x dx+∫  

解：

1 3
2 21 1

2 1 2 1 2 1 2 1
2 3

x dx x d x x C( ) ( ) ( )+ = + + = + +∫ ∫  

例 4、求 ∫ +−+ dxxxxxe x )tan12( 22

 

解：原式= dx
x
xdxxxdxxe x ∫∫∫ +−+

cos
sin12 22

 

        

Cxxe

xd
x

xdxdxe

x

x

+−−−=

−−−−= ∫ ∫∫

|cos|ln)1(
3
1

cos
cos

1)1()1(
2
1

2
3

2

22
1

22

2

2

  

例 5、求  dxe
xxx

x ]1
)ln21(

1[ 3∫ +
+

 

解：  ∫ ∫∫ +
+

=+
+

dxe
x

dx
xx

dxe
xxx

xx 33 1
)ln21(

1]1
)ln21(

1[  

 3 31 1 2 1 21 2 3 1 2
2 1 2 3 2 3

x xd x e d x x e C
x

( ln ) ln | ln |
ln

= + + = + + +
+∫ ∫  

例 6、求  ∫ xdx2cos  

解： ∫ ∫ ∫∫ +=
+

= ]2cos[
2
1

2
2cos1cos2 xdxdxdxxxdx  

              ∫ ++=+= Cxxxxdx 2sin
4
1

2
22cos

4
1

2
 

例 7、求  ∫ ++ 322 xx
dx

 

2 2 2 2

1 1 1 1( 1) arctan
2 3 2 1 2 ( 1) ( 2) 2 2
dx xdx d x C

x x x x x
+

= = + = +
+ + + + + + +∫ ∫ ∫解：
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2、换元法 

例 1、求 2 1x dx+∫  

解：设
32

2 3 21 1 12 1, , , 2 1 (2 1)
2 3 3

tt x x dx tdt x dx t dt t C x C−
= + = = + = = + = + +∫ ∫则  

例 2、求 21x x dx−∫  

解：
3

2 2 2 32
1

1 1 3 31 , 2, , 1 (1 )
2 2 4 4

t x t xdx t x x dx tdt t c x c= − =− =− − =− =− + =− − +∫ ∫则d d  

例 3、求 dxxa∫ − 22
， )0( >a  

解：令 tax sin= ，
22
ππ

≤≤− t ，则 

taxa cos22 =− ， tdtadx cos= ，因此有 

     

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

1 2
2

2
2 4 2 2 2 2

1
2 2

2 2

2 2 2

2

ta x dx a ta tdt a tdt a dt

a a a a a x a x a x= t t C t t t C C
a a a

a x x a x C
a

coscos cos cos

sin sin cos arcsin

arcsin

+
− = = =

−
+ + = + + = + +

= + − +

∫ ∫ ∫ ∫
 

例 4、求  ∫
+ 22 xa

dx
 ， )0( >a  

解：令 tax tan= ，
22
ππ

≤≤− t ，则 taxa sec22 =+ ， tdtadx 2sec= ，因此有 

2

2 2

2 2
2 2

1

1dx a tdt tdt
a ta x

a x xt t C ln| C x x a C
a a

sec sec
sec

ln | sec tan | | ln | |

= =
+

+
= + + = + + = + + +

∫ ∫ ∫
 

3、分部积分 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

[ ( ) ( )] ( ) ( )

u x dv x v x du x u x dv x v x du x

d u x v x u x v x c

+ = +

= = +

∫ ∫ ∫
∫

 

因此 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x dv x u x v x v x du x= −∫ ∫ ，这就是分部积分公式 

例 1、求  ∫ xdxx cos  

解：  ∫∫ = xxdxdxx sincos x x xdx x x x Csin sin sin cos= − = + +∫  
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例 2、求 2 xx e dx∫  

\

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

x x x x x x x x

x x x x x x

x e dx x de x e e dx x e e dx x e xde

x e xe e dx x e xe e C

= = − = − = −

= − + = − + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∫

解：

 

例 3、求 ∫ xdxx ln  

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1ln ln ln ln ln
2 2 2

1 1 1 1ln ln
2 2 2 4

x xdx xdx x x x d x x x xdx

x x x C x x x C

   = = − = −   
 = − + = − +  

∫ ∫ ∫ ∫解：
 

例 4、求 ∫ xdxx arctan  

2 2 2

2
2 2

2 2

2

1 1arctan arctan arctan arctan
2 2

1 1 1arctan arctan (1 )
2 1 2 1
1 arctan arctan
2

x xdx xdx x x x d x

xx x dx x x dx
x x

x x x x C

 = = − 
   = − = − −   + +  
 = − + + 

∫ ∫ ∫

∫ ∫

解：

 

例 5、 求  ∫ xdxe x sin  

解： sin cos cos cosx x x xe xdx e d x e x xe dx=− =− +∫ ∫ ∫  

cos sin sin sinx x x xe xdx e d x e x e xdx=− =− +∫ ∫ ∫  

可联立解得 sinxe xdx∫ 与 cosxe xdx∫  

4、分式积分 

一个简分式
( )
( )

P x
Q x

(分子的次数小于分母的次数)，当分母 ( )Q x 分解成一次与二次不可约因式

之积时，例如
2 3 2 2( ) ( 1)( 1)( 2) ( 1)Q x x x x x x x= − + + − − + 时，则，分式可化为部分分式

的和： 2 2 3 2 2 2

( )
( ) 1 1 2 ( 2) ( 2) 1 ( 1)

P x A Bx C D E F Gx H Ix J
Q x x x x x x x x x x x

+ + +
+ + + + + +

− + + − − − − + − +
＝  

注意到：
11 1 1 1

ln | |, ( )
( ) ( 1)

n
nd Ax B dx Ax B

Ax B A Ax B A n
+∫ = + ∫ = − +

+ + +
 

2 2

1
tan

xdx Qarc
x Q Q

∫ =
+

，就可求所有分式的不定积分了  
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例 1．求 dx
xx
xx

∫ +
++

)1(
1

2

2
 

2 2

2 2 2

1 (1 ) 1 1 ln| | arctan
(1 ) (1 ) 1

x x x xdx dx dx dx x x C
x x x x x x
+ + + +

= = + = + +
+ + +∫ ∫ ∫ ∫解：  

例 2、求 ∫ −
dx

ax 22

1
 

2 2

1 1 1 1 1 1 1( ) [ ( ) ( )]
2 2

1 1[ln | | ln | |] ln | |
2 2

dx dx d x a d x a
x a a x a x a a x a x a

x ax a x a C C
a a x a

= − = − − +
− − + − +

−
= − − + + = +

+

∫ ∫ ∫ ∫解：

 

例 3、求  ∫ +−
+ dx

xx
x

65
3

2  

解：因为
3

6
2

5
)3)(2(

3
65

3
2 −

+
−

−
=

−−
+

=
+−

+
xxxx

x
xx

x
 

        
2

3 5 6 1 15 6
5 6 2 3 -2 3

       -5ln| -2| 6ln | 3 |

x dx dx dx dx
x x x x x x

x x C

+ − = + = − + − + − − − 

= + − +

∫ ∫ ∫ ∫所以

 

例 4、求  ∫ ++
− dx

xx
x

32
2

2  

解 ： 由 于 分 母 已 为 二 次 质 因 式 ， 分 子 = 3)22(
2
12 −+=− xx ， 于 是               

2 2 2 2

2
2

2 2 2

1 (2 2) 32 1 2 22 3
2 3 2 3 2 2 3 2 3

1 ( 2 3) ( 1) 1 3 13 ln( 2 3) arctan
2 2 3 2( 1) ( 2) 2 2

xx x dxdx dx dx
x x x x x x x x

d x x d x xx x C
x x x

+ −− +
= = −

+ + + + + + + +

+ + + +
= − = + + − +

+ + + +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

例 5、求  ∫ ++
dx

xx )1)(21(
1

2  

   

2 2 2 2

2
2 2

2

4 2 1
1 2 2 1 2 1 15 5 5

(1 2 )(1 ) 1 2 1 5 1 2 5 1 5 1

2 1 1 1 1 1(1 2 ) (1 )
5 1 2 5 1 5 1

2 1 1ln |1 2 | ln(1 ) arctan
5 5 5

x xdx dx dx dx dx
x x x x x x x

d x d x dx
x x x

x x x C

− +
= + = − +

+ + + + + + +

= + − + +
+ + +

= + − + + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

解：
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例 6、 ∫ +
+ dx

xx
x

)cos1(sin
sin1

 

解：如果作变量代换 
2

tan xu = ，由万能公式得 

   21
2sin

u
ux

+
= ， 2

2

1
1cos

u
ux

+
−

= ， du
u

dx 21
2

+
=  

 

2

2 2

2 2

2
2

2(1 )1 sin 2 1 11 ( 2 )
2 1sin (1 cos ) 1 2(1 )

1 1

1 1 1  ( 2 ln | |) = tan tan ln | tan |
2 2 4 2 2 2 2

u
x udx du u du

u ux x u u
u u

u x x xu u C C

++ += = + +
−+ ++

+ +

= + + + + + +

∫ ∫ ∫于是

 

例7、 求  ∫ ++ 3 21 x
dx

 

解：令  ux =+3 2 ，得 23 −= ux ， duudx 23= ，故 

         
2 2

3

2
2 3 33

3 1 1 13 3 ( 1 )
1 1 11 2

33( ln |1 |) ( 2) 3 2 3ln |1 2 |
2 2

dx u udu du u du
u u ux

u u u C x x x C

− +
= = = − +

+ + ++ +

= − + + + = + − + + + + +

∫ ∫ ∫ ∫
 

例8、 求  ∫ + xx
dx

)1( 3
 

解： 令 6tx = ，得 dttdx 56= ，于是 

5 2

2 3 2 23

6 6

6 16 6 (1 )
(1 ) 1 1(1 )

 6( arctan ) =6( arctan )

dx t dt t dt dt
t t t tx x

t t C x x C

= = = −
+ + ++

= − + − +

∫ ∫ ∫ ∫
 

5、递推法：例求 10sin xdx∫  

10 9 9 2 8sin sin cos sin cos 9 cos sinxdx xd x x x x xdx=− +∫ ∫ ∫＝-

9 8 10sin cos 9 sin 9 sinx x xdx xdx= − + −∫ ∫  

于是
10 9 81 9sin sin cos sin

10 10
xdx x x xdx+∫ ∫＝-  
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6、一题多解 

求  ∫ xdxsec  

2 2
2

2

cos 1 1 1 1sec sin ( ) sin
cos 1 sin 2 1 sin 1 sin

1 1 1 sin 1 (1 sin ) 1 sin(ln |1 sin | ln |1 sin |) ln | | ln | | ln | |
2 2 1 sin 2 co c s

1

s o

xxdx dx d x d x
x x x x

x x xx x C C
x x x

= = = +
− + −

+ + +
= + − − + = + = =

−

∫ ∫ ∫ ∫解：

2sec (sec tan ) (sec sec tan ) d(sec tan )sec
sec tan sec tan sec tan

ln | s
2

ec tan |

x x x x x x x xxdx dx dx
x x x x x x

x x C

+ + +
= = =

+ + +
= + +

∫ ∫ ∫ ∫解 ：

注：
2

2

1 1 sin 1 (1 sin ) 1 sinln | | ln | | ln | |
2 1 sin 2 cos cos

x x xC
x x x

+ + +
+ = =

−
ln | sec tan |x x= +  

2
2

2
2

2

2
2

1 1sec sec1 2 2 23 t
1 cos 1sec 1 tan

11 1 1sec ( ) l

an , , ,
2

n | | ln
1

2 2
2 2

tan2 2
t1 1 a

2
1 n1

d d d td x
x

x x t t t
t

d txdx d C

t dx t dx x x t

x
t t

t t x C
t t

+
= =

+ −+

++
= = + = + = +

− + − −

= = = =

−

=

∫ ∫ ∫

解 ：设

注：

1 cos costan sin sin sin2 2 2 2 2
tan sin sin

2 2 2

1 sec tan
cos1 co

2 2
s cos

x x x x x
x

x x x x x x
x x

−

+ + + +
= = = = +

− −
 

 


