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定积分第四节 定积分的性质 

性质 1、设在区间[ ],a b 上 ( ) 0f x ≥ ，则 ( )d 0
b

a
f x x ≥∫ ( )a b< ． 

证 由条件有 ( ) 0if ξ ≥ ( 1, 2, , )i n= L ，又 0ix∆ ≥ ( 1, 2, , )i n= L ， 

于是有
1

( ) 0
n

i i
i

f xξ
=

∆ ≥∑ ，所以
0

1

( )d lim ( ) 0
nb

i ia
i

f x x f x
λ

ξ
→

=

= ∆ ≥∑∫ ．证毕． 

推论 1 设在区间[ ],a b 上 ( ) ( )f x g x≤ ，则 ( )d ( )d
b b

a a
f x x g x x≤∫ ∫ ( )a b< ． 

证 因 ( ) ( ) 0g x f x− ≥ ，故 [ ]( ) ( ) d 0
b

a
g x f x x− ≥∫ ， ( )d ( )d 0

b b

a a
g x x f x x− ≥∫ ∫  

( )d ( )d
b b

a a
f x x g x x≤∫ ∫  

推论 2 ( )d ( ) d
b b

a a
f x x f x x≤∫ ∫ ( )a b< ． 

证 因 ( ) ( ) ( )f x f x f x− ≤ ≤ ( )a x b≤ ≤ ，故 ( ) d ( )d ( ) d
b b b

a a a
f x x f x x f x x− ≤ ≤∫ ∫ ∫ ， 

即 ( )d ( ) d
b b

a a
f x x f x x≤∫ ∫ ( )a b< ．证毕． 

性质 2、 设M 及m分别是函数 ( )f x 在区间[ ],a b 上的最大值与最小值，则 

( ) ( )d ( )
b

a
m b a f x x M b a− ≤ ≤ −∫ ( )a b< ． 

证 因为 ( )m f x M≤ ≤ ，则 d ( )d d
b b b

a a a
m x f x x M x≤ ≤∫ ∫ ∫ ， 

因 d ( )
b

a
m x m b a= −∫ ， d ( )

b

a
M x M b a= −∫ ，代入上式即得结论成立.证毕． 

性质 3、 设函数 ( )f x 在区间[ ],a b 上连续，则至少存在一点ξ ∈ [ ],a b ，使得式 

( )d ( )( )
b

a
f x x f b aξ= −∫  

成立．这个公式叫做积分中值公式． 

证 由条件知在区间[ ],a b 上 ( )f x 必存在最大值M 和最小值m，由性质 6有 

( ) ( )d ( )
b

a
m b a f x x M b a− ≤ ≤ −∫ ， 

即
1 ( )d

b

a
m f x x M

b a
≤ ≤

− ∫ ． 

这表明数值
1 ( )d

b

a
f x x

b a− ∫ 介于连续函数 ( )f x 的 

最大值M 和最小值m之间.由闭区间上连续函数的介值 

定理可知,至少存在一点ξ ∈ [ ],a b 使得 

1( ) ( )d
b

a
f f x x

b a
ξ =

− ∫ ，即 ( )d ( )( )
b

a
f x x f b aξ= −∫ 成立． 
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积分中值定理在a b≥ 时也成立． 

  积分中值定理的几何意义：如图，以非负连续曲线 ( )f x 为曲边，以区间[ ],a b 为底边
的曲边梯形的面积等于以b a− 为底，以区间[ ],a b 上某点ξ处的函数值 ( )f ξ 为高的矩形面
积． 

例 1 利用定积分的性质，比较下列各对定积分的大小： 

(1)
1 2

0
dx x∫ 和

1 3

0
dx x∫ ；      (2)

1
ln d

e
x x∫ 和 2

1
ln d

e
x x∫ ． 

解 (1)在区间[ ]0,1 上,
2 3 2 (1 ) 0x x x x− = − ≥ ， 

2 3x x≥ ，
1 2

0
dx x∫ ≥

1 3

0
dx x∫ ． 

(2)在区间[1, ]e 上，0 ln 1x≤ ≤ ， 2ln lnx x≥ ， 
1

ln d
e

x x∫ ≥ 2

1
ln d

e
x x∫ ． 

例 2 求证：
5
4

4

2(1 sin )d 2x x
π

π
π π≤ + ≤∫ ． 

解 由于
2 51 1 sin 2, ,

4 4
x x π π ≤ + ≤ ∈   

，所以
5
4

4

2(1 sin )d 2x x
π

π
π π≤ + ≤∫ ． 

例 3 证明不等式 2

4

1 sin 2d
2 2

x x
x

π

π
≤ ≤∫ ． 

解 2 2

cos sin cos ( tan )( ) 0x x x x x xf x
x x

− ⋅ −′ = = < , ,
4 2

x π π ∈ 
 

所以 ( )f x 在区间 ,
4 2
π π 

  

上单调递减．于是

sin 22
2

2

m f

π
π

π π
 = = = 
 

，

sin 2 24
4

4

M f

π
π

π π
 = = = 
 

 

2

4

2 sin 2 2d
2 4 2 4

x x
x

π

π

π π π π
π π

   − ≤ ≤ −   
   ∫ ，故

2

4

1 sin 2d
2 2

x x
x

π

π
≤ ≤∫ ． 

例 4 设函数 ( )f x 在区间[ ],a b ( )a b< 上连续且 ( ) 0f x > ，证明 ( )d 0
b

a
f x x >∫ ． 

证 由积分中值定理，在区间[ ],a b 上至少存在一点ξ ，使得 ( )d ( )( )
b

a
f x x f b aξ= −∫ ． 

由于 ( ) 0f x > ，a bξ≤ ≤ ，故 ( ) 0f ξ > ,又 0b a− > ，所以 ( )d 0
b

a
f x x >∫ ．证毕． 

性质 4：如果函数 ( )f x 在区间[ ],a b 上连续,则积分上限函数 ( ) ( )d
x

a
x f t tΦ = ∫ 在区间[ ],a b

上可导，且其导数为
d( ) ( )d ( )
d

x

a
x f t t f x

x
′Φ = =∫ ( )a x b≤ ≤ ． 

证 对任意 ( , )x a b∈ ，给 x以增量 x∆ ，且使得当 x∆ 足够小时 ( , )x x a b+ ∆ ∈ ，则相应函

数 ( )xΦ 的改变量为 ( ) ( )x x x∆Φ = Φ + ∆ − Φ ( )d ( )d
x x x

a a
f t t f t t

+∆
= −∫ ∫ ( )d

x x

x
f t t

+∆
= ∫ ． 

又由积分中值定理有 ( )d ( )
x x

x
f t t f xξ

+∆
∆Φ = = ∆∫ ,ξ 介于 x和 x x+ ∆ 之间． 
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所以
0 0 0

( )( ) lim lim lim ( )
x x x

f xx f
x x

ξ
ξ

∆ → ∆ → ∆ →

∆Φ ∆′Φ = = =
∆ ∆

lim ( ) ( )
x

f f x
ξ

ξ
→

= = ． 

最后一步是利用了 ( )f x 的连续性．即 ( ) ( )d
x

a
x f t tΦ = ∫ 在区间 ( , )a b 上可导，且

( ) ( )x f x′Φ = ． 

当 x 取区间端点 a 或 b 时，上面 0x∆ → 相应地改为 0x +∆ → 或 0x −∆ → ，即得

( ) ( )a f a+′Φ = 或 ( ) ( )b f b−′Φ = ．证毕． 

此定理表明积分上限函数对上限的导数等于被积函数在上限处的数值． 

由(1)式及定理 1，我们有如下推论． 

推论 1 设函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，则积分下限函数 ( ) ( )d
b

x
x f t tΨ = ∫ 在区间 

[ , ]a b 上可导，且 d( ) ( )d ( )
d

b

x
x f t t f x

x
′Ψ = = −∫ ． 

例 1 设
2

0
( ) d

x tx e t−Φ = ∫ ,求 ( )x′Φ ． 

解 由定理 1得
2 2

0

d( ) d
d

x t xx e t e
x

− −′Φ = =∫ ． 

例 2 设
2 23( ) ln(1 )d

x
x t t t

−
Ψ = +∫ ,求 ( )x′Ψ ． 

解 由推论 1得 23( ) ln(1 )x x x′Ψ = − + ． 

例 3 设函数
2

3

1
( ) 1 d

x
f x t t= +∫ ,求 ( )f x′ ． 

解 这是复合函数求导问题．函数 ( )y f x= 可以看作是由 3

0
1 d

u
y t t= +∫ 和 2u x= 复 

合而成，由复合函数求导公式可得 

3 2

0

d d d d( ) ( 1 d ) ( )
d d d d

uy uf x t t x
u x u x

′ = ⋅ = + ⋅∫  

3 61 2 2 1u x x x= + ⋅ = + ． 

例 4 求函数
2

2( ) cos d
x

x
f x t t= ∫ 的导数． 

解 函数 ( )f x 的表达式中，上下限均是变量 x的函数，利用积分区间可加性，将 ( )f x

转化为
2

0 2 2

0
( ) cos d cos d

x

x
f x t t t t= +∫ ∫

2
2 2

0 0
cos d cos d

x x
t t t t= − +∫ ∫ ， 

所以
2 2 2 2( ) cos( ) ( ) cos( ) ( )f x x x x x′ ′′ = − ⋅ + ⋅ 4 cos2 cos

2
xx x
x

= − + ． 

推论 2 设函数 ( )f x 在区间 [ ],a b 上连续,函数 ( )u x 、 ( )v x 在区间 [ ],α β 上可导，且当

[ , ]x α β∈ , ( )u x 、 ( )v x ∈ [ ],a b ，则 

[ ] [ ]( )

( )

d ( )d ( ) ( ) ( ) ( ), [ , ]
d

v x

u x
f t t f v x v x f u x u x x

x
α β′ ′= − ∈∫ ． 
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例 5 设 0x ≥ 时函数 ( )f x 连续，且
2

2 3

0
( )d

x
f t t x x= +∫ ,求 (2)f ． 

解:两边对 x求导得 2 2( ) 2 2 3f x x x x⋅ = + ， 

2 3( ) 1
2

f x x= + ， 
2 3(2) ( 2 ) 1 2

2
f f= = + ． 

例 6 求极限

21

cos
20

d
lim

t

x

x

e t

x

−

→

∫
． 

解 该极限是
0" "
0
型未定式极限.利用洛必达法则有 

2
2

1
cos

cos
20 0

d ( sin )lim lim
2

t
x

x

x x

e t e x
x x

−
−

→ →

− −
=

∫ 2cos

0

sin 1lim
2 2

x

x

e x
x e

−

→
= = ． 

定理 2 如果函数 ( )f x 在区间[ ],a b 上连续,则积分上限函数 

( ) ( )d
x

a
x f t tΦ = ∫ 是函数 ( )f x 在区间[ ],a b 上的一个原函数． 

 


