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第三节 极坐标 
一、 极坐标的认识 
引例、小张从 O 点出发向东偏北 60 度的方向走 120m到 A 点，小李从 O 点出发向北偏西
30度的方向走 90m到 B点，作出图形 
可见由距离与角可确定位置 

1、定义：在平面上取一点定点 O叫做极点，自极点 O引一条射线 Ox叫极轴；再选定长度
单位、角度单位、正角方向，就建立了一个极坐标系 
2、极坐标：若 ρ=|| MO ，以极轴为始边，OM为终边的角为θ，则有序数对 ），（ θρ 叫做

点 M的极坐标，记为 ),( θρM . 
例 1、在极坐标系中，如图，写出 A,B,C,D的一个极坐标 
 
3、若 A点的一个极坐标是 ( , )ρ θ ，则 2k k Z( , ),ρ θ π+ ∈ 都是 A点的极坐标 
4、当 0ρ < 时， ( , )ρ θ 叫异常极坐标，表示的点与 ( , )ρ θ− 关于极点对称点  

例 2、在极坐标系中，给出极坐标描出点 )
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5、在直角坐标系中，以 Ox为极轴得到坐系 

设 M点的直角坐标为 ),( yxM ， ),( θρM ，则
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例 3、将M点的极坐标 )
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例 4、将M点的直角坐标 ( 3, 1)− − 化为极坐标坐标 

2 2

 

3, 1
32, tan ,

3
7

6 6
72,
6

x y
yx y
x

M

ρ θ

π π
θ θ π

π

= − = −

∴ = + = = =

∴ = + =

Q

是

解：

点极坐标坐标
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例 5、将 A,B点的极坐标 )
3

,2( π
− , )

3
,1( π
，求|AB| 

解 1、A,B的直角坐标 (1, 3)− ,
1 3( , )
2 2

，于是 2 21 3 3( ) ( ) 7
2 2

AB = + =  

解 2、
2 2 2 2| | | | 2 | || | cos 1 4 2 1 2cos 7

3
OA OB OA OB AA OB B π

= + − ∠ = + − × × =  

于是 7AB =  

例 6、在极坐标系中，已知两点 A,B的极坐标分别是 (2, ),(3, )
3 6
π π

，求 OAB∆ 的面积 
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解:
1 1 32 3
2 2 6 2OABS OA OB AOB| || | sin sin π

∆ = ∠ = × × × =  

二、 直线的极坐标方程 

1、过极点倾斜角为
3
π
直线方程

4 0
3 3

( )π π
θ θ ρ= = ≥或  ，可写成

3
R( )π

θ ρ= ∈  

2、过 4 0A( , )垂直于极轴的直线方程 4cosρ θ =  

3、过点 4
12

A( , )π
倾斜角为45°的直线方程为 

 
4

6 4
sin sin( )

ρ
π π

θ
=

−
, 即 2

4
sin( )π

ρ θ− =  

一般地，过点 0 0A( , )ρ θ 倾斜角为α 的直线方程为 

 0

0sin( ) sin( )
ρρ

α θ α θ
=

− −
，即 0 0sin( ) sin( )ρ α θ ρ α θ− = −  

 

例 1、把极坐标方程 3
4

cos( )π
ρ θ − = 化为直角坐标方程 

解： 3
4

cos( )π
ρ θ − = ，化为

2 3
2

(cos sin )ρ θ θ+ = ，故直角坐标方程为 

3 2x y+ = ，即 3 2 0x y+ − =  

例 2、求极点到直线 1)
6

sin( =−
π

θρ  的距离 

解：直线 1)
6

sin( =−
π

θρ 化为
3 1

1
2 2

( sin cos )ρ θ θ− = 故直角坐标方程为 

3 2 3 2 0y x x y =即,− = − + ，于是所求距离
2 1

1 3
d = =

+
  

例 3、把下列直角坐标方程化为极坐标方程 

 (1) 2x = (2) 4x y+ =  (3) 3y x=  

解：(1) 2cosρ θ = (2) 4cos sinρ θ ρ θ+ = 即 
2

2 2
2

cos( )ρ θ − =   

(3) 3
3

tan , π
θ θ= = ， 

 三、圆的极坐标方程 
1、圆心在极点,半径为 r的圆的方程 rρ =   

2、圆心是 ),( 00 θρC ,半径为 r的圆的方程 2 2 2
0 0 02r cos( )ρ ρ ρρ θ θ= + − −  

  
 
 
 
 
 
3、圆心是 0C a( , )θ ,半径为a的圆的方程 

2 2 2
02a a a cos( )ρ ρ θ θ= + − −  

2
0 02 0 2a a或cos( ), cos( )ρ ρ θ θ ρ ρ θ θ= − = = − 即 02acos( )ρ θ θ= −  
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特殊情况： 
(1)圆心是 0C a( , ) ,半径为a的圆的方程 2a cosρ θ=  

(2)圆心是
2

C a( , )π
,半径为a的圆的方程 2a sinρ θ=  

例 1、将 2 2 2 0x y x+ − = 化为极坐标方程 

解： 2 2 0 2cos , cosρ ρ θ ρ θ− = =   

例 2、将极坐标方程 2cos( )
4
π

ρ θ= + 化为直角坐标方程，并说出它表示的曲线 

解： 2(cos sin )ρ θ θ= − ， 2 2( cos sin )ρ ρ θ ρ θ= −  

2 2 2 2x y x y+ = − ， 2 2 2 2 0x y x y+ − + =  

2 22 2
1

2 2
x y( ) ( )− + + = 它表示的曲线是以

2 2
2 2

( , )− 为圆心，1为半径的圆 

 

例 3、求曲线 2cos( )
4
π

ρ θ= − 被直线
6
π

θ = 截得的弦长 

解 1： cos sinρ θ θ= + ， 2 cos sinρ ρ θ ρ θ= +  
2 2x y x y+ = + ，

2 2 0x y x y+ − − =  

2 21 1 1
2 2 2

x y( ) ( )− + − = 它表示的曲线是以
1 1
2 2

( , )为圆心， 2
2
为半径的圆 

直线
6
π

θ = 化为直角标方程
1

3 0
3

y x x y即,= − =  

圆心
1 1
2 2

( , )到直线 3 0x y− = 的距离

1 3
3 12 2

2 4
d

| |− −
= =  

弦长=
2 2 1 4 2 3 4 2 3 3 12 2 2

2 16 16 2
r d − + +

− = − = =  

解 2：曲线 2cos( )
4
πρ θ= − 过点

3(0, )
4
π
，

3(0, )
4
π
为极点，直线

6
π

θ = 也过极点 

当
6
π

θ = 时，
6 2 3 12cos( ) 2cos 2

6 4 12 4 2
π π π

ρ
+ +

= − = = × = ，于是弦长
3 1
2
+

 

例 4、动点 M在曲线 2a sinρ θ= 上， 2MP OM=
uuur uuuur

,求动点 P的轨迹方程 

解：设 0 0 2 3M P MP OM OP OM
uuur uuuur uuur uuuur

Q( , ), ( , ), ,ρ θ ρ θ = ∴ =  

故 0 0 0 03 2 2 6
3

a a aQ 即, , sin , sin , sinρ
ρ ρ θ θ ρ θ θ ρ θ= = = ∴ = = 为点 P的轨迹方程 

四、圆柱坐标与球面坐标 
1、圆柱坐标：在空间直角坐标系中，M(x,y,z)，把(x,y)化为极坐标得 ),( θρ ，有序数组

),( z，θρ 叫做M点的圆柱坐标。转化公式
cos
sin

x
y
z z

ρ θ
ρ θ

= =
=

 

例 1、把M（1， 3， 2 3）化为柱坐标 

解：把（1, 3）化为极坐标 (2, )
3
π
，于是柱坐标是 (2, , 3)

3
2π
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例 2、点M的柱坐标（4，
3
π
，8），求 M的直角坐标 

解：(4,
3
π

)的直角坐标是(2, 2 3 ) ，M的直角坐标(2, 2 3 ,8) 

2、球面坐标：在空间直角坐标系中 M(x,y,z)， MO r| |= ， 射线Oz与射线 OM的夹角ϕ，
Ox逆时针转到 OM的最小正角为θ , 则有序数组 ( , )r ϕ θ， ( 0 0 2,ϕ π θ π≤ ≤ ≤ < )叫做M

点的球面坐标。转化公式
sin cos
sin sin
cos

x r
y r
z r

ϕ θ
ϕ θ
ϕ

= =
=

， tany
x

θ=  

例 1、点 A直角坐标是（1, 3 2 3, ），求点 A的球坐标 

解： 1 3 12 4r = + + = ，
2 3 3cos ,0 ,

4 2 3
z
r

π
ϕ ϕ π ϕ= = = ≤ ≤ =  

tan 3, =
3

y
x

π
θ θ θ= = 是第一象限角，  

于是 A的球坐标是（4,
3

,
6

ππ
） 

例 2、点 A球坐标 (2 )
4 3

A π π
，， ，求点 A的直角坐标 

22sin cos =
4 3 2

62sin sin =
4 3 2

2cos = 2
4

x

y

z

π π

π π

π


=


 =

 =


解： ,故点 A的直角坐标为
2 6( , 2)

2 2
,  

 


