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第五节 不等式 
一、均值不等式 
复习: 
1、若 Rba ∈, ，则 abba 222 ≥+ ，当且仅当 ba = 时取“=”号 

2、若 +∈ Rba, ，则 abba
≥

+
2

，当且仅当 ba = 时取“=”号 

变形 1、 abba 2≥+ ，变形 2、 2)
2

( baab +
≤  

1、若 +∈ Rcba ,, ，则 abccba 3333 ≥++ ，当且仅当 cba == 时取“=”号 
3 3 3 3 3 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

3 3 3

3 ( ) 3 3 3
( )[( ) ( ) ] 3 ( )
( )[ ]
1 ( )[( ) ( ) ( ) ] 0
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a b c a b c a b c ab a b c
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a b c a b b c c a

a b c abc a b c

+ + − = + + − − −
= + + + − + + − + +
= + + + + − − −

= + + − + − + − ≥

∴ + + ≥ = = =

证明：

当且仅当 时取 号

 

2、若 +∈ Rcba ,, ，则 3

3
abccba

≥
++

，当且仅当 cba == 时取“=”号 

证明： 3 3 33 3 3 3 3( ) ( ) ( ) 3 ,
3

a b ca b c a b c abc abc+ +
+ + = + + ≥ ≥  

例 1、若 cba ,, 为正实数且满足 632 =++ cba ，求 abc的最大值；       

解 36 2 3 3 2 3a b c a b c= + + ≥ ⋅ ⋅Q   
4
3

abc∴ ≤  

当且仅当 2 3a b c= = 即
22, 1,
3

a b c= = = 时等号成立。所以 abc的最大值为 4
3

 

例 2、求 2

4 0y x x
x

( )= + > 的最小值 

解： 3
2 2

4 4 3 1 3
2 2
x xy x

x x
= + = + + ≥ =  

当且仅当 2

4
2 2
x x

x
= = 上式取等号，于是当 2x = 时， 3ymin =  

3、n元均值不等式 

设 naaa ,,, 21 L 是n个正数，则， n
n

n aaa
n

aaa LL
21

21 ≥
+++

，当且仅当 

naaa === L21 时上式取“＝”号 

先证引理：若 ),,2,1( niRbi L=∈ + ， 121 =nbbb L ，则 nbbb n ≥+++ L21 ，当且仅当

121 ==== nbbb L 时“＝”成立 

证明：当 1=n 时显然 

假设当 kn = 时若 121 =kbbb L 时，都有 kbbb k ≥+++ L21 ，当且仅当

121 ==== kbbb L 时“＝”成立 
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则当 1+= kn 时，因 11321 =+kkbbbbb L 于是在 121 ,,,, +kk bbbb L 不可能全大于 1，

也不可能全小于 1 

于是总有一个大于或等于 1，另一个小于或等于 1 

不妨设 1,1 21 ≤≥ bb ，因为 1)( 13211321 == ++ kkkk bbbbbbbbbb LL  

由归纳法假设 kbbbb k ≥++ +1321 L  

故 212113211321 bbbbbbbbbbbbbb kkkk −+++++=++++ ++ LL  

1)1)(1(11)1(1)1( 12221221 +≥−−++=−+−++=+−+≥ kbbkbbbkbbbk  

当且仅当 1132121 ===== +kbbbbbb L 时“＝”成立，故引理成立 

再证定理 

设
n

n

i
i aaa

ab
L21

= ，则 121 =nbbb L ，由引理得 

nbbb n ≥+++ L21 ，即 n
aaa

a
aaa

a
aaa

a
n

n
n

n
n

n

≥+++
L

L
LL 21

1

21

2

21

1  

故 n
n

n aaa
n

aaa LL
21

21 ≥
+++

 

公式的使用:套用,凑用,变用 
 
二、柯西不等式 
1、二元柯西不等式： 

  || βαβα ｜｜｜｜ ≤•  ，当且仅当 βα与 共线时取等号 

设 a b c d( , ), ( , )α β= =
ur ur

，则
2 2 2 2a b c d ac bd( )( ) | |+ + ≤ +  

即 ( )22 2 2 2a b c d ab cd( )( )+ + ≥ + ，当且仅当
a b
c d

= 时取等号 

口决：方和方和积,大(等于)积和方 

证法 2： ( ) ( )2 22 2 2 2 0a b c d ab cd ac bd( )( )+ + − + = − ≥  

例、已知 2 24 40x y+ ＝ ，求 6z x y= − 的范围 

解: 2 2 2 2 2 2 26 3 2 1 3 1 2 10 40x y x y x y( ) [ ( ) ] [ ( ) ] [( ) ]− = × + − = + − × + = ×  
20 6 20x y− ≤ − ≤  

当且仅当 3 2x y,= = − 时， 20zmax = ， 3 2x y,= − = 时时， 20zmin = −  
因此 z的取值范围是 20 20[ , ]− ．   
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2、三元柯西不等式：设非零向量 1 2 3 1 2 3a a a b b b( , , ), ( , , )α β= =
ur ur

，则 
2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3a b a b a b a a a b b b| | ( )( )+ + ≤ + + + +  
2

332211
2

3
2

2
2

1
2

3
2

2
2

1 )())(( babababbbaaa ++≥++++  

当且仅当 1 1 1

2 2 2

a b c
a b c

= = 时取等号 

例 1、已知2 2 21x y z+ + = ,求 2 2 24 4z x y z= + + 的最小值 

解: 2 2 2 2 2 2 2 212 2 1 2 2 2 21
2

x y z x y z[( ) ( ) ][ ( ) ] ( )+ + + + ≥ + + =  

2 2 24 4 84x y z+ + ≥  

当且仅当2 4
2
zx y= = 时取”=” 

故 2 1 8x y z, ,= = = 时
2 2 24 4 84x y z min+ + =  

例 2、若 132 222 =++ cba ，求 cba 32 ++ 的取值范围． 

解:因 6])3()2()[321()32( 2222222 =++++≤++ cbacba ， 

所以 6326 ≤++≤− cba ， 

当且仅当
6
6

=== cba 时，取得最大值 6 ，
6
6

−=== cba 时，取得最小值 6− ， 

因此 cba 32 ++ 的取值范围是 ]6,6[− ．   

例 3、求证：已知 a，b，c为非零实数, 222

941
cba

++ ≥ 222

36
cba ++
； 

求证：
2222222 )321()]()3()2()1[( c

c
b

b
a

a
cba

cba
⋅+⋅+⋅≥++++  

36)]()3()2()1[( 222222 ≥++++ cba
cba

∴ 222

941
cba

++ ≥ 222

36
cba ++

  kkss……....**  

例 4、若 +∈ Rzyx ，, ， 12=++ zyx ，求
zyx

z 411
++= 最小值 

解: 16)211()411)(( 2 =++≥++++
zyx

zyx , 
1 1 412 16
x y z

( )+ + ≥ ,故
3
4411

≥++
zyx

 

当且仅当
4

2
22 zyx == 即 6,3,3 === zyx 时,

3
4

min =z  

例 5、求函数 ( ) 2 5f x x x= + − 的最大值 

解：由柯西不等式得 ( ) ( )2 2
2 2 2(2 5 ) (2 1 )[ 5 ] 25x x x x+ − ≤ + + − = ， 

所以 ( ) 2 5 5f x x x= + − ≤ .  

当且仅当
5

2 1
x x−

= ，即 4x = 时，等号成立.  
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例 6、函数 2 2

1 4( ) ( 1 1 , 0)
1

f x x x
x x

= + − < < ≠
−

且 ．求 )(xf 的最小值 

解:因为 11 <<− x ，且 0x ≠ ，所以 21 0x− > ，由柯西不等式 22 1
41)(
xx

xf
−

+=  

)
1

41()]1([ 22
22

xx
xx

−
+⋅−+= 9]

1

211[ 2

2

2 =
−

⋅−+⋅≥
x

x
x

x ， 

当且仅当

2

2

1
2

1
1

x

x

x

x

−

−
= ，即

3
3

±=x 时取等号，∴ )(xf 的最小值为9  

3、n元均值不等式．           

))(()( 22
2

2
1

22
2

2
1

2
2211 nnnn bbbaaabababa ++++++≤+++ LLL  

特例、
n

aaaaaa n
n

2
2122

2
2
1

)( LL ++
≥+++  

证法 1：因为 0)()()( 22
22

2
11 ≥−++−+− nn bxabxabxa L 对 Rx ∈ 恒成立 

即 0)()(2)( 22
2

2
12211

222
2

2
1 ≥++++++−++ nnnn bbbxbababaxaaa LLL  

对 Rx ∈ 恒成立，于是

0))((4)(4 22
2

2
1

22
2

2
1

2
2211 ≤++++++−+++=∆ nnnn bbbaaabababa LLL  

所以 ))(()( 22
2

2
1

22
2

2
1

2
2211 nnnn bbbaaabababa ++++++≤+++ LLL  

证法 2： 
设 ),,,( 21 naaaa L= ， ),,,( 21 nbbbb L= ，则 

1
(||||

,cos
22

2
2

1
22

2
2

1

2211 ≤
++++++

+++
==

nn

nn

bbbaaa

bababa
ba

baba
LL

L  

所以 ))(()( 22
2

2
1

22
2

2
1

2
2211 nnnn bbbaaabababa ++++++≤+++ LLL  

 
三、绝对值不等式 
1、解绝对值不等式 
① 0x a a a x a| | ( )< > ⇔ − < < ， 0x a a x a x a| | ( ) ,> > ⇔ < − >或  
例 1、解不等式(1) 2|13| ≤−x  (2) 2|13| ≤−x  (3) 2 4 2t t| |− ≤ +  
例 2、解不等式 
(1)  1 3 5x x| | | |− + − <    (2) 1 2 3 6x x| | | |+ + − >  
例 3、已知不等式 3|||2| ≤−++ mxx 的解集为 }12|{ ≤≤− xx ． 
解不等式 3 5x m x| | | |− + − >  
解：依题意，当 1=x 时不等式成立，所以 3|1|3 ≤−+ m ，解得 1=m ，经检验， 1=m 符

合题意．  
不等式 3 5x m x| | | |− + − > 化为 1 3 5x x| | | |− + − >  
当 2−<x 时， 5)2()1( ≥+−−− xx ， 3−≤x ，此时 3−≤x  

当 12 ≤≤− x 时， 5)2()1( ≥++−− xx ， 53 ≥ ，此时无解 
当 1>x 时， 5)2()1( ≥++− xx ， 2≥x ，此时 2≥x  

综上，原不等式的解集是 ),2[]3,( +∞−−∞ U  
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二、绝对值不等式 
1、 a b a b| | | | | |+ ≥ + ，当仅当 0≥ab 时取等号 

2 、 a b a b| | | | | |+ ≥ − ，当仅当 0ab ≤ 时取等号 

3 、 a b a b| | | | | |+ ≥ − ( a b| | | |≥ ), 当仅当 0ab ≤ 时取等号 

4 、 a b a b| | | | | |− ≥ − ( a b| | | |≥ ) 

例 1、若函数 ( ) | 3 |f x x= − 图象恒在函数 ( ) | 4 |g x x m= − + + 图象的上方，求实数m的取
值范围. 

解:因函数 ( )f x 的图象恒在 ( )g x 上方 

故 ( ) ( )f x g x> 对 x R∈ 恒成立, | 3 | | 4 | ,| 3 | | 4 |x x m x x m− > − + + − + + > 对 x R∈ 恒成

立 

| 3 | | 4 | | ( 3) ( 4) | 7x x x x− + + ≥ − − + = ,当且仅当 ( 3)( 4) 0, 4 3x x x− + ≤ − ≤ ≤ 时取等号 

于是 min| 3 | | 4 | 7x x− + + = ,m的取值范围是 7m <  

例 2、已知 hax <− || , hay <− || ，求证： hyx 2|| <−  
例 3、知函数 ( ) | 3 | 2f x x= − − ， ( ) | 1 | 4g x x= − + + ． 

若不等式 ( ) ( ) 1f x g x m− ≥ + 的解集为 R，求m的取值范围． 

解: ( ) ( ) | 3 | | 1 | 6f x g x x x− = − + + − ， 

因为对于 x∀ ∈ R， ( ) ( ) | 3 | | 1 | 6 | 3 | | 1 | 6f x g x x x x x− = − + + − = − + + −  

| (3 ) ( 1) | 6 4 6 2x x≥ − + + − = − = − .   

于是有 1 2m + ≤ − ，得 3m ≤ − ，即m的取值范围是 ( 3]−∞ −,    

 


