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第五节 广义积分 

一、无穷区间上的广义积分 

1 、设函数 ( )f x 在区间[ , )a +∞ 上连续，取b a> ，若 lim ( )d
b

ab
f x x A

→+∞
=∫ ，则称 A为函数

( )f x 在区间[ , )a +∞ 上的广义积分，记作 ( )d
a

f x x A
+∞

=∫ ，.也称广义积分 ( )d
a

f x x
+∞

∫ 收敛；

如果上述极限不存在，则称函数 ( )f x 在无穷区间[ , )a +∞ 上的广义积分 ( )d
a

f x x
+∞

∫ 不存在

或发散，这时记号 ( )d
a

f x x
+∞

∫ 不再表示数值． 

类似地 

2、 ( )d lim ( )d
b b

aa
f x x f x x

−∞ →−∞
=∫ ∫ ， 

3、 ( )d lim ( )d lim ( )d ( )d ( )d
c b c

a c ca b
f x x f x x f x x f x x f x x

+∞ +∞

−∞ −∞→−∞ →+∞
= + = +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

注 由于上述结果与常数c无关，因此若取 0c = ，则可使计算过程简便些． 

以上三种广义积分统称为无穷区间上的广义积分．为方便起见，以下把广义积分的收敛

性和发散性统称为敛散性． 

例 1 讨论下列广义积分的敛散性，若收敛则计算出广义积

分的值： 

(1) 2

1 d
1

x
x

+∞

−∞ +∫ ；       (2)
1

ln dx x
x

+∞

∫ ． 

解(1)
0

2 2 20

1 1 1d d d
1 1 1

x x x
x x x

+∞ +∞

−∞ −∞
= +

+ + +∫ ∫ ∫  

0

2 20

1 1lim d lim d
1 1

b

aa b
x x

x x→−∞ →+∞
= +

+ +∫ ∫        

0
0lim arctan lim arctan b

aa b
x x

→−∞ →+∞
= +    

lim arctan lim arctan ( )
2 2a b

a b π π
π

→−∞ →+∞
= − + = − − + =                 ． 

所以 2

1 d
1

x
x

+∞

−∞ +∫ 收敛,且其值为π ．此结果说明如图无界区域的面积为π ． 

(2) 2
11 1 1

ln ln 1d lim d lim ln d ln lim ( ln )
2

b b b

b b b

x xx x x x x
x x

+∞

→+∞ →+∞ →+∞
= = =∫ ∫ ∫  

2 2 21 1 1lim ( ln ln 1) lim ln
2 2 2b b

b b
→+∞ →+∞

= − = = +∞，所以
1

ln dx x
x

+∞

∫ 发散． 

为了计算的方便，记 ( ) lim ( )
x

F F x
→+∞

+∞ = ， ( ) lim ( )
x

F F x
→−∞

−∞ = ， 

则广义积分的牛顿-莱布尼茨公式为： ( )d ( ) ( ) ( )aa
f x x F x F F a

+∞ +∞= = +∞ −∫ ， 

( )( )d ( ) ( )
b bf x x F x F b F−∞−∞

= = − −∞∫ ， ( )d ( ) ( ) ( )f x x F x F F
+∞ +∞

−∞−∞
= = +∞ − −∞∫ ． 
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例 2 、证明广义积分
d

pa

x
x

+∞

∫ ( 0)a > 当 1p > 时收敛；当 1p ≤ 时发散． 

证 (1)当 1p = 时，
d d ln apa a

x x x
x x

+∞ +∞ +∞= = = +∞∫ ∫  

 (2)当 1p ≠ 时，
1

1

, 1,
d

, 1.1
1

p
p

apa

p
x x

a px p
p

−+∞ +∞ −

+∞ <
= =  >−  −

∫  

综上：当 1p > 时， 
1d

1

p

pa

x a
x p

−+∞
=

−∫ ( 0)a > ； 

当 1p ≤ 时，广义积分
d

pa

x
x

+∞

∫ ( 0)a > 发散． 

注：这是个重要的广义积分，应记住其结论． 

对于广义积分，也可利用分部积分法和换元法． 

例 3 、判别广义积分
0

dpxxe x
+∞ −∫ ( p是大于零的常数)的敛散性． 

解 ： 00 0 0

1 1 1d d dpx px px pxxe x x e xe e x
p p p

+∞ +∞ +∞− − − +∞ −= − = − +∫ ∫ ∫  

2 2

1 1 1lim px

x
xe

p p p
−

→+∞
= − + = ． 

所以广义积分
0

dpxxe x
+∞ −∫ 收敛，且其值为 2

1
p
． 

例 4 计算 ( )
2 2 30

d 0
( )

x a
x a

+∞
>

+
∫ ． 

解 作变量代换，令 tanx a t= ，则 2d sec dx a t t= ，且当 0x = 时 0t = ,当 x → +∞时 

2
t π

→ ，于是 

2
2

3 32 2 30 0

d sec d
sec( )

x a t t
a tx a

π+∞
=

+
∫ ∫ 2

2 0

1 cos dt t
a

π

= ∫ 2
02 2

1 1sin t
a a

π

= = ． 

二、无界函数的广义积分 

1、如果函数 ( )f x 在点 0x 的任一邻域内都无界，则称点 0x 为函数 ( )f x 的瑕点(也称为无界

间断点)．无界函数的广义积分也称为瑕积分．例如在
2 2

1y
a x

=
−

中， x a= ± 就是此函

数的瑕点 

2、设函数 ( )f x 在区间 ( , ]a b 上连续，点a为 ( )f x 的瑕点．取 t a> ，如果极限 
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lim ( )d
b

tt a
f x x A

+→
=∫ ，则称 A为函数 ( )f x 在区间 ( , ]a b 上的广义积分，记作 ( )d

b

a
f x x A=∫ ，

即 ( )d lim ( )d
b b

a tt a
f x x f x x

+→
=∫ ∫ 这时也称广义积分 ( )d

b

a
f x x∫ 收敛；如果上述极限不存在，则

称广义积分 ( )d
b

a
f x x∫ 发散． 

类似地， 

3、设函数 ( )f x 在区间[ , )a b 上连续，点b为 ( )f x 的瑕点．取 t b< ，如果极限 

lim ( )d
t

at b
f x x

−→ ∫ 存在，则定义 ( )d lim ( )d
b t

a at b
f x x f x x

−→
=∫ ∫ ， 

这时也称广义积分 ( )d
b

a
f x x∫ 收敛；否则称广义积分 ( )d

b

a
f x x∫ 发散． 

4、设函数 ( )f x 在区间[ ],a b 上除点 ( )c a c b< < 外连续，点c为 ( )f x 的瑕点．如 

果两个广义积分 ( )d
c

a
f x x∫ 与 ( )d

b

c
f x x∫ 都收敛，则定义 

( )d ( )d ( )d
b c b

a a c
f x x f x x f x x= +∫ ∫ ∫ lim ( )d lim ( )d

t b

a tt c t c
f x x f x x

− +→ →
= +∫ ∫  

这时也称广义积分 ( )d
b

a
f x x∫ 收敛；否则称广义积分 ( )d

b

a
f x x∫ 发散． 

5、计算无界函数的广义积分，也可借助牛顿-莱布尼茨公式．设 x a= 为函数 ( )f x 的瑕点，
在区间 ( , ]a b 上 ( ) ( )F x f x′ = ，记 ( ) lim ( )

x a
F a F x

+

+

→
= ，如果极限 lim ( )

x a
F x

+→
存在,则广义积

分 ( )d ( ) ( ) ( )
b b

aa
f x x F x F b F a+

+= = −∫ ． 

例 1、 计算下列广义积分： 

(1)
2 20

d ( 0)
a x a

a x
>

−
∫ ；    (2)

1

0
ln dx x∫ ． 

解 (1) 因为
2 2

1lim ( ) lim
x a x a

f x
a x− −→ →

= = +∞
−

， 

所以点 x a= 是函数 ( )f x 的瑕点，于是有                              

2 20
0

d arcsin lim arcsin 0
2

a
a

x a

x x x
a aa x

π
−→

= = − =
−

∫ ．               

此结果表明图中阴影区域面积为
2
π
．                             

(2) 因为
0

lim ln
x

x
+→

= −∞，所以点 0x = 是函数 ( )f x 的瑕点，于是有 

1 11
00 0

ln d ln d lnx x x x x x+= −∫ ∫
1

00
0 lim ln d

x
x x x

+→
= − − ∫ 0

lim ln 1 1
x

x x
+→

= − − = − ． 

例 2、 证明广义积分
1

0

d
q

x
x∫ 当 1q < 时收敛；当 1q ≥ 时发散． 

解 (1)当 1q = 时，
1 1 1

00 0 0

d d ln 0 lim lnq x

x x x x
x x + +→

= = = − = +∞∫ ∫ ； 
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(2)当 1q ≠ 时，
11 1

00

1 , 1,d 1
1

, 1.

q

q

qx x q
x q

q
+

−  < −= = 
−  +∞ >

∫  

综上，当 1q < 时广义积分
1

0

d
q

x
x∫ 收敛，且其值为

1
1 q−

；当 1q ≥ 时广义积分
1

0

d
q

x
x∫ 发散． 

例 3、讨论积分
1

21

dx
x−∫ 的敛散性． 

解 因为 20

1lim
x x→

= +∞，所以点 0x = 为被积函数 2

1
x
的瑕点．由上例知

1

20

dx
x∫ 发散．故依定

义知积分
1

21

dx
x−∫ 发散． 

注 由于瑕积分与定积分在形式上并无两样(均为有限区间上的定积分)，故当遇到积 

分 ( )d
b

a
f x x∫ 时，一定要检验被积函数 ( )f x 在积分区间[ ],a b 上是否有瑕点，如果有就应按

瑕积分计算，否则容易得到错误的结论 

 

三、Γ函数 

本节简单介绍一下在概率论与数理统计中经常遇到的Γ函数． 

广义积分 1

0
d ( 0)s xx e x s

+∞ − − >∫ 作为参变量 s的函数称为Γ函数，记作 ( )sΓ ，即 

( )sΓ = 1

0
d ( 0)s xx e x s

+∞ − − >∫ ． 

这个广义积分具有双重广义性．一方面,积分区间为无穷区间；而另一方面，当 1 0s − <
时 0x = 是被积函数的瑕点．可以证明，当 0s > 时Γ函数是收敛的．Γ函数的图形如图． 

Γ函数的一些重要性质： 

1、递推公式： ( 1) ( )( 0)s s s sΓ + = Γ > ． 

证 由分部积分法有 

( 1)sΓ + =
0 0

d ds x s xx e x x e
+∞ +∞− −= −∫ ∫  

0 0
dx s x se x e x

+∞− +∞ −= − + ∫  

1

0
0 ds xs x e x

+∞ − −= + ∫ ( )s s= Γ ．证毕．                      

显然， 00
(1) d 1x xe x e

+∞ − − +∞Γ = = − =∫ ．反复利用递推公式，有 

(2) (1) 1Γ = Γ = ， (3) 2 (2) 2!Γ = Γ = ， (4) 3 (3) 3!Γ = Γ = ，LL 

一般地，对于任何正整数n，有 ( 1) !n nΓ + = ，所以我们可以把Γ函数看成是阶乘的推
广． 
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例 计算广义积分 4

0
dxx e x

+∞ −∫ ． 

解 这里 5s = ，所以
4

0
d (5) 4! 24xx e x

+∞ − = Γ = =∫ ． 

2、
2

0

1 1d ( 1)
2 2

u t te u u t
+∞ − + = Γ > − 

 ∫ ． 

证 在 ( )sΓ = 1

0
ds xx e x

+∞ − −∫ 中，作变量替换：
2x u= ，有

2 2 1

0
( ) 2 du ss e u u

+∞ − −Γ = ∫  

再令 2 1s t− = 或
1

2
ts +

= ，即有
2

0

1 1d ( )( 1)
2 2

u t te u u t
+∞ − +

= Γ > −∫ ．证毕. 

上式左端是概率论与数理统计中常用的积分，结果表明它的值可以用Γ函数来计算． 

3、 证明
2

0 2
xe dx π+∞ − =∫ (可在以后学习)  

证明 在区域 2 2 2 0 0RD x y x y R x y{( , ) | , , }= + = ≥ ≥ 中， 

2 2 2 2
2

0 0
1

4
R

Rx y r R

D

e d d e rdr e( ) ( )
π π

σ θ− + − −= = −∫∫ ∫ ∫ ,于是
2 2

4
R

x y

R
D

e d( )lim π
σ− +

→+∞
=∫∫  

故当 0 0D [ , ) [ , )= +∞ × +∞ 时，
2 2

4
x y

D

e d( ) π
σ− + =∫∫  

又
2 2 2 2 22

0 0 0 4
x x y x y

D

e dx e dx e dy e d( )( ) π
σ

+∞ +∞ +∞− − − − += = =∫ ∫ ∫ ∫∫ ， 

于是
2

0 2
xe dx π+∞ − =∫ ，

2xe dx π
+∞ −

−∞
=∫  

对于

2

2
( )

21( )
2

x

p x e
µ

σ

πσ

−−
= (正态密度) ，换元

2
xy µ
σ

−
= 得 ( ) 1p x dx

∞

−∞
=∫  

令 2t x= ，于是
21/ 2

0 0
(1/ 2) 2t xt e dt e dx π

∞ ∞− − −Γ = = =∫ ∫  

(3 / 2) (1/ 2) (1/ 2) / 2πΓ = Γ =  

(5 / 2) (3 / 2) (3/ 2) 3 / 4πΓ = Γ =  

2

1 1 3 3 1 1 ( 1)!!( ) ( )
2 2 2 2 2 2

2
n

n n n ng gLg+ − − −
Γ = • Γ =  

 


