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第八节复数 

一、复数的认识 

（引入：自然数的全体构成自然数集 N 奎屯王新敞
新疆 

整数集 Z， N Z  
有理数集 Q.显然 N Z Q. 
实数集 R 
实数集 R以后，像 x2=－1这样的方程还是无解的，因为没有一个实数的平方等于－1，

由于解方程的需要，人们引入了一个新数 i，叫做虚数单位。） 
1、虚数单位 i  

① 2 1i = − ; ②实数可以与 i进行四则运算，并且原有加、乘运算律仍然成立. 

2、复数的概念 

（1）复数：形如 ( , )a bi a b R+ ∈ 的数叫复数，a叫复数的实部，b叫复数的虚部 奎屯
王新敞新疆  

（2）实数、虚数、纯虚数 

设复数 =z ( , )a bi a b R+ ∈ ， 

①当且仅当 b=0时，复数 =z a实数 
②当 b≠0时，复数 z=a+bi叫做虚数； 
③当 b≠0且 a=0时，z=bi叫做纯虚数； 
3、复数集：全体复数所成的集合叫做复数集，用字母 C表示. 

4、数集关系： +N N Z Q R C  

数的扩充 
 
自然数集 N→整数集 Z 

 

正整数集 +N
进行不整除除法

引入小数（或分数）
——— → 正有理数集 +Q

小减去大

加入引入负有理数
—

0l
→ 有理数集Q  

开不尽方

引入无理数
—→ 实数集 R

负数开方

引入虚数
—→复数集 C 

例 1、请说出复数 iiii 53,
3
1,

2
13,32 −−−+−+ 的实部和虚部，有没有纯虚数？ 

例 2实数 m取什么数值时，复数 z=m+1+(m－1)i是: 
(1)实数？  (2)虚数？  (3)纯虚数？ 

5、复数的相等 
（1）定义：如果两个复数的实部和虚部分别相等，那么我们就说这两个复数相等 
（2）复数相等的充要条件：若 a，b，c，d∈R，则 a+bi=c+di ⇔ a=c，b=d 奎屯

王新敞新疆  
例 已知(2x－1)+i=y－(3－y)i，其中 x，y∈R，求 x与 y. 

解：根据复数相等的定义，得方程组




−−=
=−

)3(1
,12
y

yx
，所以 x=

2
5
，y=4 奎屯王新敞

新疆 
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6、复平面、实虚轴： 
（1）复数与点对应，设 z=a+bi(a、b∈R)，则 

复数 z=a+bi ↔有序实数对(a，b) ↔  坐标平面内的点 Z(a，b) 
（2）复平面：建立了直角坐标系用来表示复数的平面叫做复平面， 

(3) 实虚轴：x轴叫做实轴，y轴叫做虚轴 奎屯王新敞
新疆 

实轴上的点都表示实数，对于虚轴上的点要除原点外都表示纯虚数 奎屯
王新敞新疆 

(4) 复数与复平面内的点一一对应 
（5）两个复数，若不全是实数，则不能比较大小. 
二、复数的代数形式 

1、复数 z= ( , )a bi a b R+ ∈ 叫做代数形式 

2、加法：z1+z2=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i. 
3、减法：z1-z2=(a+bi)-(c+di)=(a-c)+(b-d)i. 
4、)乘法： (a+bi)(c+di)=(ac－bd)+(bc+ad)i. 

5、平方公式 abibabia 2)( 222 +−=+ ， ii 2)1( 2 =+ ， ii 2)1( 2 −=−  

6、和差相乘 22))(( babiabia +=−+  

7、 i的周期性 i 4n+1=i, i 4n+2=-1,  i 4n+3=-i,  i 4n=1 

8、除法： 2 2

( )( ) [ ( )] ( )
( )( )

a bi a bi c di ac bi di bc ad i
c di c di c di c d

+ + − + ⋅ − + −
= =

+ + − +
 

2 2 2 2 2 2

( ) ( )ac bd bc ad i ac bd bc ad i
c d c d c d

+ + − + −
= = +

+ + +
 

 
例 1、计算(1-2i)(3+4i)(-2+i) 
解：原式＝(11-2i) (-2+i)= -20+15i. 

例 2、(1-2i) (-2+i) 2  

例 3、计算 (1 2 ) (3 4 )i i+ ÷ − 奎屯王新敞
新疆 

解：
5

21
25

105
43

)43)(21(
43
21

22

iiii
i
i +−

=
+−

=
+

++
=

−
+

  

 
例 4、计算 i＋i2＋i3＋i4      
解：i＋i2＋i3＋i4＝i-1-i＋1＝0 

例 5、计算
i

iii
43

42)1)(41(
+

+++−
 

解： 22 43
)43)(7(

43
7

43
4235

43
42)1)(41(

+
−+

=
+
+

=
+

++−
=

+
+++− ii

i
i

i
ii

i
iii

 

＝ ii
−=

− 1
25

2525
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例 6．、计算 2005)
1
1(

i
i

−
+

 

解： iii
i
i

=
−
+ 200520052005 )

2
2()

1
1( ＝＝  

例 7、若 1 2z a i= + , 2 3 4z i= − ，且 1

2

z
z
为纯虚数，求实数 a的值 

9、复数的几何意：复数与点对应复数 biaz += ←→一一对应 ( , )Z a b ←→一一对应 平面向量OZ
uuur

 

点 ( , )Z a b 到原点的距离|ZO|叫做复数 biaz += 的模，记作 22|||| baZOz +==  

(6)共轭复数：当 Rba ∈, 时，复数 bia − 叫做 biaz += 的共轭复数，复数 biaz += 的共

轭复数记作 biaz −=   

10、共轭复数的性质 

1°若复数 biaz += ,则 222 || zbazz =+=  

2°若 Rz ∈ ，则 zz =  

三、复数的三角形式 

1、定义 

如图 z a bi= + 对应的点 ( , )Z a b ， 

设 θ=∠xOZ ， rOZ =||  

则 θcosra = ， θsinrb = ， )sin(cos θθ irz +=  

复数 )sin(cos θθ irz += 叫做复数的三角形式 

(1)这里 r是复数 z的模即 rz =|| ，θ叫做复数 z的辐角 

(2)若θ是复数 z的辐角，则 )(2 Zkk ∈+ πθ 也是复数 z的辐角 

(3)当 πθ 20 <≤ 时，θ叫做复数 z的辐角主值，记作 θ=zarg  

例 1、 化下列复数为三角形式：①z= 3 +i ;②z=1-i ③z= -1 奎屯王新敞
新疆 

解：①z= 3 +i 2(cos sin )
6 6

iπ π
= + ; 

②z=1-i 
7 72(cos sin )
4 4

iπ π
= +  

③z=-1 cos siniπ π= + 奎屯王新敞
新疆 

 

θ

r

b
Z(a，b)

ao

y

x
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例 2、设复数 ),( Rbaaib ∈− 的三角形式是 )sin(cos θθ ir + ，则 bia + 的三角形式是

________ 

解： )sin(cos θθ iraib +− ＝  

)sincos()( θθ −− iraibi ＝  

)]
2

sin()
2

[cos()cossin( π
θ

π
θθθ +++=+−+ irirbia ＝  

例 3、复数 )0(sincos1 πθθθ <<−+ i 化为三角形式是____________ 

解：
2

cos
2

sin2
2

cos2sincos1 2 θθθ
θθ ii −=−+  

)]
2

sin()
2

[cos(
2

cos2)
2

sin
2

(cos
2

cos2 θθθθθθ
−+−=−= ii  

2、三角形式的运算法则 

设 )sin(cos11 αα irz += ， )sin(cos22 ββ irz +=  

(1) )sin(cos)sin(cos 2121 ββαα irirzz +•+=  

)]sin()[cos(
])cossinsin(cos)sinsincos[(cos

21

21

βαβα
βαβαβαβα

+++=
++−=

irr
irr

 

(2) 
ββ

ββαα
ββ
αα

22
2

1

2

1

2

1

sincos
)sin)(cossin(cos

)sin(cos
)sin(cos

+
−+

•=
+
+

=
ii

r
r

ir
ir

z
z

 

= ])cossinsin(cos)sinsincos[(cos
2

1 i
r
r

βαβαβαβα −++•  

= )]sin()[cos(
2

1 βαβα −+− i
r
r

 

(3) )sin(cos11 αα ninrz nn +=  

(4)设 )sin(cos11 αα irz += ，则 )]sin()cos([11 αα −+−= irz  

例 1、计算 

1、
αα sincos

1
i+

( )0( πθ <<   2、
αα
θθ

sincos1
sincos1

i
i

++
−+

( )0( πθ <<  

解：1、 αααα
αααα

sincos)sin()cos(
sincos

0sin0cos
sincos

1 ii
i
i

i
−=−+−=

+
+

=
+
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2、

2
sin

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos

2
sin2

2
cos2

2
cos

2
sin2

2
cos2

sincos1
sincos1

2

2

θθ

θθ

θθθ

θθθ

αα
θθ

i

i

i

i

i
i

+

−
=

+

−
=

++
−+

 

＝ θθθθ
θθ

θθ

sincos)sin()cos(

2
sin

2
cos

)
2

sin()
2

cos(
ii

i

i
−=−+−=

+

−+−
 

例 2、设 iz
2
1

2
3

−= ， i
2
2

2
2

+=ω ，求
ω
ω

z
z 32

 

解： )30sin()30cos( °−+°−= iz ， °+°= 45sin45cos iω  

ii
ii

ii
z

z
=°+°=

°−+°−°+°
°+°−+°−

= 90sin90cos
)]45sin()45)[cos(30sin30(cos

]135sin135)][cos60sin()60[cos(32

ω
ω

 

例 3、计算下列各题 

(1) 2]
31

)1(2[
i
i

−
−

  (2) 66 )31()31( ii +++−   (3) 19952000 )
2

3()
1
1( i

i
i +

+
−
+

 

解：(1)
2

3
4

)31(2
31

2
322
)2(2]

31
)1(2[ 2 iii

i
i

i
i

i
i −

=
+−

=
−
−

=
−

−
=

−
−

 

(2) 6666 )]
3

sin
3

(cos2[)]
3

2sin
3

2(cos2[)31()31( ππππ iiii ++++++− ＝  

＝ 128)2sin2(cos64)4sin4(cos64 =+++ ππππ ii  

(3) 1995200019952000 )
6

sin
6

(cos)
2

3()
1
1( ππ iii

i
i

++=
+

+
−
+

 

12000 =i ， 1sincos)
6

sin
6

(cos 6 −=+=+ ππ
ππ ii ，1995＝6×335 

1)1()
6

sin
6

(cos 3351995 −=−+ ＝
ππ i ,原式＝0 

 
四、复数的开方 
1、负数的平方根 

(1) 由于 1-2＝）（ i± ，于是－1平平方根是 i±  

(2)设 0<a ，则a的平方根是 ia−±  

例 1、解方程(1) 42 −=x ，(2) 32 −=x  

解：(1) 4 2x i i= ± = ± ，(2) 3x i= ±  
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例 2、 i的平方根是_____________ 

解：因为
2 21(1 ) 2 , ( ) ,

2
ii i i+

+ = =  

于是 i的平方根是 1 2 2
22

i i+ +
± = ±  

2、实系数一元二次方程的根 

实系数一元二次方程 )0(02 ≠=++ acbxax  

（1）求根公式 

当 0>∆ 时，方程有两个不等的实根
a

acbbx
2

42 −±−
=  

当 0=∆ 时，方程有两个相等的实根
a
bx

2
−

=  

当 0<∆ 时，方程有两个不等的虚根
a

ibacbx
2
4 2−±−

=  

（2）韦达定理 

a
bxx −=+ 21 ，

a
cxx =21  

例 1、解方程： 012 =−+ xx ， 012 =++ xx ， 

例 2、实系数一元二次方程 02 =++ mxx 的根是 i+1 ，求另一个根及实数 m的值。 

(3)1的三次虚根 
例 1、求 1在复数范围内的立方根 

解： 13 =x 化为 0)1)(1( 2 =++− xxx  

11 =x ，
2

31
2

ix +−
= ，

2
31

2
ix −−

=  

（2）记
2

31 i+−
=ω ，

2
31 i−−

=ϖ  

则 ϖω =2
， ωϖ =2

， 133 == ϖω  

nn ϖω 与 都以 3为周期，即 nn ϖω =+3  

例、计算 101)
2

31( i+−
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4、复数的 n次方根 
例 1、求1的 3次方根 

解：设 1的 3次方根为 )20,0)(sin(cos πθθθ <≤>+ rir  

则 1)]sin(cos[ 3 =+ θθ ir  

由于 3)]sin(cos[ θθ ir + ＝ )3sin3(cos3 θθ ir + ， 0sin0cos1 i+=  

于是 113 =⇒= rr ， )(
3

2)(203 ZkkZkk ∈=⇒∈+=
π

θπθ  

因为 πθ 20 <≤ ，所以
3

4
3

20 π
θ

π
θθ ＝或＝或=  

故 1的 3次方根有 3个 10sin0cos ＝i+ ， ii
2
3

2
1-

3
2sin

3
2cos ++ ＝

ππ
， 

ii
2
3

2
1-

3
4sin

3
4cos −+ ＝

ππ
 

 

例 2、求复数 )20,0)(sin(cos πθθθ <≤>+ rir 的 n次方根 

解：设复数复数 )20,0)(sin(cos πθθθ <≤>+ rir 的 n次方根为 

)20,0)(sin(cos παρααρ <≤>+= iz  

则 )sin(cos)sin(cos θθααρ irninz nn +=+=  

)(2, Zkknrn ∈+== πθαρ  

于是 )1,2,1,0(2, −=
+

== nk
n

krn Lπθ
αρ  

 


