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第四节  参数方程 
一、 参数方程的认识 
例 1、质点 M(x,y)从 A(1，8)点出发，在 x轴的方向的速度是 4米/秒，在 y轴的方向的速度
是-2米/秒，求质点 M的轨迹方程 

解：设时间为 t秒
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例 2、有一物体从高为 80米的高楼的上，以 10米/秒的水平速度抛出，求此物体在落地时的
时间与水平位移 

解：设抛出时间为 t秒，
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*曲线的参数方程：若曲线 C上任意一点的坐标 yx, 都是变量 t的函数 )(
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反之对于 Mt ∈ 由方程组确定的点都在曲线 C上，则这个方程组叫做曲线 C的参数方程 
例 3、把下列曲线的参数方程化为普通方程 
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解：(1) 2 17 0x y+ − = (2) 2 17 0( 5)x y x+ − = ≥  (3) 2 2 9x y+ =  

(4)
2 2

1
25 16
x y

+ =  (5) 2 2 4x y− =  

二、圆与椭圆的参数方程 
1、圆的参数方程 

 (1)圆 )0(222 >=+ rryx 的参数方程
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(θ是参数)，角θ叫旋转角，如图 

 (2)圆 )0()()( 222 >=−+− rrbyax 的参数方程
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(θ是参数)，  

可看成圆 )0(222 >=+ rryx 平移而得 
例 1、已知 P(x,y)是圆上的点(x-2)2+(y+1)2=9，(1)求 x+y的范围 (2)求 3x+4y的范围 
解：设 2 3 1 3x ycos , sinθ θ= + = − +  

(1) 1 3 1 3 2
4

x y (sin cos ) sin( )π
θ θ θ+ = + + = + +  

因 1 1
4

sin( )π
θ− ≤ + ≤ ，故1 3 2 1 3 2x y− ≤ + ≤ +  

(2) 
3 4 3 2 3 4 1 3 1 3 4 3 1 15x y ( cos ) ( sin ) ( sin cos ) sin( )θ θ θ θ θ ϕ+ = + + − + = − + + = − + +  

这里
4
5

sinϕ= ， 1 1 16 3 4 14x ysin( ) ,θ ϕ− ≤ + ≤ − ≤ + ≤于是  
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2、椭圆 12
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（a>b>0）的参数方程是
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(θ 是参数) 

设M点在圆 2 2 2x y a+ = 上运动、连 OM与 

圆 2 2 2x y b+ = 交于点 N，过M作 1l ⊥x轴，过 N 

作 2l ⊥y轴，则 1l 与 2l 的交点 P的轨迹方程是
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它是椭圆 12
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（a>b>0）的参数方程（参数角θ叫做离心角几何意义如图） 

例 2、求椭圆 1
49
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的内接矩形的面积的最大值 

解：设内接矩形面积为 S,在第一象限的顶点是 0
2

a b( cos , sin )( )π
θ θ θ< <  

例 3、如图第一象限的点 P在椭圆
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

( )+ = > > 上,求四边形 OAPB的面积的最大

值 

解：设 P 0
2

a b( cos , sin )( )π
θ θ θ< <  

于是 

1 1 1 2
2 2 2 2 4OAPB OAP OBPS S S ab ab ab absin cos (sin cos ) sin( )π

θ θ θ θ θ∆ ∆= + = + = + = +

当
4
π

θ = 时
2

2OAPBS ab=最大  

于是 4 2 2S ab absin cos sinθ θ θ= = ，当
4
π

θ = 时 2S abmax =  

例 4、求圆
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上的点 P到定点 4 0A( , )的最大的距离 

解：圆心 C(0,1),半径 2r = ，于是 P到定点 17 2PA CA rmax| | | |= + = +  

例 5、椭圆 1
49

22

=+
yx P上一点的动点  

(1) 求动点 P到点(0，1)的最大距离, 并求出此时 P点的坐标 
(2)求动点 P到直线 0102 =−+ yx 的距离最小，并求出此时 P点的坐标 
解 (1) ( )3cos 2sin 1 0P Pθ θ设 ， ，则 到定点（，）的距离为 
   

( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 543cos 2sin 1 5sin 4sin 10 5 sin
5 5

d θ θ θ θ θ θ = + − = − − + = − + + 
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dθ θ= − (当sin 时， 取最大值 ,此时 P(
3 21 4

5 5
,± − ) 

B

A

θ
P x

y

O



 3

(2) 05 103 4 10
5 5

d
| sin( ) || cos sin | θ ϕθ θ + −+ −

= = ,
2

0,
5
3sin 00

π
ϕϕ <<=  

当 02
π

θ ϕ= − 时 5min =d ，此时 0
3
5

cos sinθ ϕ= = ， 0
4
5

sin cosθ ϕ= = ，P(
5
8,

5
9

) 

解 2、设直线 0102 =−+ yx 的平行线 2 0x y t+ − = (t>0)，联立{ 2 2
2 0

4 9 36
x y t

x y
+ − =

+ = 消 x

得 
2 2 2 2 2

2 2 2
25 16 4 36 0 16 4 25 4 36 0
16 25 9 0 25 5 2 0

5 9 85
5 55

y ty t t t
t t t t x y t

P

, ( )
( ) , ,

, ( , )

− + − = ∆ = − × − =
− − = = = + − =

=

， 切线

于是最小距离= 此时

 

例 6、椭圆
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

( )+ = > > 的弦 AB，若 90AOB∠ = ° ,求 Rt OAB∆ 斜边上的高 h 

解：如图设 1 2 2
OA OB OA OB| | ,| | , π

ρ ρ θ θ= = +以 为终边的角为 ，以 为终边的角为 则  

1 1 2 2A B( cos , sin ), ( sin , cos )ρ θ ρ θ ρ θ ρ θ ，于是 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1 2

1 1

1 1
a b a b

a b a b

cos sin sin cos,

cos sin sin cos,

ρ θ ρ θ ρ θ ρ θ

θ θ θ θ
ρ ρ

+ = + =

+ = + =
 

相加得 2 2 2 2
1 2

1 1 1 1
a b ρ ρ

+ = + ，于是
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2

1 1 1 1 1 a b abh
h a b a b a b

,
ρ ρ

+
= + = + = =
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三、直线的参数方程 

1、直线的方向向量：若非零向量a l/ /
r
直线 或在直线 l上，则a

r
叫直线 l的方向向量 

*设直线 l的斜率是 k，倾斜角为θ，点 A(x1，y1) 、B(x2，y2) 在直线 l上，则 

1 2 1 2 1m AB x x y y( , )= = − −
uur uuur

， 2 1m k( , )=
ur

， 3m (cos , sin )θ θ=
ur

都是直线 l方向向量 
2、一般式 

若直线 l过点 A( 0x , 0y )，一个方向量m a b( , )=
ur

， P x y( , )是直线上任意一点 

则 AP m/ / ⇒
uuur ur

AP tm=
uuur ur

， 0 0x x y y t a b( , ) ( , )− − = ， { 0

0

x x at
y y bt

− =
− =  

于是直线 l的参数方程是 是参数）t
btyy
atxx

(
0

0
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* 1 2t t t,= 对应的点分别为 1 0 1 0 1P x at y bt( , )+ + , 2 0 2 0 2P x at y bt( , )+ + ，则 

2 2
1 2 1 2PP a b t t| | | |= + − ,直线 l的斜率 bk

a
=  
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例 1、直线 l过点 A(3,-4), 2 4m ( , )=
ur

是一个方向向量，则 
(1)直线 l的参数方程是________ (2)直线 l的斜率=_____ 
(3) 设 t=2,-3对应的点分别为 B,C则|BC|=____ 

解：(1)直线 l的参数方程是{ 3 2 (4 4
x t ty t

= +
= − + 是参数） 

(2)直线 l的斜率= 4 2
2

=  

(3) 2 2 2 2
1 2| | 2 4 | 2 ( 3) | 10 5a b t tBC + − + − − == =   

3、标准式：设直线 l过点 A( 0x , 0y )，倾斜角为α ，则m
ur

(cos , sin )α α= 是直线 l一个方向

向量，参数方程是{ 0

0

x x t ty y t
cos (sin

α
α

= +
= + 是参数）是直线 l的参数方程的 

* 设 1 2t t t,= 对应的点是 1P , 2P，则 1 2 1 2PP t t| | | |= − ，  

例 3、已知直线 l经过点 A(1,1),倾斜角
6
π

α =  

（1）写出直线 l的参数方程。（2）设 l与椭圆 2 2 4x y+ = 相交与 1 2P P, 两点，求 

1 2 1 2P A P A P A P A| || | | | | |+，  

解：（1）直线的参数方程是
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（2）设点 1 2P P, 对应的参数为 t1和 t2,  

把
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代入圆的方程 2 2 4x y+ = 整理得 2 3 1 2 0t t( )+ + − =    ① 

1 2 3 1t t ( )+ = − + , 1 2 2t t = − ,所以 1 2 1 2 1 2P A P A t t t t| || | | || | | |= = ＝2。 

2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

4
3 1 8 3 1 8 12 2 3

P A P A t t t t t t t t t t| | | | | | | | | | ( ) ( )
( ) ( )

+ = + = − = − = + −

= + + = + + = +
 

例 4、直线 ( )2 4 ,
1 3

x t
t

y t
= − +

 = − −
为参数 被圆

2 5cos ,
1 5sin

x
y

θ
θ

= +
 = +

（θ为参数）所截得的弦长为  6   

四、其他的参数方程 
1、双曲线 

*双曲线 12
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  于是可设
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双曲线 12
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的参数方程是
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2、 抛物线的参数方程 

pxy 22 = ， t
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 抛物线 pxy 22 = 的参数方程是
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3、渐开线 
(1)定义：定圆上的动点 B 从 A 开始运动,BM 是圆的切线段，且 的长弧ABMB =|| ，则动

点 M的轨迹叫渐开线，这个定圆叫做渐开线的基圆 
(2)求渐开线的方程 
解：以定圆的圆心 O为原点，以 OA为 x轴，建系 
设 ),( yxM ，以 OA为始边 OB为终边的角为ϕ，则 )sin,cos( ϕϕ rrB  

故 =BM )sin,cos( ϕϕ ryrx −− ，(1)  

由于 的长弧ABMB =|| ，故 ϕrBM =|| ， 

因为 (cos ,sin )OB ϕ ϕ=
uuur

，故与 BM
uuuur
同向的单位向量是 2 (sin , cos )e ϕ ϕ= −

uur
 

于是 BM ＝ )cos,sin(2 ϕϕϕϕϕ rrer −= (2) 

由(1)(2)得
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为所求 

4、摆线 
(1)设动圆 B上的定点 M开始时的位置在直线 l上的 O点处，当圆 B在直线 l上滚动时，点
M的轨迹叫做摆线，又叫做平轮线 
(2)求摆线的方程 
解：以定圆的圆心 O为原点，以直线 l为 x轴，建系 
设动圆 B与直线 l切于 A, 以 BM为始边， BA为终边的角为ϕ，设 ),( yxM  
则 ϕϕ sinrrMCMAMCOAx −=−=−= 的长弧 ， 

ϕcosrrCBABACy −=−==  
 

( cos ,sin )M a θ θ ( cos , sin )N b bθ θ

O A

( cos , sin )B r rϕ ϕ
( , )M x y


