
第三节    三重积分 
一、化为三次积分 

例 1.计算 ∫∫∫
Ω

dvzxy 32 ，其中Ω是由曲面 xyz = ， xy = ， 1=x ， 0=z 所

围成的区域。 

解：积分区域可表示为Ω： xyz ≤≤0 ， xy ≤≤0 ， 10 ≤≤ x  

所以 ∫∫∫
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二、柱坐标代换 

作柱坐标代换：
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例 1.利用柱面坐标计算三重积分 ∫∫∫
Ω

zdv ，其中积分区域Ω由曲面

4222 =++ zyx 及 223 yxz += 所围成（在抛物面内的那一部分） 

解：曲域Ω的边界是曲面 4222 =++ zyx ， 223 yxz +=  

曲域Ω的边界：上曲面 4222 =++ zyx 化为 2 2 4zρ + = ， 24z ρ= −  

下曲面 223 yxz += 化为
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例 2.计算 ∫∫∫
Ω

+ dvyx 22 ，其中Ω由平面 4=+ zy ， 1=++ zyx 与圆柱面

122 =+ yx 所围成的闭区域。 

解： Ω 在 xOy 面上的投影为 D : 122 ≤+ yx ,而当 Dyx ∈),( 时，易证

yyx −≤−− 41 所以平面 yz −= 4 位于平面 yxz −−=1 的上方，采用柱坐

标在平面 xOy上取点 ( , )ρ θ 作垂直于平面 xOy的垂线与下面和上面的交

点竖坐标分别为 4 sinz ρ θ= − 和 1 cos sinz ρ θ ρ θ= − −  
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三、球面坐标变换 

作球面坐标代换：
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如图 , ( sin ) ,PA d PB d PC dρ ϕ ρ θ ϕ ρ≈ ≈ ≈  
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例 1.计算密度函数为 2 2 2x y zμ = + + 的立体Ω的质量M ，这里Ω是由球

面 2222 Rzyx =++ 与锥面 22 yxz += 所围成的区域（锥面的内部） 

解：由题意知M ＝ ( )∫∫∫ ++
V

dvzyx 222  

立体Ω的表面： 2222 Rzyx =++ 与 22 yxz +=  

作球面坐标代换 cos sin , sin sin , cosx y zρ θ ϕ ρ θ ϕ ρ ϕ= = =  

2222 Rzyx =++ 化为 2 2 ,R Rρ ρ= =   
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22 yxz += 化为 cos sin , tan 1,
4
πρ ϕ ρ ϕ ϕ ϕ= = =  

于是Ω： R≤≤ ρ0 ,
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例 2.利用三重积分求由曲面 222 yxz += ， 1=z 所围成的立体的重心（设

密度 1=ρ ）。 

解：设重心 ( , , )Q x y z  

这是一个锥体，由对称性易知， 0== yx ， 

利用柱坐标计算， 

投影区域 xyD : 122 ≤+ yx 及 122 ≤≤+ zyx ，即 1≤≤ zr ，于是 
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四、一般换元也有与二元类似的雅可比行列式  
 


