
第二节、对面积的曲面积分 

1、表示 ( , , )
S
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2、化曲面积分为二重积分：设曲面 S 由方程 z=z(x, y)给出, 曲面 S 在 xOy 面上的投影区域

为 D 函数 z=z(x, y)在 D 上具有连续偏导数, 被积函数 f(x, y, z)在曲面 S 上连续, 则 
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证：如图 z=z(x, y)在区域 D 上任意一点 M(x,y,) 处取增量 ,x yΔ Δ  

曲面 S 上的对应的点 N(x,y,z)处的在 x,y 方向的相应的切向量a ，b  

< ,0, ( , )xa x f x y xΔ Δ >＝ ， < 0, , ( , )yb y f x y yΔ Δ >＝  

于是曲面 S 上的小平行四边形的面积是 a b× 的模 
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例 1 计算曲面积分
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z∫∫ , 其中 S 是球面 x2+y2+z2=a2 被平面 z=h(0<h<a)截出的顶部.   

解：S 的方程为 222 yxaz −−= , D: x2+y2≤a2−h2.  

因为   
2 2 2 2 2 2

,x y
x yz z

a x y a x y
− −

= =
− − − −

 

        dxdy
yxa

adxdyzzdS yx 222
221

−−
=++= ,  

所以   
2 22

2 2 2 2 20 0

1

xy

a h

S D

a rdrdS dxdy a d
z a x y a r

π
θ

−
= =

− − −∫∫ ∫∫ ∫ ∫  

              
2 22 2

0
12 [ ln( )] 2 ln
2

a h aa a r a
h

π π−= − − = .  

提示: 
222222

2

222

2
22 11

yxa
a

yxa
y

yxa
xzz yx

−−
=

−−
+

−−
+=++ .  

 
 
 

a

O

x

y

z

( , , )N x y z

xΔ

b

yΔ

( , )M x y



3、用参数方程表示的曲面积分 

设曲面 S 的参数方程是 ( , )x x u v= ， ( , )y y u v= ， ( , )z z u v= ， ( , )u v D∈ 则 

曲面 S 的方程的向量式是 ( , ) ( ( , ), ( , ), ( , )), ( , ) .r u v x u v y u v z u v u v D∈＝  
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f x y z dS f r u v r r dA= ×∫∫ ∫∫  

证：如图在区域 D 上任意一点 M(u,v) 处取垂直增量 ,u vΔ Δ 得一个 

小矩形，设 M(u,v)在曲面 S 上的对应的点 N(x,y,z)，增量 ,u vΔ Δ  

分别与曲面 S 上的向量 a ，b 对应，则 ua r u′≈ Δ ， vb r v′≈ Δ  

于是曲面 S 上一个以 N 为顶点的小平行四边形的面积是 a b× 的模 

因 u va b r r u v′ ′× × Δ Δ＝ ，故 | | | |u v u vdS r r dudv r r dA′ ′ ′ ′× ×＝ ＝  

注意：要变成u v， 则微元就得以 du dv， 为基本量。这是积分微元代换的关键。 

例、计算曲面积分
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x dS∫∫ 其中 S 是单位球面
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用球面坐标表示 x,y,z,因 r=1 

于是 sin cos , sin sin , cos , (0 ,0 2 )x y zϕ θ ϕ θ ϕ ϕ π θ π= = = ≤ ≤ ≤ ≤  
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