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一．函数方程 
1．已知 )(xf 是定义在R 上的奇函数,对任意 x∈R 均有 )()2( xfxf =+ ,且 )1,0(∈x 时, 

2)( xxf = ,则 =+− )1()
2
3( ff ________________ 

2．己知函数 ( )f x 满足对所有的实数 ,x y ，都有 

2( ) (2 ) 5 (3 ) 2 1f x f x y xy f x y x+ + + = − + + ，则 (10)f =________.  

3．已知定义在 R 上的函数 ( )f x 满足：(1) (1) 1f = ，(2)当0 1x< < 时， ( ) 0f x > ， 

(3)对任意的实数 ,x y 均有 ( ) ( ) 2 (1 ) ( )f x y f x y f x f y+ − − = −  

则
1( )
3

f =_______ 

4．设多项式 15 14 13 12 11 3 2( ) 2008 2008 2008 2008 2008 2008 2008P x x x x x x x x x= − + − + − + − +" ， 

则 (2007)P =      .  2007 

5．方程
2 2| 3 2 | | 2 3 |x x x x− + + + − 的实数解的个数是_______ 

6．设函数 1321)( +−−= xxxf ，如果方程 axf =)( 恰有两个不同的实数根 vu, ，满足

102 ≤−≤ vu ，则实数 a 的取值范围是      ． 

7．若定义在Ｒ上的奇函数 ( )y f x= 的图象关于直线 1x = 对称，且当 0 1x< ≤ 时，

3( ) logf x x= ，则方程
1( ) (0)
3

f x f= − + 在区间（0，10）内的所有实根之和为  . 

8．已知 ( )f x 为 R 上增函数，且对任意 x R∈ ，都有 ( ) 3 4xf f x⎡ ⎤− =⎣ ⎦ ，则

(2)f =          。 

9．实数 ,x y 满足
sin 2008,

(0 )
2008cos 2007 2

x y
y

x y
π+ =⎧

≤ ≤⎨ + =⎩
.则 x y+ =      .   

10．若函数 ( ) log (4 )a
af x x
x

= + 在区间[1,2]上为增函数，则 a 的取值范围是______ 

11．设 1a < − ，变量 x 满足
2x ax x+ ≤ − ，且

2x ax+ 的最小值为
1
2

− ，则 a =     .  

二．不等式 

1．用区间表示函数 )1
3

1ln()( −
+
−

=
x

xxf 的定义域为_________________. 

2．已知集合 2 3{ || 1| 2}, { | log log },A x x B x x x A B= − < = > =∩则 __________ 
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3．函数 32)( 2 +−= xxxf ，若 axf −)( ＜2 恒成立的充分条件是 21 ≤≤ x ，则实数 a 的取值

范围是          ． 

4．设
x
x

x
xf

+
−

+
+

=
1
1lg

52
1)( ，则不等式 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ − )

2
1(xxf ＜

5
1
的解集为     ． 

5．己知实数a 使得只有一个实数 x 满足关于 x 的不等式
2| 2 3 | 2x ax a+ + ≤ 则满足条件的所

有的实数 a 的值是_________  

6．一个直角三角形的两条直角边长为 ba, 满足不等式 

316341926 22 ≤+−++− bbaa ，则这个直角三角形的斜边长为_______ 

7．已知集合 { }2 2 8 0A x x x= + − > ， { }2 2 4 0B x x ax= − + ≤ 。若 0a > ，且 A B∩

中恰有 1 个整数，则 a 的取值范围为                 。 
8．函数 ( ) 2 3 5f x x x= − + − 的最大值________  

9．已知实数 x ， y 满足 1 4xy x y+ = + ，且 1x > ，则 ( 1)( 2)x y+ + 的最小值

为              。  

10．在直角坐标平面 xoy 中有点 A(5,0) .对于某个正实数 k ,存在函数
2( ) ( 0)f x ax a= > ，

使得 2QOA POA∠ = ∠ ，其中， (1, (1)), ( , ( ))P f Q k f k ．则 k 的取值范围是______ 

11．在平面真角坐标系中，设点 A(0,4) 、B(3,8) .若点 ( ,0)P x 使得∠APB 最大，则 x =     

三。三角向量 

1．函数 2 3( ) 3 sin sin cos
2

f x x x x= + − （
12 2

x π π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
， ）的值域为     。 

2．已知
2( ) 3 sin 2 2cosf x x x a= + + 在区间[0, ]

2
π

上的最小值为-1，则a 的最小值=____ 

3．函数
4 4( ) sin sin cos cosf x x x x x= + + 的最大值是______ 

4．已知0 ,sin cos
2 4

x x xπ π
< < − = .若

1tan
tan

x
x

+ 可以表示成 c

a
b π−

的形式（ , ,a b c 是

正整数）．则a b c+ + = _______ 

5．已知向量 (2cos( ), 1), ( sin( ),cos2 ), ( )
2 2

OP x OQ x x f x OP OQπ π
= + − = − − = ⋅

JJJG JJJG JJJG JJJG
.若 , ,a b c 分

别是锐角 ABCΔ 中角 , ,A B C 的对边，且满足 ( ) 1, 5 3 2, 13f A b c a= + = + = ，则 ABCΔ

的面积 S =           .  

O



 3

6．在平面直角坐标系 xOy 中，直线 1 : 4 5 20l x y+ = 与 x 轴、 y 轴分别交于点Ａ、Ｂ，直

线 2l 与线段ＡＢ、ＯＡ分别交于点Ｃ、Ｄ，且平分三角形ＡＯＢ的面积，则
2CD 的最小值

为      .  

7．一个三角形的最短边长度是 1，三个角的正切值都是整数，则该三角形的最长边的长度

为________ 
8．已知点 O 在 ABCΔ 内部，且3 2 4AB BC CA AO+ + =

JJJG JJJG JJJG JJJG
，记 ABCΔ 的面积为 1S ， OBCΔ

的面积为 2S ，则 1

2

S
S

的值为________ 

9．图， PQ是半径为 1 的圆 A的直径， ABCΔ 是边长为 1 的正三角形， 

则 BP CQ⋅
JJJG JJJG

的最大值为______ 

10. ABCΔ 中， 2, 45BC A= = D
，B 为锐角，点 O 是 ABCΔ 外接圆的圆心，则OA BC

JJJG JJJG
i 的

取值范围是__________ 

11 ．已知点 (1 1)A −， ， (4 0)B ， ， (2 2)C ， 。平面区域 D 由所有满足

AP AB ACλ μ= +
JJJG JJJG JJJG

（1 aλ< ≤ ，1 bμ< ≤ ）的点 ( )P x y， 组成的区域。若区域 D的

面积为 8，则a b+ 的最小值为             。 
12．已知函数 1 1 2 2( ) sin( ) sin( ) sin( )k kf x a x a x a xω ϕ ω ϕ ω ϕ= + + + + + +" ，（ ia ∈R ， 

1, 2,3, )i k= " .若 2 2(0) ( ) 0
2

f f π
ω

+ ≠ ,且函数 ( )f x 的图像关于点 ( ,0)
2
π

对称，并在 x π=

处取得最小值，则正实数ω的值构成的集合是  *{ | 2 1, }n nω ω = − ∈N    . 

四．立几 

1． 己知一个正三棱柱的底面边长为 1, 且两个侧面的异面对 

角线互相垂直． 

则它的侧棱长为________  

2．如图,在四棱锥 ABCDP − 中,底面 ABCD为正方形, PABΔ 为 
等边三角形, O为 AB 边中点,且 ⊥PO 平面 ABCD , 
则二面角 DACP −− 的余弦值为_____________. 
 

3．如图，在四面体 D ABC− 中，已知 DA ABC⊥平面 ， 

ABCΔ 是边长为 2 的正三角形。则当二面角 A BD C− − 的正切值 

为 2 时， D ABCV −  

 

 

P 

A 

O 

B C

D

A B

D

C
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4．一个直径ＡＢ＝２的半圆，过Ａ作这个圆所在平面的垂线，在垂线上取一点Ｓ，使ＡＳ

＝ＡＢ，Ｃ为半圆上一个动点，Ｍ、Ｎ分别为Ａ在ＳＢ、ＳＣ上的射影.当三棱锥Ｓ－ＡＭ

Ｎ的体积最大时，ＳＣ与平面ＡＢＣ所成角的正弦值是        .  

5、在如图所示的棱长为 1 的正方体 1111 DCBAABCD − 中， 

若点 P 是正方形 BCC1B1的中心，则三棱锥 11DABP − 的 

体积等于      

6．已知球的直径 SC=4，A，B 是该球球面上的两点，AB= 3 ， 

D30=∠=∠ BSCASC ，则棱锥 S—ABC 的体积为_____ 

7．已知正三棱锥 P ABC− 底面正三角形的边长为 2 3 ，内切球半径为 2 1− ，则三棱锥

的体积为________ 

8．在四面体 ABCD中，AB BCD⊥平面 ， BCD△ 是边长为 3 的等边三角形。若

2AB = ，则四面体 ABCD外接球的面积为               。 
 

9．在四棱锥D ABC− 中， 2AB BC= = ， AB BC⊥ ，BC CD⊥ ， 
DA AB⊥ ， 60CDA∠ = °。则三棱锥D ABC− 的体积为        
10．一个几何体的三视图如图所示，其中正视图是 
等边三角形，俯视图是半圆．．。现有一只蚂蚁从点 A 
出发沿该几何体的侧面环绕一周回到 
A 点，则蚂蚁所经过路程的最小值为________． 
 
 
 
 
 
 

11、已知： AOBΔ 中， 90 , , .AOB AO h OB r∠ = ° = = 如图所示， 

先将 AOBΔ 绕 AO 所在直线旋转一周得到一个圆锥，再在该圆锥内放置 

一个长宽都为 2 ，高 1 1DD = 的长方体 1 1 1 1CDEF C D E F− 。 

若该长方体的顶的点 C,D,E,F 都 

在圆锥的底面上，且顶点 1 1 1 1, , ,C D E F 都在圆锥的侧面上， 

则 h r+ 的值至少应为______ 
12．正三棱锥底面一个顶点与它所对侧面重心的距离为 8， 
则这个正三棱锥的体积的最大值为___________ 
 
 
 

A B
CD

1A 1B
1C1D

P
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一．函数方程 
1．已知 )(xf 是定义在R 上的奇函数,对任意 x∈R 均有 )()2( xfxf =+ ,且 )1,0(∈x 时, 

2)( xxf = ,则 =+− )1()
2
3( ff ________________.

1
4

 

解：
3 1 1( ) ( )
2 2 4

f f− = = ，由 ( 1) (1), ( 1) (1), (1) 0f f f f f− = − − = =得 ，
3 1( ) (1)
2 4

f f− + =  

2．己知函数 ( )f x 满足对所有的实数 ,x y ，都有 
2( ) (2 ) 5 (3 ) 2 1f x f x y xy f x y x+ + + = − + + ，则 (10)f =________.  

解. 令 10, 5x y= = ，得 (10) (25) 250 (25) 200 1f f f+ + = + + . 因此， (10) 49f = −  
3．已知定义在 R 上的函数 ( )f x 满足：(1) (1) 1f = ，(2)当0 1x< < 时， ( ) 0f x > ， 
(3)对任意的实数 ,x y 均有 ( ) ( ) 2 (1 ) ( )f x y f x y f x f y+ − − = −  

则
1( )
3

f =_______ 

2 1 1 1 1, (1) ( ) 2 ( ) ( ), (1)
3 3 3 3 3

1 1 1 1 11 ( ) 2 ( ) ( ), (2) ( )
3 3 3 3 2

x y f f f f

f f f f

= = − =

− = =

解:把 代入(3)得 由 得

由 得

 

4．设多项式 15 14 13 12 11 3 2( ) 2008 2008 2008 2008 2008 2008 2008P x x x x x x x x x= − + − + − + − +" ， 
则 (2007)P =      .  2007 

解：
14 13 12 11 2( ) ( 2007)( )P x x x x x x x x x= − − + − + + − +" ．因此， (2007) 2007P = ． 

5．方程
2 2| 3 2 | | 2 3 |x x x x− + + + − 的实数解的个数是_______2 个 

2 2( ) | 3 2 | | 2 3 | | 1| (| 2 | | 3 |)
( 1)(2 1), 2
5( 1),1 2

,
5(1 ), 3 1
(1 )( 2 1) ( 1)(2 1), 3

f x x x x x x x x
x x x
x x

x x
x x x x x

= − + + + − = − − + +

− + >⎧
⎪ − ≤ ≤⎪= ⎨ − − ≤ ≤⎪
⎪ − − − = − + < −⎩

解：设

 

作 ( ) 11y f x y= =与 的图象得，满足方程的实数解有 2 个． 
6．设函数 1321)( +−−= xxxf ，如果方程 axf =)( 恰有两个不同的实数根 vu, ，满足

102 ≤−≤ vu ，则实数 a 的取值范围是      ．答案：
3
45 ≤≤− a  

解：因为

4, 1
1( ) 5 2, 1
2

14, .
2

x x

f x x x

x x

⎧
⎪ + < −
⎪
⎪= − − − ≤ ≤⎨
⎪
⎪− − >⎪⎩

当 时，

当 时，

当 时

当 a＞3 时， axf =)( 无解；当 a ＝3 时，

axf =)( 只有一个解．当 3
2
9

≤≤− a 时，直线 ay = 与 4+= xy 和 25 −− xy＝ 有两个交点，

故此时 axf =)( 有两个不同的解；当 a＜
2
9

− 时，直线 ay = 与 4+= xy 和 4−−= xy 有两个

交点，故此时 axf =)( 有两个不同的解．对于上述两种情形，分别求出它们的解 vu, ，然

后解不等式 102 ≤−≤ vu ，可得实数 a 的取值范围是
3
45 ≤≤− a ． 
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7．若定义在Ｒ上的奇函数 ( )y f x= 的图象关于直线 1x = 对称，且当 0 1x< ≤ 时，

3( ) logf x x= ，则方程
1( ) (0)
3

f x f= − + 在区间（0，10）内的所有实根之和为  . 30 

解 ： ( )f x 关 于 1x = 对 称 ， 奇 函 数 知 ， ( 2) ( ) ( )f x f x f x+ = − = − , 因 此

( 4) ( 2) ( )f x f x f x+ = − + = ， ( )f x 是周期函数， 4 是它的一个周期． 

(0) 0f = ，方程
1( ) (0)
3

f x f= − + 化为 
1( )
3

f x = − . 

由图象可知，
1( )
3

f x = − 在（O，1）、（1 , 2）内各有一个实根，且这两根之和为 2；
1( )
3

f x = −

在（4，5）、（5,6）内各有一个实根，且这两根之和为 10；
1( )
3

f x = − 在（8，9）、（9,10）

内各有一个实根，且这两根之和为 18. 所以方程
1( ) (0)
3

f x f= − + 在区间（0，10）内有 6

个不同的实根，这 6 个实根之和为 30. 

8．已知 ( )f x 为 R 上增函数，且对任意 x R∈ ，都有 ( ) 3 4xf f x⎡ ⎤− =⎣ ⎦ ，则

(2)f =          。10 
解：依题意， ( ) 3xf x − 为常数。设 ( ) 3xf x m− = ，则 ( ) 4f m = ， ( ) 3xf x m= + 。 

∴  3 4m m+ = ，3 4 0m m+ − = 。易知方程3 4 0m m+ − = 有唯一解 1m = 。 
∴  ( ) 3 1xf x = + ， 2(2) 3 1 10f = + = 。 

9．实数 ,x y 满足
sin 2008,

(0 )
2008cos 2007 2

x y
y

x y
π+ =⎧

≤ ≤⎨ + =⎩
.则 x y+ =      .  2007

2
π

+  

解：把两个方程相减得 sin 1 2008cosy y= + ，由0
2

y π
≤ ≤ ，知1 2008cos 1y+ ≥ ，因此只能

是 sin 1,cos 0y y= = ．故
2

y π
= ．进而 2007x = .因此， x y+ = 2007

2
π

+ ． 

10．若函数 ( ) log (4 )a
af x x
x

= + 在区间[1,2]上为增函数，则 a 的取值范围是______ 

解：当 1a > 时，则 1, 4
2
a a≤ ≤ ，此时1 4a< ≤  

当0 1a< < 时，则 1, 4
2
a a≥ ≥ 此时无解，综上1 4a< ≤  

11．设 1a < − ，变量 x 满足
2x ax x+ ≤ − ，且

2x ax+ 的最小值为
1
2

− ，则a =     . 
3
2

−  

解：由 1a < − 及
2x ax x+ ≤ − ，得0 ( 1)x a≤ ≤ − + .设

2
2 2( ) ( )

2 4
a af x x ax x= + = + − . 

若 ( 1)
2
a a− > − + ，即 2 1a− < < − ，则 ( )f x 在 ( 1)x a= − + 处取最小值 

( 1) 1f a a− − = + ，因此
1 31 ,
2 2

a a+ = − = − . 

若 ( 1)
2
a a− ≤− + ，即 2a ≤ − ，则 ( )f x 在

2
ax = − 取最小值

2 1, 2
4 2
a a− =− =± （舍去） 

综上可知
3
2

a = − . 
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二．不等式 

1．用区间表示函数 )1
3

1ln()( −
+
−

=
x

xxf 的定义域为_______ ( 3, 1)− − __________. 

2．已知集合 2 3{ || 1| 2}, { | log log },A x x B x x x A B= − < = > =∩则 __________ 

2 3:| 1| 2 1 3, log log 1,
{ |1 3}

x x x x x
A B x x

− < ⇒ − < < > ⇒ >

= < <∩
解

 

3．函数 32)( 2 +−= xxxf ，若 axf −)( ＜2 恒成立的充分条件是 21 ≤≤ x ，则实数 a 的取值

范围是          ．1＜ a ＜4 
解： axf −)( ＜2，－2＜ axf −)( ＜2， 2)( −xf ＜ a ＜ 2)( +xf  

由于 21 ≤≤ x 时， 32)( 2 +−= xxxf ＝ 2)1( 2 +−x 的最大值为 3，最小值为 2 
于是 1＜ a ＜4 

4．设
x
x

x
xf

+
−

+
+

=
1
1lg

52
1)( ，则不等式 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ − )

2
1(xxf ＜

5
1
的解集为     ． 

答案： )
4

171,
2
1()0,

4
171( +

∪
−  

解：原不等式即为 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ − )

2
1(xxf ＜ )0(f ． 

因为 )(xf 的定义域为（－1,1），且 )(xf 为减函数． 

所以

11 ( ) 1
2

1( ) 0
2

x x

x x

⎧− < − − <⎪⎪
⎨
⎪ − >
⎪⎩

．解得 ∈x )
4

171,
2
1()0,

4
171( +

∪
−  

5．己知实数a 使得只有一个实数 x 满足关于 x 的不等式
2| 2 3 | 2x ax a+ + ≤ 则满足条件的所

有的实数 a 的值是_________ 1 和 2 
解：欲使得不等式

2| 2 3 | 2x ax a+ + ≤ 只有一个解，则抛物线
2( ) 2 3f x x ax a= + + 的图像

必须与直线 2y = 相切．因此，方程
2 2 3 2x ax a+ + = ，即

2 2 3 2 0x ax a+ + − = 的判别式
24 4(3 2) 0a aΔ = − − = 解得 1,2a = ． 

6．一个直角三角形的两条直角边长为 ba, 满足不等式 

316341926 22 ≤+−++− bbaa ， 

则这个直角三角形的斜边长为_______ 30  

解：原不等式化为 34)32(1)23( 22 ≤+−++− ba ， 

而 3414)32(1)23( 22 =+≥+−++− ba ， 

所以 32,23 == ba ．于是，斜边长为 30 ． 

7．已知集合 { }2 2 8 0A x x x= + − > ， { }2 2 4 0B x x ax= − + ≤ 。若 0a > ，且 A B∩

中恰有 1 个整数，则a的取值范围为                 。 13 5
6 2

⎡ ⎞
⎟⎢⎣ ⎠

，  

解： { }4 2A x x x= < − >或 。 

设 2( ) 2 4f x x ax= − + ，则 ( )f x 的轴对称 0x a= > 。 
由 ( 4) 16 8 4 0f a− = + + > ，知 { }4B x x φ∩ < − = 。 

因此， A B∩ 中恰有的一个整数为 3。 
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∴  
(3) 9 6 4 0
(4) 16 8 4 0

f a
f a

= − + ≤⎧
⎨ = − + >⎩

，解得
13 5
6 2

a≤ < 。故，a的取值范围为
13 5
6 2

⎡ ⎞
⎟⎢⎣ ⎠

， 。 

8．函数 ( ) 2 3 5f x x x= − + − 的最大值________ 10  

解：
2 2 2(2 3 5 ) (2 1 )( 3 5 ) 10

( ) 10
x x x x

f x
− + − ≤ + − + − =
≤

 

当且仅当
3 5

2 1
x x− −

= 即当
23
5

x = 时取等号，故 ( )f x 最大值 10  

9．已知实数 x ， y 满足 1 4xy x y+ = + ，且 1x > ，则 ( 1)( 2)x y+ + 的最小值

为              。 27  

解：由 1 4xy x y+ = + 知，
4 1

1
xy

x
−

=
−

。 

∴  4 1 3( 1)(2 1)( 1)( 2) ( 1)( 2)
1 1

x x xx y x
x x
− + −

+ + = + + =
− −

。 

设 1x t− = ，则 0t > ， 
3( 1)(2 1) 3( 2)(2 1) 1( 1)( 2) 6( ) 15 27

1
x x t tx y t

x t t
+ − + +

+ + = = = + + ≥
−

。 

当且仅当
1t
t

= ，即 1t = ， 2x = ， 7y = 时等号成立。 

∴  ( 1)( 2)x y+ + 的最小值为 27。 
10．在直角坐标平面 xoy 中有点 A(5,0) .对于某个正实数 k ,存在函数

2( ) ( 0)f x ax a= > ，

使得 2QOA POA∠ = ∠ ，其中， (1, (1)), ( , ( ))P f Q k f k ．则 k 的取值范围是______ (2, )+∞  

解：由 0 ,
2

QOA POA π
< ∠ ∠ < 知， 2QOA POA∠ = ∠ tan tan 2QOA POA⇔ ∠ = ∠ ，则

2

2 tantan tan 2
1 tan

POAQOA POA
POA

∠
⇔ ∠ = ∠ =

− ∠
，结合 tan , tanPOA a QOA ak∠ = ∠ = ，

得 2

2
1

aak
a

=
−

，即
21a
k

= − ，因此， 2k > ． 

11．在平面真角坐标系中，设点 A(0,4) 、B(3,8) .若点 ( ,0)P x 使得∠APB 最大， 

则 x =    5 2 3−  
解：设∠APB=θ ．易知当△ABP 的外接圆与 x 轴相切时∠APB 最大.  

延长 BA 与 x 轴交于点 Q．直线 AB：
4 4
3

y x= + ，令 0y = 得 3x = − ， 

5, 10QA QB= = 则由圆幂定理知 QP2=QA·QB= 5×10.QP =5 2 .故此时点 P 的横坐标为

5 2 3− .  
三．三角向量 

1．函数 2 3( ) 3 sin sin cos
2

f x x x x= + − （
12 2

x π π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
， ）的值域为     。 1 1

2
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

，  

解：
1 cos 2 1 3 1 3( ) 3 sin 2 sin 2 cos 2 sin(2 )

2 2 2 2 2 3
xf x x x x x π−

= × + − = − = − 。 

由
12 2

x π π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
， 知，

22
6 3 3

xπ π π
− ≤ − ≤ ，

1 sin(2 ) 1
2 3

x π
− ≤ − ≤ 。 

A

B

O P
Q
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2．已知
2( ) 3 sin 2 2cosf x x x a= + + 在区间[0, ]

2
π

上的最小值为-1，则a 的最小值=____ 

解： ( ) 3 sin 2 1 cos 2 2sin(2 ) 1
6

f x x x a x aπ
= + + + = + + +  

7[0, ] 2 [ , ]
2 6 6 6

x xπ π π π
∈ ⇒ + ∈ ，当

72
6 6

x π π
+ = 时， ( )f x 取最小值 1 1 1a a− + + = = −  

3．函数
4 4( ) sin sin cos cosf x x x x x= + + 的最大值是______ 

2 2

2 2

max

( ) 1 2sin cos sin cos
1 1 1 1 9sin 2 sin 2 1 (sin 2 )
2 2 2 2 8

1 9sin 2 , ( )
2 8

f x x x x x

x x x

x f x

= − +

= − + + = − − +

= =

解：

 

4．已知0 ,sin cos
2 4

x x xπ π
< < − = .若

1tan
tan

x
x

+ 可以表示成 c

a
b π−

的形式（ , ,a b c 是

正整数）．则a b c+ + = _______ 

解：由条件知
2 2(sin cos ) ( )

4
x x π
− = ,因此

216sin cos
32

x x π−
= ． 

    故 2

1 sin cos 1 32tan
tan cos sin sin cos 16

x xx
x x x x x π

+ = + = =
−

， 

所以， 32 16 2 50a b c+ + = + + =  

5．已知向量 (2cos( ), 1), ( sin( ),cos2 ), ( )
2 2

OP x OQ x x f x OP OQπ π
= + − = − − = ⋅

JJJG JJJG JJJG JJJG
.若 , ,a b c 分

别是锐角 ABCΔ 中角 , ,A B C 的对边，且满足 ( ) 1, 5 3 2, 13f A b c a= + = + = ，则 ABCΔ

的面积 S =           . 
15
2

 

解：由条件知 ( )f x OP OQ= ⋅
JJJG JJJG

2cos( )sin( ) cos 2
2 2

x x xπ π
= − + − −  

2sin cos cos2 2sin(2 )
4

x x x x π
= − = − ．所以

22sin(2 ) 1,sin(2 )
4 4 2

A Aπ π
− = − = ． 

又因为 A 为锐角，所以
32

4 4 4
Aπ π π

− < − < ，因此2
4 4

A π π
− = ，

4
A π
= 。 

因为 5 3 2, 13b c a+ = + = ，所以 
2 2 2 213 2 cos ( ) 2 2 cosb c bc A b c bc bc A= + − = + − − ，即 

13 43 30 2 (2 2)bc= + − + ， 

所以 15 2bc = ，△ABC 的面积 
1 1 2 15sin 15 2
2 2 2 2

S bc A= = × × = ． 

6．在平面直角坐标系 xOy 中，直线 1 : 4 5 20l x y+ = 与 x 轴、 y 轴分别交于点Ａ、Ｂ，直

线 2l 与线段ＡＢ、ＯＡ分别交于点Ｃ、Ｄ，且平分三角形ＡＯＢ的面积，则
2CD 的最小值

为      . 5 41 25−  

解：由条件知，OA=5,OB=4,AB= 41 .设 BAO θ∠ = ,则
5cos
41

θ = . 
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由 2AOB ACDS SΔ Δ= ，得
1 5 41
2 2

AC AD AB AO⋅ = ⋅ = . 

由余弦定理得
2 2 2 2 cosCD AD AC AD AC θ= + − ⋅ ⋅ ⋅  

2 2 cos 5 41 25AD AC AD AC θ≥ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ = − ,  

当 AD=AC 时等号成立．所以，
2CD 的最小值为 5 41 25− . 

7．一个三角形的最短边长度是 1，三个角的正切值都是整数，则该三角形的最长边的长度

为________
5

53
 

解：该三角形不是直角三角形．不妨设 CBA ≤≤ ． 
则 3tan ≤A ，又 ZA∈tan ，所以 1tan =A ． 
非直角三角形中，有恒等式 CBACBA tantantantantantan =++ ， 
即 Btan 、 Ctan 是方程 xyyx =++1 的一组正整数解． 
所以 Btan =2， Ctan =3． 

易解得最长边为
5

53
(另外一条边长为

5
102

)． 

8．已知点 O 在 ABCΔ 内部，且3 2 4AB BC CA AO+ + =
JJJG JJJG JJJG JJJG

，记 ABCΔ 的面积为 1S ， OBCΔ

的面积为 2S ，则 1

2

S
S

的值为________ 

1

2

3 2 4 ,3 2( ) 4
14 , , 4 , 2 ,
2

AB BC CA AO AB AC AB AC AO
SAB AC AO BC D AD AO AD AO O AD
S

+ + = + − − =

+ = = = =

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG
解：

设 中点 则2 是 中点,
 

9．图， PQ是半径为 1 的圆 A的直径， ABCΔ 是边长为 1 的正三角形， 

则 BP CQ⋅
JJJG JJJG

的最大值为 B 

.A 1
4

  .B 1
2

 .C 3
2

  .D 1 

( )( )
= +

1 1 1 11 ( ) 1
2 2 2 2

BP CQ AP AB AQ AC
AP AQ AP AC AB AQ AB AC

AQ AC AB AQ BC

⋅ = − −
− −

= − + − + = − + ≤ − + =

JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG
JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG
i i i i
JJJG JJJG JJJG JJJG JJJG

i

解1：
 

1 3( , )
2 2

( , ), ( , )
1 3(x 1, y) ( x, y)
2 2

1 3 1 1 1y sin( )
2 2 2 6 2 2

Q x y P x y

BP CQ

x πθ

− −

= + − −

= − + − = − − ≤

JJJG JJJG
i i

解2：如图建系，则C

设 则
 

10. ABCΔ 中， 2, 45BC A= = D
，B 为锐角，点 O 是 ABCΔ 外接圆的圆心，则OA BC

JJJG JJJG
i 的

取值范围是（  A ） 
A. ( 2,2 2]−     B. ( 2 2,2]−      C. [ 2 2,2 2]−       D. ( 2,2)−  

解 2： 22 2 2, 2
sin 45

R R= = =
°

 

B(-1,0),C(1,0), (2,0)BC =
JJJG

 

O(0,1), ,设 A(x,y), (x, 1), 2 x ( 1, 2]OA y OA BC= − = ∈ −
JJJG JJJG JJJG

i  

Q
C

A B

P

Q
C

A B

P

O

A

B C
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解 3：因
22 2 2, 2

sin 45
R R= = =

°
，故OA

JJJG
在 BC
JJJG

方向的投影的范围是 ( 1, 2]−  

于是 ( 2,2 2]OA BC∈ −
JJJG JJJG
i  

11．已知点 (1 1)A −， ， (4 0)B ， ， (2 2)C ， 。平面区域 D由所

有满足 AP AB ACλ μ= +
JJJG JJJG JJJG

（1 aλ< ≤ ，1 bμ< ≤ ）的点 ( )P x y，
组成的区域。若区域 D 的面积为 8，则 a b+ 的最小值

为             。4 
解：如图，延长 AB 至点 N ，延长 AC 至点 M ，使得

AN a AB= ， AM b AC= 。 
四边形 ABEC 、 ANGM 、 EHGF 均为平行四边形。 
由条件知，点 ( )P x y， 组成的区域D为图中的阴影部分，即四边形 EHGF（不

含边界EH 、EF ）。 
∵  (3 1)AB =

JJJG
， ， (1 3)AC =

JJJG
， ， ( 2 2)BC = −

JJJG
， 。 

∴  10AB = ， 10AC = ， 2 2BC = ，
10 10 8 3cos

52 10 10
CAB + −

∠ = =
× ×

，

4sin
5

CAB∠ = 。∴  四边形 EHGF 的面积为
4( 1) 10 ( 1) 10 8
5

a b− × − × = 。 

∴  ( 1)( 1) 1a b− − = ，
1 1( 1) ( 1) 2

1 1
a b a a

a a
+ = + + = − + +

− −
。 

由 1a > ， 1b > 知，当且仅当 1 1a − = ，即 2a b= = 时，a b+ 取最小值 4。 
12．已知函数 1 1 2 2( ) sin( ) sin( ) sin( )k kf x a x a x a xω ϕ ω ϕ ω ϕ= + + + + + +" ，（ ia ∈R ， 

1, 2,3, )i k= " .若 2 2(0) ( ) 0
2

f f π
ω

+ ≠ ,且函数 ( )f x 的图像关于点 ( ,0)
2
π

对称，并在

x π= 处取得最小值，则正实数ω的值构成的集合是  *{ | 2 1, }n nω ω = − ∈N    . 

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) (sin cos cos sin ) (sin cos cos sin )
(sin cos cos sin )

( cos cos )sin ( sin sin )cos
sin( )

k k k

f x a x x a x x
a x x

a a x a a x
A x

ω ϕ ω ϕ ω ϕ ω ϕ
ω ϕ ω ϕ

ϕ ϕ ω ϕ ϕ ω
ω ϕ

= + + +
+ + +
= + + + + +
= +

"
" "

解：

 

函数 ( )f x 的图像关于点 ( ,0)
2
π

对称故 1 ,
2

kπ ω ϕ π+ =  

在 x π= 处取得最小值，故 22
2

k ππω ϕ π+ = −  

消去ϕ得 2 1 2 12 , 2(2 ) 1 2 1
2 2

k k k k nπ πω π π ω= − − = − − = − , 

四．立几 
1．己知一个正三棱柱的底面边长为 1, 且两个侧面的异面对角线互相垂直．则它的侧棱长为
___  
解：设 ABC-A1B1C1 是正三棱柱，侧棱的长为 a ,侧面对角线 AB1 与 BC1 互相垂直．则 

1 1 1 1 1 10 ( ) ( ) 0B A BC B B BA BB B C⋅ = ⇒ + ⋅ + =
JJJG JJJJG JJJG JJJG JJJG JJJJG

 

1 1 1 1 1 1 1 1 0B B BB B B B C BA BB BA B C⇒ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =
JJJG JJJG JJJG JJJJG JJJG JJJG JJJG JJJJG

 

2 0 0 cos60 0a⇒− + + + =D
2

2
a⇒ = ． 

A

BC
1A

1B1C
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2．如图,在四棱锥 ABCDP − 中,底面 ABCD 为正方形, PABΔ 为等边三角形, O为 AB 边中

点,且 ⊥PO 平面 ABCD ,则二面角 DACP −− 的余弦值为_____________.
7

7
−  

 
 
 
 
 
 
 

4 2, 2 3, 2 12 14,

2 7 7cos ,
7 714

OE PO PE

PEO

= = = + =

∠ = =

解：设边长为 ，

所求-
 

3． 如图 1，在四面体 D ABC− 中，已知 DA ABC⊥平面 ， ABCΔ 是 
边长为 2 的正三角形。则当二面角 A BD C− − 的正切值为 2 时， D ABCV −  

解：
33, 2,

2
OCOC OE
OE

= = =  

60ABD∠ = °， 2 3AD = ，
21 3 2 2 3 2

3 4D ABCV − = × × × =  

4．一个直径ＡＢ＝２的半圆，过Ａ作这个圆所在平面的垂线，在垂线上取一点Ｓ，使ＡＳ

＝ＡＢ，Ｃ为半圆上一个动点，Ｍ、Ｎ分别为Ａ在ＳＢ、ＳＣ上的射影.当三棱锥Ｓ－ＡＭ

Ｎ的体积最大时，ＳＣ与平面ＡＢＣ所成角的正弦值是        . 
3

2
 

解：易知 BC⊥面 SAC，所以 BC⊥AN，从而 AN⊥面 SBC． 

所以 AN⊥SM，因此 SM ⊥面 AMN, 
1
3S AMN ANMV SM S− Δ= ⋅ ⋅ . 

由 SA=AB=2，得 AM=SM= 2 ，而 AN⊥NM， 

△AMN 为斜边长为 2 的直角三角形，面积最大在 AN=MN=1 时取到． 

所以，当三棱锥 S-AMN 的体积最大时，AN=MN=1，此时， 60SCA∠ = D
,  

SC 与平面 ABC 所成角的正弦值是
3

2
． 

5、在如图所示的棱长为 1 的正方体 1111 DCBAABCD − 中， 
若点 P 是正方形 BCC1B1的中心，则三棱锥 11DABP − 的体积等于( D   ) 

A．
1
2

     B．
1
3

    C．
1
4

  D．
1
6

  

 

 

 

 

 

 

 

 

解 1：作延长面，补成正四面体   解 2： 1 1B P PAD⊥发现 面  

 
 

A B

S

C

N

M

P 

A 

O 

B C 

D

P

A

O

B C

D
E

A B

D

C

A B

D

C

E

O

A B
CD

1A 1B
1C1D

P

20第 题
A B

CD

1A 1B
1C1D

A B
CD

1A 1B
1C1D

P

20第 题
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6．已知球的直径 SC=4，A，B 是该球球面上的两点，AB= 3 ， 
D30=∠=∠ BSCASC ，则棱锥 S—ABC 的体积为_____ 32  

  
7．已知正三棱锥 P ABC− 底面正三角形的边长为2 3 ，内切 

球半径为 2 1− ，则三棱锥的体积为________ 

解：
3 1

3 3
CDHD = = = ， tan 2 1ODH∠ = −  

2

2( 2 1) 2( 2 1)tan tan 2 1
1 ( 2 1) 2 2 2

PDH ODH − −
∠ = ∠ = = =

− − −
 

11, 3 3 1 1
3P ABCh V −= = × × =  

8．如图，在四面体 ABCD中，AB BCD⊥平面 ， BCD△ 是边长为 3 的等边三角

形。若 2AB = ，则四面体 ABCD外接球的面积为               。16π  
解：如图，设正 BCD△ 的中心为 1O ，四面体 ABCD 外接球的球心为 O 。则

1OO BCD⊥平面 ， 1OO AB∥ ， 1
2 3 3 3
3 2

BO = × × = 。 

取 AB 中点E 。 
由OA OB= 知，OE AB⊥ ， 1OE O B∥ ， 1 1OO EB= = 。 
于是， 2OA OB= = 。 
∴  四面体 ABCD外接球半径为 2，其面积为16π 。 

 
9．在四棱锥D ABC− 中， 2AB BC= = ， AB BC⊥ ，BC CD⊥ ， 

DA AB⊥ ， 60CDA∠ = °。则三棱锥D ABC− 的体积为       4
3

 

解：如图，作DE ABC⊥面 于E ，连EA、EC 、ED。 
∵  BC CD⊥ ，DA AB⊥ ， 
∴  EC CB⊥ ，EA AB⊥ ，四边形EABC 为矩形。 
由 AB BC= 知，四边形EABC 为正方形，且DA DC= 。 
又 60CDA∠ = °，因此， DAC△ 为正三角形，DA AC= 。 
∴  2 2 2 2EA ED EA EC+ = + 。于是， 2ED EC= = 。 

∴  三棱锥D ABC− 的体积为
1 1 4( 2 2) 2
3 2 3
× × × × = 。 

10．一个几何体的三视图如图所示，其中正视图是等边三角形，俯视图 
是半圆．．。现有一只蚂蚁从点 A 出发沿该几何体的侧面环绕一周回到 

A 点，则蚂蚁所经过路程的最小值为__ 2 6+  (或2 2 3+ ) ______． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A B

P

C

O
H

D

M

A B

D

C

2

俯视图

侧视图正视图
A B

17第 题 A

A

B

A B

S

C

o′
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11、已知： AOBΔ 中， 90 , , .AOB AO h OB r∠ = ° = = 如图所示， 
先将 AOBΔ 绕 AO 所在直线旋转一周得到一个圆锥，再在该圆锥内放置 
一个长宽都为 2 ，高 1 1DD = 的长方体 1 1 1 1CDEF C D E F− 。 
若该长方体的顶的点 C,D,E,F 都 
在圆锥的底面上，且顶点 1 1 1 1, , ,C D E F 都在圆锥的侧面上， 
则 h r+ 的值至少应为__4______ 

解：
21 1 ( ), , , 4

4
h r hh rh r r h rh r h

r h
− +

= = − + = ≤ + ≥  

12．正三棱锥底面一个顶点与它所对侧面重心的距离为 8， 
则这个正三棱锥的体积的最大值为___________144 
解：设正三棱锥 P－ABC 的底面边长为 a ，高为 h， 
O 为三角形 ABC 的中心，G 为侧面 PBC 的重心，GH 垂直底面 ABC，垂足为 H． 

则 aaADAHhPOGH
9

34
2
3

9
8

9
8,

3
1

3
1

=⋅==== ， 

由 222 AGGHAH =+ 得 64
9
1

27
16 22 =+ ha ， 

故 2764316 22 ⋅=+ ha ， 
由平均不等式得 

3 222222 38833882764 haahaa ⋅⋅≥++=⋅ ， 

所以， 35762 ≤ha ，于是 144
12

3
3
1 2 ≤== Δ− hahSV ABCABCP ． 

当
4
6

=
h
a

时等号成立．故体积的最大值为 144． 

 
 

A B 

C 

D 

P 

H O 

G 

a 

h 
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B


